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1 Matrixliegruppen

1.1 Einfache Darstellungen der Drehgruppen

1.1.1. Zur besseren Motivation der im folgenden entwickelten Theorie bespreche
ich zunichst die Klassifikation der endlichdimensionalen irreduziblen Darstellun-
gen der Drehgruppe. Die Beweise der im folgenden aufgestellten Behauptungen
werden nach etwas auf sich warten lassen, sie sollen gerade den Aufbau der Theo-
rie in den folgenden Abschnitten motivieren. Ich beginne mit einer Kldrung ei-
niger Grundbegriffe der Darstellungstheorie, wie sie in [NAS] 1.1 ausfiihrlicher
besprochen werden.

Definition 1.1.2. Eine Darstellung, englisch und franzosisch representation, ei-
ner Gruppe G iiber einem Korper £ ist ein Paar (V, p) bestehend aus einem k-
Vektorraum V' und einem Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V)

Oft bezeichnen wir eine Darstellung abkiirzend mit demselben Symbol wie den
zugrundeliegenden Vektorraum. Gegeben eine Darstellung V' einer Gruppe G be-
zeichnet oft py den zugehdrigen Gruppenhomomorphismus py : G — GL(V).

1.1.3 (Herkunft der Terminologie). Im Fall V' = k™ ist GL(V) = GL(n; k) ka-
nonisch isomorph zur Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen. Ist der Grup-
penhomomorphismus p : G — GL(n; k) dann auch noch injektiv, so ,.stellt p die
abstrakte Gruppe G dar als eine konkrete Gruppe von Matrizen®. Daher riihrt die
Bezeichnung als ,,Darstellung®.

1.1.4 (Darstellungen als Operationen). Seien GG eine Gruppe, k ein Korper und
V ein k-Vektorraum. Die Bijektion Ens(G, Ens(V,V)) = Ens(G x V, V) des
Exponentialgesetzes induziert dann eine Bijektion

Darstellungen ~ G-Operationen G x V — V
G — GL(V) durch k-lineare Abbildungen

Unter einer ,,GG-Operation durch k-lineare Abbildungen* verstehen wir dabei eine
G-Operation G x V' — V auf der Menge V' mit der Eigenschaft, da} gilt g(v +
w) = gv + gw und g(\v) = A(gv) Vg € G, A € kund v,w € V. Gegeben eine
Darstellung V' schreiben wir im Lichte dieser Erkenntnis statt (py(g))(v) meist
einfach nur gv.

Beispiel 1.1.5. Jeder Vektorraum V' wird eine Darstellung seiner Automorphis-
mengruppe G = GL(V') vermittels p = id. Diese Darstellung heift die Stan-
darddarstellung von GL(V).



Beispiel 1.1.6. Jeder Vektorraum V' wird eine Darstellung jeder beliebigen Gruppe
G vermittels der trivialen Operation p(g) = idy Vg € G. Der Korper k mit der
trivialen Operation heift die Einsdarstellung.

Beispiel 1.1.7 (Darstellungen auf Funktionenriumen). Gegeben eine Menge X
mit einer Operation einer Gruppe GG und ein Korper £ wird der Funktionenraum
V' := Ens(X, k) eine Darstellung von G vermittels der Vorschrift

(gf)(x):=f(g7'z) Vged@, veX

Zum Beispiel operiert die Drehgruppe SO(3) auf der Kugelschale S? und der
Raum Ens(5?, R) aller reellwertigen Funktionen auf der Kugelschale wird so eine
reelle Darstellung der Drehgruppe.

Beispiel 1.1.8 (Darstellungen der Gruppe der ganzen Zahlen). Fiir jede Grup-
pe G liefert das Auswerten bei 1 nach [GR] 2.3.31 eine Bijektion Grp(Z,G) = G
zwischen der Menge der Gruppenhomomorphismen von Z nach GG und der Grup-
pe G selbst. Eine Darstellung (V, p) der Gruppe Z anzugeben bedeutet demnach
nichts anderes, als einen Automorphismus A € GL(V') des Vektorraums V' an-
zugeben, ndmlich den Automorphismus A = p(1). Die zugehorige Darstellung
wird dann gegeben durch den Gruppenhomomorphismus p4 : Z — GL(V) mit
n— A"

Definition 1.1.9. Seien V, W Darstellungen einer Gruppe G iiber einem festen
Korper k. Ein Homomorphismus von Darstellungen oder Verflechtungsopera-
tor oder englisch intertwining operator ist eine k-lineare Abbildung f : V — W
derart, daf} gilt

flgv) =gf(v) VeV, gelG

Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Homomorphismus. Gibt
es einen Isomorphismus zwischen zwei Darstellungen V' und W, so schreiben wir
auch V' = W und sagen, V und W seien isomorph.

Ergdnzung 1.1.10 (Darstellungen in der Begriffswelt der Kategorien). Zusam-
menfassend haben wir im vorhergehenden fiir jede Gruppe G und jeden Korper &
eine Kategorie Mody, ¢z konstruiert, die ,,Kategorie aller Darstellungen der Grup-
pe G iiber dem Korper k. Im Rahmen der Kategorientheorie konnen wir diese
Kategorie auch beschreiben als die Kategorie

Mody. ¢ = Cat([G], Mody)

aller Funktoren von der Ein-Objekt-Kategorie [G] aus [LA2] 7.1.6 in die Katego-
rie Mody, aller k-Vektorraume im Sinne von [LA2] 7.4.12.



Beispiel 1.1.11. Sind (V, A) und (W, B) Vektorrdume mit Automorphismus, so
ist ein Homomorphismus der zugehdrigen Darstellungen (V, p4) und (W, pp) der
Gruppe Z eine lineare Abbildung f : V' — W derart, da} das Diagramm

vew

0

V—W
kommutiert. In der Tat folgt aus fA = Bf niamlich fA" = B"f fiir alle n € Z.
Definition 1.1.12. Sei G eine Gruppe.

1. Eine Teilmenge W C V einer Darstellung V' von G heifit eine Unterdar-
stellung, wenn W ein unter GG stabiler Untervektorraum ist, in Formeln
geG,weW = qgweW,

2. Eine Darstellung V' von G heif3t irreduzibel oder einfach, wenn sie genau
zwei Unterdarstellungen hat. Das ist gleichbedeutend dazu, da3 V' nicht der
Nullraum ist und daf3 0 und V' die einzigen Unterdarstellungen von V' sind.

Beispiele 1.1.13. Jede eindimensionale Darstellung ist irreduzibel. Unsere Dar-
stellung Ens(S?%,R) der Drehgruppe SO(3) aus 1.1.7 ist nicht irreduzibel, denn
die konstanten Funktionen oder auch die stetigen Funktionen bilden jeweils eine
echte und von Null verschiedene Unterdarstellung.

Satz 1.1.14 (Einfache Darstellungen der Kreisgruppe). Jede einfache endlich-
dimensionale stetige komplexe Darstellunge der Kreisgruppe S ist fiir genau
ein n € Z isomorph zur Darstellung (C, p,) gegeben durch p,(z) = 2" €
GL(1;C) = C* fiir alle = € S*.

1.1.15. Anders gesagt liefert also die Vorschrift n — p,, eine Bijektion

Einfache stetige endlichdimensionale
Z = < komplexe Darstellungen der Kreislinie S*,
bis auf Isomorphismus

Mit einer stetigen Darstellung (V, p) ist hier schlicht gemeint, daB p stetig sein
soll. Im Fall topologischer Vektorrdume V' unendlicher Dimension muf} die Ste-
tigkeit einer Darstellung allerdings sorgfiltiger formuliert werden.

1.1.16 (Einfache Darstellungen der ebenen Drehgruppe). Die einfachen end-
lichdimensionalen stetigen komplexen Darstellungen der Gruppe SO(2) der ebe-
nen Drehungen sind damit auch klassifiziert, denn es gibt einen, ja sogar genau
zwei stetige Gruppenisomorphismen SO(2) = S! und deren Umkehrabbildungen
sind auch stetig.



Beweis. Sei p : S' — GL(V) eine von Null verschiedene endlichdimensiona-
le komplexe Darstellung. Da die p(g) paarweise kommutieren, besitzen sie nach
[LA2] 3.2.18 einen simultanen Eigenvektor v € V\0. Die von diesem Eigen-
vektor erzeugte Gerade ist dann eine Unterdarstellung. Folglich ist jede einfache
endlichdimensionale komplexe Darstellung unserer Gruppe, wie im iibrigen je-
de einfache endlichdimensionale komplexe Darstellung einer beliebigen kommu-
tativen Gruppe, eindimensional. Folglich wird sie gegeben durch einen stetigen
Gruppenhomomorphismus S' — C*. Sein Bild muB eine kompakte Untergrup-
pe von C* sein und folglich in S* liegen. Die stetigen Gruppenhomomorphismen
St — S kennen wir aber bereits aus [AN3] 2.7.13. O

Satz 1.1.17 (Einfache Darstellungen der raumlichen Drehgruppe). Die ein-
fachen endlichdimensionalen stetigen komplexen Darstellungen der rdumlichen
Drehgruppe werden klassifiziert durch ihre Dimension. Genauer liefert die Di-
mension eine Bijektion mit den ungeraden natiirlichen Zahlen

Einfache endlichdimensionale stetige komplexe
Darstellungen der riumlichen Drehgruppe SO(3), = {1,3,5,...}
bis auf Isomorphismus

1.1.18. Anders gesagt ist also (1) die Dimension jeder einfachen endlichdimensio-
nalen stetigen komplexen Darstellung der raumlichen Drehgruppe SO(3) ungera-
de, zu jeder ungeraden natiirlichen Zahl gibt es umgekert auch (2) eine einfache
Darstellung dieser Dimension und je zwei einfache Darstellungen derselben Di-
mension sind (3) isomorph.

1.1.19. Der vorhergehende Satz gilt analog auch fiir die einfachen stetigen reellen
Darstellungen der rdumlichen Drehgruppe. Sein Beweis kann erst nach einigen
Vorbereitungen in 2.3.9 gegeben werden. Er bildet eine wesentliche Motivation
fiir die im folgenden entwickelte Theorie.

Beispiele 1.1.20. Die einfache Darstellung der Dimension 1 ist die Einsdarstel-
lung. Die einfache reelle Darstellung der Dimension 3 ist die Standarddarstellung
SO(3) — GL(3;R) alias die Einbettung als Untergruppe. Die einfache komplexe
Darstellung der Dimension 3 entsteht daraus durch das Nachschalten der offen-
sichtlichen Einbettung GL(3;R) — GL(3;C). Die einfache reelle Darstellung
der Dimension 5 kann man konstruieren als den Raum aller symmetrischen reel-
len (3 x 3)-Matrizen mit Spur Null unter der durch die Konjugation gegebenen
Operation. Es ist aber nicht ganz so leicht zu sehen, daB diese Darstellung irredu-
zibel ist.

Erginzung 1.1.21 (Eindimensionale Darstellungen der Drehgruppe). Insbe-
sondere beinhaltet der vorhergehende Satz die Behauptung, daf jeder stetige Grup-
penhomomorphismus p : SO(3) — C* konstant ist. Will man das explizit einse-
hen, kann man sich iiberlegen, da} es fiir jede Drehung r € SO(3) eine weitere
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Drehung x € SO(3) gibt mit 7—! = zrz~!. In der Tat sagt der Satz vom FuBball
[LA2] 1.4.14, daB jede Drehung r € SO(3) eine Gerade punktweise festhilt, und
als z konnen wir dann eine beliebige Drehung nehmen, die diese Gerade stabili-
siert aber nicht punktweise festhilt. Es folgt p(r)~! = p(r) alias p(r) = £1 Vr.
Da aber SO(3) wegzusammenhingend ist, etwa wieder nach dem Satz vom FuB-
ball, folgt p(r) = 1 Vr.

Ubungen

Ubung 1.1.22 (Riickzug von Darstellungen mit inneren Automorphismen).
Gegeben ein Gruppenhomomorphismus H — G konnen wir jede Darstellung V'
von G zuriickziehen zu einer Darstellung resZ V von H. Man zeige, daB wir beim
Zuriickziehen mit einem inneren Automorphismus G — G eine zur urspriingli-
chen Darstellung isomorphe Darstellung erhalten.

Ubung 1.1.23. Gegeben eine Darstellung (V, p) einer Gruppe G iiber einem Korper
k erhalten wir eine Darstellung (V*, p*) auf dem Dualraum durch die Vorschrift
p*(g9) = (p(g~1))". Sie heiBt die kontragrediente Darstellung zur Darstellung
(V, p). Man zeige, daB eine endlichdimensionale Darstellung einfach ist genau
dann, wenn die zugehorige kontragrediente Darstellung einfach ist. Man gebe ein
Beispiel fiir eine eindimensionale Darstellung, die nicht zu ihrer kontragredienten
Darstellung isomorph ist.

Ubung 1.1.24. Man zeige, dal} die Quaternionen als reeller Vektorraum eine irre-
duzible Darstellung der Gruppe {£1, +1i, +j, £k} aus [AL] 1.4.13 bilden.

Ubung 1.1.25 (Einfache reelle Darstellungen der Kreisgruppe). Jede einfache
endlichdimensionale stetige reelle Darstellunge der Kreisgruppe S! ist entweder
isomorph zur Einsdarstellung R oder fiir genau ein n € N isomorph zur reell
zweidimensionalen Darstellung (C, p,,) gegeben durch p,(z) := 2" € Autg(C)
fiir alle z € S*.

1.2 Tangentialraum und Exponentialabbildung

1.2.1 (Erinnerungen an eingebettete Mannigfaltigkeiten). Ich erinnere daran,
daB} wir die natiirliche Topologie auf einem endlichdimensionalen reellen Raum
in [AN1] ?? erklart hatten als die metrische Topologie zu einer und jeder Norm.
Ich erinnere daran, da3 wir in [AN2] 4.2.6 und [AN2] 9.7.1 vereinbart hatten,
eine Teilmenge M C X eines n-dimensionalen reellen affinen Raums X eine
glatte £-Mannigfaltigkeit zu nennen, wenn es um jeden Punkt p € M ein lokales
Kordinatensystem (U, g) von X gibt mit

MNU={z€U| gr1(z)=... = gn(x) =0}



Anders gesagt wird also M ,,lokal durch das Verschwinden der letzten & Koordi-
naten eines glatten lokalen Koordinatensystems von X beschrieben®. Eine Karte
von M erkliren wir wie in [AN2] 4.4.2 als ein Paar (W, ) mit W @ R* und
¢ : W — M offen, glatt und injektiv derart, da3 die Verkniipfung mit der Ein-
bettung ¢ o o : W — X an jeder Stelle injektives Differential hat. Ich erinnere an
den Tangentialraum T, M C X an eine eingebettete Mannigfaltigkeit M/ in einem
Punkt p € M aus [AN2] 4.2.7, den wir definiert hatten als die Menge aller Ge-
schwindigkeitsvektoren bei p von stetig differenzierbaren Wegen durch p in M.
Insbesondere haben wir im Fall M @ X einer offenen Teilmenge T,M = X fiir
allep € M.

1.2.2 (Tangentialriume von Mannigfaltigkeiten in Vektorriumen). Im Fall
einer Untermannigfaltigkeit A/ C V eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums V' erinnere ich zusitzlich an unsere kanonische Identifikation

trans: V =V

zwischen dem zugrundeliegenden Vektorraum und dem Richtungsraum des zu-
gehorigen affinen Raums aus [LA1] 3.1.8 durch trans : v — (v+), die derart
kanonisch ist, da3 wir sie in Sprache und Notation oft so behandeln, als seien
diese beiden Vektorrdume schlicht gleich. Im Fall einer offenen Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums M @ V' haben wir in dieser Konventi-
on dann T,M = V. Im Fall der Zahlengeraden machen wir aber doch gerne den

Unterschied und schreiben § = trans(1) € .

Satz 1.2.3 (Untergruppen als Untermannigfaltigkeiten). Jede abgeschlosse-
ne Untergruppe der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen
Vektorraums ist eine glatte Untermannigfaltigkeit im Raum aller Endomorphis-
men unseres Vektorraums.

1.2.4. Bezeichne V' unseren endlichdimensionalen reellen Vektorraum. Man be-
achte, dall wir von unserer Gruppe G @& Aut V keineswegs fordern, dal3 sie abge-
schlossen sein soll im endlichdimensionalen Vektorraum End V. Ausgeschrieben
fordern wir vielmehr nur fiir jede Folge in G, die beziiglich irgendeiner Norm auf
End V' gegen einen Punkt von Aut V' konvergiert, dal dann auch dieser Punkt
bereits in G liegen soll. Eine abgeschlossene Untergruppe der Automorphismen-
gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums nennen wir eine Matrix-
Liegruppe.

Beispiele 1.2.5. Typische Beispiele fiir Matrixliegruppen sind die allgemeinen li-
nearen Gruppen GL(n;R) = AutR", GL(n;C) C Autg C" und GL(n;H) C
Autg H” fiir den Schiefkorper H der Quaternionen aus [LA1] 5.6.4; die Grup-
pen SL(n;R) € Aut R™ und SL(n;C) C Aut C" aller reellen beziehungsweise



komplexen Matrizen mit Determinante Eins; die Gruppen O(n) C AutR" und
U(n) C Aut C" aller orthogonalen beziehungsweise unitiren Matrizen und darin
die Untergruppen SO(n) und SU(n) aller Matrizen mit Determinante Eins; die
Gruppen aller invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen, aller oberen Dreiecksma-
trizen mit Einsen auf der Diagonalen, oder aller reellen oder komplexen Diago-
nalmatrizen, jeweils zu einer fest vorgegebenen Zahl von Zeilen und Spalten.

Vorschau 1.2.6. Eine ,,Liegruppe‘ oder ausfiihrlicher und gleichbedeutend ,,ab-
strakten Liegruppe‘ erkldren wir in 3.2.19 ganz allgemein eine ,,glatte Mannigfal-
tigkeit G mit einer Gruppenstruktur derart, dal die Multiplikation G x G — G,
(z,y) — xy und die Inversenbildung G — G, z — 2! beide glatt sind. Die
Terminologie erinnert an den Begriinder der Theorie, den norwegischen Mathe-
matiker Sophus Lie (1842-1899). Hierbei verstehen wir unter Mannigfaltigkeiten
nicht nur eingebettete Mannigfaltigkeiten, sondern allgemeiner abstrakte Man-
nigfaltigkeiten, wie wir sie in 3.2.1 diskutieren. Wir werden dort sehen, wie sich
unsere Argumente in diesem Rahmen verallgemeinern lassen. Insbesondere wird
es sich erweisen, da} jede Matrixliegruppe mit ihrer ,,induzierten Struktur als Ma-
nigfaltigkeit* auch eine Liegruppe ist.

1.2.7. Wir zeigen obigen Satz 1.2.3 zusammen mit einer genaueren Aussage, die
wir im folgenden formulieren. Dazu erinnern wir daran, daf3 wir in [AN1] ?? fiir
jeden endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' die Exponentialabbildung

exp: EndV — AutV
X = D XY

eingefiihrt hatten. Sie ist eine glatte Abbildung nach [AN2] ?? und ihr Differential
am Ursprung ist die Identitdt nach [AN2] 2.3.26.

Definition 1.2.8. Eine Abbildung von einer Untermannigfaltigkeit eines endlich-
dimensionalen reellen Raums in einen endlichdimensionalen reellen Raum heif3t
glatt, wenn die daraus durch Vorschalten einer beliebigen Karte unserer Unter-
mannigfaltigkeit entstehende Abbildung glatt ist im Sinne von [AN2] 9.5.8.

Definition 1.2.9. Eine Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten endlichdi-
mensionaler reeller Raume hei3t glatt, wenn ihre Verkniipfung mit der Einbettung
der zweiten Untermannigfaltigkeit glatt ist im Sinne von 1.2.8. Ein Diffeomor-
phismus von glatten Untermannigfaltigkeiten ist eine glatte bijektive Abbildung
mit glatter Umkehrabbildung.

1.2.10. Den Tangentialraum an eine Matrixliegruppe im neutralen Element nen-
nen wir den Einstangentialraum.

Satz 1.2.11 (Tangentialraum und Exponentialabbildung). Gegeben eine Ma-
trixliegruppe G @ GL(V) gilt:
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Der besseren Anschaulichkeit halber habe ich hier den Einstangentialraum
T,S! = iR an die Kreislinie dargestellt als den ,,zum FuBpunkt 1 verschobenen‘
affinen Raum 1 + T, S' C C. Die kleinen Pfeile deuten die
Exponentialabbildung an, genauer die Abbildung 1 + ia — expia.

11



1. Der Einstangentialraum T.G C Richt(End V') unserer Matrixliegruppe
entspricht unter trans : EndV = Richt(End V') der Vereinigung aller
Ursprungsgeraden des Endomorphismenraums, die unter der Exponential-
abbildung in unserer Matrixliegruppe G landen;

2. Die Verkniipfung exp otrans—' : T.G — G liefert einen Diffeomorphismus
im Sinne von 1.2.9 zwischen einer offenen Umgebung der Null im Eins-
tangentialraum TG und einer offenen Umgebung des neutralen Elements

e € (.

Beispiel 1.2.12. Der Satz gilt a forteriori auch fiir jeden endlichdimensionalen
komplexen oder quaternionalen Vektorraum und kann am Beispiel der Kreisgrup-
pe S C C* besonders gut veranschaulicht werden: In diesem Fall haben wir
TSt = trans(iR).

Beweis von 1.2.3 und 1.2.11. Wir zeigen zunéchst, dal die Menge
g:={X € EndV |exp(RX) C G}

ein Untervektorraum des Endomorphismenraums ist. Nach dem Umkehrsatz der
Analysis [AN2] 4.1.2 definiert ja die Exponentialabbildung EndV — AutV
einen Diffeomorphismus zwischen einer offenen Umgebung A @ End V' der Null
und einer offenen Umgebung B @ Aut V' der Identitit. Jetzt brauchen wir eine
Formel, die ich als eigenstindiges Lemma formuliere.

Lemma 1.2.13 (Produktformel von Trotter). Ist V' ein endlichdimensionaler
reeller Vektorraum, so gilt fiir alle X,Y € EndV die Formel

exp(X +Y) = limy, o <eXp (%) b (%))n

Erginzung 1.2.14. Das verallgemeinert sich mit demselben Beweis auf den Fall
eines beliebigen Banachraums V', wenn wir statt End V' nur den Teilraum der
stetigen Endomorphismen B(1) betrachten und statt Aut V' die Gruppe B(V')*
der Einheiten dieses Rings.

Beweis. Fiir kleine t € R gilt sicher
exp(tX)exp(tY) = exp(Z(t))
fir eine wohldefinierte glatte Kurve Z : (—¢,¢) — End V. Ein Vergleich der
Differentiale zeigt Z(0) = X + Y und folglich Z(¢t) = t(X +Y) + tn(¢) fir n
stetig bei Null mit Funktionswert Null. So ergibt sich
(exp(5)exp(3))" = exp (Z(;))"
= exp (nZ(2))
= exp (X +Y + 77(%))



und das strebt fiir n — oo offensichtlich gegen exp(X + Y'). N

Unsere Menge g aller X € End V mit exp(RX) C G vom Beginn des Beweises
ist nun sicher fiir jede Untergruppe G stabil unter der Multiplikation mit reellen
Zahlen, und nach der Produktformel von Trotter 1.2.13 gilt im Fall einer abge-
schlossenen Untergruppe G auch X|Y € ¢ = (X +Y) € g. Damit ist die
Menge g in der Tat ein Untervektorraum von End V. Wir wihlen nun zu diesem
Untervektorraum ein Komplement ¢, also EndV = g & t, und betrachten die
Abbildung
Y: EndV — AwtV
X+Y — (expX)(expY)

fiir alle X € g, Y € t. Offensichtlich ist 1)~!(G) stabil unter der Addition von
Vektoren aus g. Weiter hat 1 bijektives Differential bei Null und induziert folglich
nach dem Umkehrsatz [AN2] 4.1.2 oder besser seiner glatten Variante [AN2] 2?
einen Diffeomorphismus ¢ : A = B zwischen geeigneten offenen Umgebun-
gen der Null in End V' beziehungsweise der Identitét in Aut V. Wenn wir zeigen
konnen, daB ¢ fiir hinreichend kleine A und B sogar eine Bijektion

v:ANg=>BNG

induziert, so liefert die Umkehrabbildung von v eine Plédttung im Sinne von [AN2]
4.2.6 der Gruppe G um das neutrale Element. Die Umkehrabbildung von (g-) o ¢
liefert dann auch eine Pldttung um ein beliebiges Element ¢ € G und 1.2.3 ist
bewiesen und 1.2.11 folgt aus dem Beweis gleich auch noch mit. Also miissen wir
nur noch die behauptete Eigenschaft von 1 zeigen. Da 1)1 (G) stabil ist unter der
Addition von Vektoren aus g, reicht es zu zeigen, daf} die Null ein offener Punkt
von ¢~ 1(G) N tist, daB es also eine Umgebung der Null in t gibt, die {71 (G)
nur in Null trifft. Nun ist aber ¢»~(G) N t sicher stabil unter der Multiplikation
mit ganzen Zahlen. Wire auBerdem die Null ein Haufungspunkt von )~ 1(G) N t,
so fdnden wir nach dem anschlieBenden technischen Lemma 1.2.15 ein von Null
verschiedenes X € t mit RX C ¢~'(G)Ntim Widerspruch zu unserer Annahme
tNng=0. [

Lemma 1.2.15. Ist eine abgeschlossene Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums stabil unter der Multiplikation mit allen ganzen Zahlen und
ist der Ursprung ein Hdufungspunkt unserer Teilmenge, so enthdlt unsere Teil-
menge eine Gerade durch den Ursprung.

Beweis. Sei M unser endlichdimensionaler R-Vektorraum und C' C M unsere
abgeschlossene Teilmenge. Wir wihlen eine Norm | | auf M. Nach unseren An-
nahmen finden wir eine Nullfolge ¢, in C'\0. Bezeichnet 3, die kleinste ganze
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Die g-Linie zusammen mit den parallelen gestrichelten Linien stellen die unter
Addition mit Vektoren aus g stabile Menge v~ (G) dar.
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Zahl iiber 1/|c,|, so haben wir offensichtlich lim,,_,, |5,¢,| = 1 und nach Heine-
Borel besitzt die Folge (,,¢, eine konvergente Teilfolge. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf3 sie bereits selbst konvergiert, sagen wir
gegen ein d € C, in Formeln lim,,_,, 8,¢, = d. Sicher gilt dann |d| = 1. Ist
weiter ¢ € R beliebig, so gibt es wegen lim,, ., 8, = oo eine Folge von ganzen
Zahlen vy, mit lim,,_, ¥,/8, = t und folglich

Da (' abgeschlossen ist, folgt Rd C C'. [

Beispiel 1.2.16 (Einstangentialraum an GL(n) und SL(n)). Wir verwenden hier
unsere Konvention 1.2.2 und identifizieren also stillschweigend jeden Vektorraum
mit dem Richtungsraum des zugehdorigen affinen Raums. Der Einstangentialraum
an GL(n;C) ist dann Mat(n; C). Der Einstangentialraum an SL(n;R) ist die
Menge sl(n;R) aller (n x n)-Matrizen mit Spur Null. In der Tat beachte man
die Formel

det(exp A) = exp(tr A)

Sie ist fiir komplexe obere Dreiecksmatrizen offensichtlich und folgt fiir beliebi-
ge komplexe Matrizen mit dem Satz iiber die Trigonalisierbarkeit [LA1] 6.6.11
daraus, daf3 beide Seiten konstant sind auf Konjugationsklassen, daf} also beide
Seiten fiir alle Matrizen A und alle invertierbaren Matrizen B auf A und BAB™!
denseben Wert annehmen. Diese Formel zeigt, daB s[(n; R) unter der Exponenti-
alabbildung in SL(n; R) landet, und daraus folgt bereits sl(n; R) C T, SL(n;R).
Andererseits umfat SL(n; R) keine Umgebung der Einheitsmatrix in GL(n; R),
und daraus folgt T, SL(n;R) # Mat(n;R). Beides zusammen zeigt dann die
Gleichheit sl(n; R) = T. SL(n; R). Ein besseres Argument liefert spiter 1.4.20.

Beispiel 1.2.17 (Einstangentialraum orthogonaler Gruppen). Der Einstangen-
tialraum der Gruppe O(n) = {A € GL(n;R) | AAT = I} ist der Raum der
schiefsymmetrischen Matrizen

T;0(n) = {X € Mat(n;R) | X + X" =0}

Um das zu sehen, verwenden wir die exponentielle Beschreibung 1.2.11. In der
Tat folgt aus X + X" = 0 sofort I = exp(tX +tX ") = exp(tX)exp(tX ") =
exp(tX)exp(tX)" fiir alle t € R, und umgekehrt folgt fiir X € Mat(n;R) aus
exp(tX)exp(tX)" = I fiir alle t € R durch Bilden der Ableitung nach ¢ bei
t = 0 auch sofort X + X " = 0. Die Bestimmung des Tangentialraums liefert fiir
die Dimension der orthogonalen Gruppen die Formel dim O(n) = n(n — 1) /2.

1.2.18. Ein topologischer Raum heif3t zusammenhingend, wenn er nicht leer ist
und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren offenen Teilmengen
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IMlustration zum Beweis von 1.2.15. Die Kreislinie stellt den Einheitskreis dar,
die Kreuzchen, Kringelchen und Punkte die ersten Folgenglieder ¢y, ¢1, co und
ihre Vielfachen.
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schreiben laBt. Wir werden diese Eigenschaft in [TM] 1.3.3 ausfiihrlich diskutie-
ren. Aus [TM] 1.3.15 wird folgen, dal eine Matrixliegruppe genau dann zusam-

menhéngend ist, wenn sie wegzusammenhéngend ist im Sinne unserer Definition
[AN2] 8.5.1.

Beispiel 1.2.19 (Komponenten orthogonaler Gruppen). Die spezielle orthogo-
nale Gruppe SO(n) C O(n) ist nach [AN2] 8.5.19 zusammenhingend und als
Urbild von 1 unter det auch abgeschlossen. Da ihr Komplement als Urbild von
(—1) unter det ebenfalls abgeschlossenen ist, und da dies Komplement dariiber
hinaus auch zusammenhingend, ja sogar homdomorph zu SO(n) ist, erhalten wir
damit eine Darstellung von O(n) als eine disjunkte Vereinigung von zwei offenen
zusammenhingenden Teilmengen.

Proposition 1.2.20. Eine zusammenhdngende Matrixliegruppe wird von jeder
Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt.

Vorschau 1.2.21. In [TM] 2.1.10 zeigen wir dieselbe Aussage allgemeiner fiir
beliebige topologische Gruppen.

Beweis. Die von einer Umgebung U des neutralen Elements erzeugte Untergrup-
pe H C G ist offen in unserer Gruppe G, da fiir jedes h € H auch seine Umge-
bung AU in H enthalten ist. Dann sind auch alle Linksnebenklassen H g unserer
Untergruppe offen in G. Als Bahnen der Linksoperation von H auf G sind sie aber
paarweise disjunkt, und fiir G zusammenhingend folgt dann aus [TM] 1.3.15 be-
reits, dal es nur eine einzige Linksnebenklasse geben kann, also H = G. O]

Korollar 1.2.22 (Einstangentialraum bestimmt Einskomponente). Haben zwei
zusammenhdngende abgeschlossene Untergruppen der Automorphismengruppe
eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums denselben Einstangentialraum,
so stimmen sie iiberein.

Beweis. Nach Lemma 1.2.20 wird eine zusammenhingende Matrixliegruppe von
jeder Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt. Wegen 1.2.11 umfaft das Bild
der Exponentialabbildung stets eine Umgebung des neutralen Elements, folglich
wird eine zusammenhingende Matrixliegruppe stets vom Bild ihres Einstangenti-
alraums unter der Exponentialabbildung erzeugt. 0

Beispiel 1.2.23 (Einstangentialraum orthogonaler Gruppen, Variante). Sind
V, W endlichdimensionale reelle Vektorrdaume und ist w : V' x V' — W bilinear
und G C GL(V) die Gruppe aller g mit w(gv, gu) = w(v,u) fir alle v,u € V,
so besteht T.G C End(V') genau aus allen Endomorphismen X mit w(Xv, u) +
w(v, Xu) = 0 fiir alle v, u € V. Das will ich nun einmal beispielhaft ausarbeiten.
Gegeben X mit w(exp(tX)v,exp(tX)u) = w(v,u) fir alle ¢,u, v erhalten wir
durch Ableiten beider Seiten nach ¢ bei t = 0 bereits w(Xv, u) + w(v, Xu) = 0.
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Hier verwenden wir die Kettenregel fiir Differentiale [AN2] 2.4.2 und die Formel
fiir das Differential einer bilinearen Abbildung [AN2] 2.6.5. Umgekehrt finden
wir exp(X ® id +1d ® X)) = exp(X) ® exp(X) mit der Formel [AN1] 7.2.4 und
damit folgt leicht die Gegenrichtung.

Ubungen

Ubung 1.2.24 (Zusammenhangskomponenten von Matrixliegruppen). Gege-
ben eine Matrixliegruppe G ist ihre Einskomponente alias Zusammenhangskom-
ponente des neutralen Elements offen und abgeschlossen in G und insbesondere
selbst eine Matrixliegruppe derselben Dimension wie G.

Ergiinzende Ubung 1.2.25. Man folgere direkt aus 1.2.15, daB jede zusammen-
hingende abgeschlossene Untergruppe eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums ein Untervektorraum ist. Hinweis: Vollstdndige Induktion.

Ubung 1.2.26 (Einstangentialraum an U(n)). Der Einstangentialraum der Grup-
pe U(n) = {A € GL(n;C) | AAT = I} der unitiren Matrizen ist der Raum der
schiethermiteschen Matrizen

T;U(n) = {X € Mat(n;C) | X + X" =0}

Hinweis: Es geht auch noch allgemeiner, vergleiche 1.2.23.

Ubung 1.2.27. Ich erinnere an das Kreuzprodukt auf einem dreidimensionalen ori-
entierten reellen Skalarproduktraum [LLA2] 1.9.1. Gegeben ein dreidimensionaler
Skalarproduktraum V' liefert mit dieser Begriffsbildung die Wahl einer Orientie-
rung einen Vektorraumisomorphismus

Der Automorphismus exp(#'x ) bedeutet geometrisch eine Drehung um die Achse
R¢ mit Winkel ||7/]| im BogenmaB. Ist genauer B = (¥, U2, U3) eine orientierte
Orthonormalbasis von V', so zeige man fiir die Matrix exp(t¢7 X ) in dieser Basis

die Formel
1 0 0

Blexp(ttix)]; = [0 cost —sint
0 sint cost
Ubung 1.2.28 (Beispiel fiir eine bijektive Exponentialabbildung). Man zeige,
daf} die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen

mit Einsen auf der Diagonale ein Diffeomorphismus ist. Hinweis: Die Logarith-
musreihe liefert eine inverse Abbildung.
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Ubung 1.2.29 (Beispiel fiir eine bijektive Exponentialabbildung). Man zeige,
daf} die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller reellen invertierbaren obe-
ren Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleintridgen ein Diffeomorphismus ist.
Hinweis: Jordan-Zerlegung und 1.2.28 und Funktionalgleichung der Exponential-
funktion.

Ubung 1.2.30 (Beispiel fiir eine surjektive Exponentialabbildung). Man zeige,
daB3 die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller komplexen invertierba-
ren oberen Dreiecksmatrizen eine Surjektion ist. Hinweis: Jordanzerlegung und
1.2.28. Man folgere, daf die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller kom-
plexen invertierbaren Matrizen eine Surjektion ist.

Ubung 1.2.31 (Beispiel fiir eine nicht surjektive Exponentialabbildung). Ist
xr = x5 + x, die additive Jordanzerlegung einer Matrix € Mat(n;R) oder x €
Mat(n; C), so ist expz = (exp xs)(exp z,) die multiplikative Jordanzerlegung
von exp z. Man folgere, daB der (2 x 2)-Jordanblock zum Eigenwert —1 nicht
zum Bild von exp : Mat(2; R) — GL(2;R) gehoren kann, obwohl er durchaus
zur Zusammenhangskomponente der Einheitsmatrix gehort.

Ubung 1.2.32. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V und ein
Vektor v € V hat die Matrixliegruppe G := {g € AutV | gv = v} den Einstan-
gentialraum T.G = {x € End V' | zv = 0}. Des weiteren hat die Matrixliegruppe
G = {g € AwtV | gv € Ru} den Einstangentialraum T.G = {z € EndV |
v € Rou}.

Ubung 1.2.33. Man zeige, daB das Zentrum der orthogonalen Gruppe O(n) aus
der Einheitsmatrix und ihrem Negativen besteht, in Formeln Z(O(n)) = {£I}.
Hinweis: Kommutieren mit diag(—1,1...,1) bedeutet, die Gerade Re; zu sta-
bilisieren. Man zeige, dal} fiir das Zentrum der speziellen orthogonalen Gruppe
SO(n) gilt Z(SO(n)) = {1} fir n ungerade, Z(SO(n)) = {£I} fir n > 4 gerade
und Z(SO(2)) = SO(2).

1.3 Liealgebren von Matrixliegruppen

1.3.1. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Im Lichte von 1.2.22
stellt sich die Frage, welche reellen Untervektorrdume in End V' die Einstangenti-
alrdaume abgeschlossener Untergruppen von Aut V' sind. Eine notwendige Bedin-
gung liefert der folgende Satz.

Satz 1.3.2 (Stabilitit des Einstangentialraums unter dem Kommutator). Fiir
Jede abgeschlossene Untergruppe G @ Aut'V der Automorphismengruppe eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums V' ist ihr Einstangentialraum T.G C
End V' stabil unter dem Bilden des Kommutators. Mit X und Y gehort also in
Formeln auch XY - Y X zu T .G.
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Beweis. Fiir jedes g € Aut V betrachten wir die lineare Abbildung

inty: EndV — EndV
T = grg!

Ihr Differential bei der Einheitsmatrix notieren wir Ad,. Da int, linear ist, wird
Ad, durch dieselbe Formel gegeben wie int,. Unter der zusitzlichen Vorausset-
zung g € G stabilisiert int, die Menge G und induziert folglich eine Abbildung

Ad,: T.G — T.G
X = ng_1

Insbesondere verlduft fiir alle Y € T.G die Kurve ¢ — exp(tY)X exp(—tY)
ganz in T.G. Damit liegt auch ihr Geschwindigkeitsvektor bei ¢t = 0 in T.G, und
der ist nach der Produktregel gerade der Kommutator Y X — XY 0

1.3.3. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und G @& Aut V' eine
Matrixliegruppe. Natiirlich ist unsere Abbildung g — int, aus dem vorhergehen-
den Beweis eine Darstellung Aut V' — GL(End V') und liefert damit auch eine
Darstellung G — GL(End V). Unsere Erkenntnisse aus dem Beweis lassen sich
dann auch dahingeghend formulieren, daf fiir diese Darstellung von G der Teil-
raum T.G C End V eine Unterdarstellung ist. Diese Unterdarstellung

Ad: G — GL(T.G)

heiflt die adjungierte Darstellung unserer Matrixliegruppe G und daher riihrt die
Notation Ad. Wir werden diese Konstruktion in 4.1 in einer groBeren Allgemein-
heit noch ausfiihrlich besprechen. Der Kommutator wird oft notiert in der Form

XY —YX =[X,Y]

und heiBt auch die Lie-Klammer.

1.3.4. Einen Vektorraum A iiber einem Korper k£ mit einer k-bilinearen Verk-
niipfung A x A — A bezeichnet man ganz allgemein als eine k-Algebra, verglei-
che [LA2] 7.9.1. Gegeben eine Matrixliegruppe G wird demnach der Einstangen-
tialraum T.G mit der Verkniipfung (X,Y") — [X, Y] eine R-Algebra. Sie heift
die Lie-Algebra von G. Wir notieren sie

LieG :=T.G

Vorschau 1.3.5. Unter einer partiellen Matrixliegruppe verstehen wir eine Un-
termannigfaltigkeit A/ C Aut(V') der Automorphismengruppe eines endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraums derart, da3 (1) die Identitdt zu M gehort und
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daB es (2) eine Umgebung U der Identitit gibt mit den Eigenschaften (UNM)(UN
M) C Mund (UNM)~' C M. Jede offene Umgebung der Identitiit in einer par-
tiellen Matrixliegruppe ist natiirlich auch ihrerseits eine partielle Matrixliegruppe.
Wir nennen zwei partielle Matrixliegruppen édquivalent, wenn es eine Umgebung
der Identitit gibt, die mit beiden denselben Schnitt hat. Eine Aquivalenzklasse
unter dieser Aquivalenzrelation nennen wir einen Matrixliegruppenkeim. Das
Bilden des Tangentialraums beim neutralen Element liefert nun eine Bijektion

Matrixliegruppenkeime N Unterliealgebren
in Aut(V) von End(V)

Die inverse Abbildung ordnet dabei jeder Unterliealgebra g C End(V') den Ma-
trixliegruppenkeim zu, der durch das Bild hinreichend kleiner offener Umgebun-
gen der Null in g unter der Exponentialabbildung représentiert wird. Wir zeigen
das erst in 4.3.5, es folgt aus dem sogenannten ,,Frobenius-Theorem* 4.3.3.

1.3.6. Unter einer Lie-Algebra iiber einem Korper £ versteht man eine k-Alge-
bra g, deren Verkniipfung in diesem Zusammenhang meist (z,y) — [z, y] notiert
wird, derart daf} gilt:

l. [z,2] =0 Vzeg;

2. [z,[y, 2] + [z [2,9]] + [y, [2,2]] =0 Vz,y,z€q.

Die zweite Forderung heif3t die Jacobi-Identitiit. Dal3 in unseren Algebren Lie G =
T zu Matrixliegruppen diese Formeln gelten, rechnet man miihelos nach. Daf3
gerade diese Formeln einen mit der Theorie der Liegruppen aufs engste verwobe-
nen Typ von Algebra definieren, erkennt man mit der vorhergehenden Bemerkung
in Anbetracht des Satzes von Ado, nach dem sich jede endlichdimensionale kom-
plexe Liealgebra als Unterliealgebra in die Algebra End (V') der Endomorphismen
eines endlichdimensionalen Vektorraums einbetten 14Bt. A forteriori gilt das dann
auch fiir jede endlichimensionale reelle Liealgebra.

Beispiel 1.3.7 (Anschauung fiir die Liealgebra der Drehgruppe). Man kann die
Lieklammer auf der Liealgebra einer Matrixliegruppe auch symmetrischer verste-
hen mithilfe der Formel

1

[A, B] = %in% ) (exp(tA) exp(tB) — exp(tB) exp(tA))
_>

die man leicht iiber die Taylorentwicklung nachrechnet. Beachtet man, daf} ¢t —

exp(t.X) ein und nach 1.4.5 sogar der einzige differenzierbare Gruppenhomomor-

phismus R — G mit Geschwindigkeitsvektor X beim neutralen Element ist, so
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Dieses Bild soll die zur Formel von eben dquivalente Formel
1
[A, B] = 111% 2 (exp(—tA) exp(—tB)exp(tA) exp(tB) — I)
—

anschaulich machen im Fall der in 1.3.7 behandelten Drehgruppe fiir B = E}
und A = F,. Die x-Achse kommt darin senkrecht aus dem Papier, und das Bild
zeigt, wie ein Punkt auf der x-Achse ,,in der Hohe 1 oberhalb der Papierebene*
sich bewegt, wenn wir erst ein bilchen um die x-Achse drehen—dabei bleibt er

fest—dann dasselbe bilchen um die y-Achse, dann um die z-Achse in der
Gegenrichtung und schlieBlich um die y-Achse in der Gegenrichtung, jeweils um
denselben kleinen Winkel, im Bild etwa 1/2 im BogenmaB. Machen wir diesen
Winkel kleiner, so werden die Effekte des Drehens um die y-Achse in der
Aufsicht in etwa linear kleiner, genauer hat der erste vertikale Pfeil die Lange
sin t, aber der Effekt des Drehens um die z-Achse wird quadratisch kleiner,
genauer hat der krumme eher horizontale Pfeil die Lénge ¢ sin ¢. Ich finde, man
sieht ganz gut, da} die Differenz von Ausgangs- und Endpunkt unseres
Pfeilweges gegen eine quadratisch kleine Drehung um die z-Achse strebt, wie es
auch unsere Formel [E;, E] = E3 vorhersagt.
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kann man diese Formel dahingehend interpretieren, daf} die Lieklammer mif}t, in-
wieweit zwei ,infinitesimale Elemente* unserer Gruppe kommutieren. Zum Bei-
spiel ergibt sich die Liealgebra der Drehgruppe SO(3) mit 1.2.17 als die Lieal-
gebra so(3; R) aller reellen schiefymmetrischen (3 x 3)-Matrizen. Als Basis mag
man die drei Matrizen

00 O 0 0 1 0 -1 0
B, = oo -1], B =110 00|, B = (1 0 0
01 0 ~10 0 0 0 0

wihlen. Deren Kommutatoren werden gegeben durch die leicht zu verifizierenden
Formeln [E, Es] = Es, [F», E3] = E; und [E3, F1] = E5. Nun beschreibt

1 0 0
exp(tEy) = [0 cost —sint
0 sint cost

eine Drehung um die z-Achse mit Winkel ¢ und exp(tE>), exp(tE3) bedeuten
dhnlich Drehungen um die y-Achse beziehungsweise die z-Achse. Um die Lie-
klammer anschaulich zu interpetieren gilt es damit einzusehen, dal} ,,ein kleines
bilchen Drehen um die z-Achse gefolgt von einem kleinen bilchen Drehen um
die y-Achse sich vom Effekt derselben Operationen in der umgekehrten Reihen-
folge unterscheidet um ein quadratisch kleines bilchen Drehen um die z-Achse,
bis auf einen kubisch kleinen Fehler*. Diese Aussage scheint mir der Anschauung
durchaus zugénglich zu sein. Man bemerke auch, dal e; — FE; einen Vektorrau-
misomorphismus ¢ : R® 5 s0(3;R) definiert, unter dem das Kreuzprodukt der
Lieklammer entspricht. Es ist eine gute Ubung zu zeigen, daB mit dieser Notation
exp((v)) die Matrix einer Drehung mit Drehachse Rv und Drehwinkel ||v|| ist.

Definition 1.3.8. Eine Unteralgebra einer Algebra ist ein unter der Verkniipfung
stabiler Untervektorraum. Ein Algebrenhomomorphismus ist eine lineare Abbil-
dung, die mit den jeweiligen Verkniipfungen vertriglich ist.

1.3.9. Gegeben ein Korper £ und ein k-Vektorraum V' wird End V' eine Lieal-
gebra mit der Verkniipfung [X,Y] = XY — Y X. Man notiert diese Liealgebra
meist gl(V'). Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' ist im all-
gemeinen keineswegs jede reelle Unterliealgebra g C gl(V') der Tangentialraum
im neutralen Element einer Matrixliegruppe G & GL(V). Das Problem ist, da
die vom Bild der Exponentialabbildung erzeugte Untergruppe keineswegs abge-
schlossen zu sein braucht, wie zum Beispiel der Fall g = R diag(i, i) C End C?
fiir irrationales reelles « zeigt. Es gibt aber auf der fraglichen Untergruppe, auch
wenn sie in GL(V') nicht abgeschlossen ist, stets genau eine Struktur von glat-
ter Mannigfaltigkeit im Sinne von 3.2.7 derart, daf3 die Einbettung differenzierbar
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ist und ihr Tangential den Tangentialraum unserer Mannigfaltigkeit mit g identifi-
ziert. Mehr dazu lernt man in der Differentialgeometrie.

1.3.10 (Liealgebren von Schnitten). Aus 1.2.11 folgt fiir abgeschlossene Unter-
gruppen der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums G, H @& Aut V' die Formel

Lie(GN H) = (LieG) N (Lie H)
Allgemeiner gilt fiir eine beliegige Familie (G};);c; von abgeschlossenen Unter-

gruppen auch
Lie( |G = [ |LieG;
i€l i€l
Diese Bemerkung hitte auch schon direkt im Anschluf3 an 1.2.11 stehen konnen.
Ich habe sie nur deshalb hierher verschoben, um sie bereits mit der Bezeichnung
Lie G statt T .G formulieren zu konnen. Mit 3.6.23 wird in 3.6.23 dasselbe auch
fiir abgeschlossene Untergruppen einer abstrakten Liegruppe folgen.

Ubungen

Ubung 1.3.11. Ist A eine endlichdimensionale R-Algebra und G := Algy (A) C
GL(A) ihre Automorphismengruppe, so besteht Lie G C End(A) genau aus allen
Derivationen von A, als da heif3t, aus allen R-linearen Abbildungen d : A — A
mit der Eigenschaft d(ab) = (da)b + a(db) fiir alle a,b € A. Wir bezeichnen
diesen Raum mit Derg(A) und haben also in Formeln

Lie(Algg (A)) = Derg(A)
Man zeige auch, daB fiir eine endlichdimensionale C-Algebra analog gilt
Lie(Algg (A)) = Derc(A)

Ubung 1.3.12. Ist G eine Matrixliegruppe und N @& G ein abgeschlossener Nor-
malteiler, so gilt fiir alle X € Lie G und Y € Lie N sogar [X,Y] € Lie N. In der
in [HL] 1.4.3 eingefiihrten Terminologie ist also die Liealgebra eines Normaltei-
lers stets ein Ideal.

Ergiinzende Ubung 1.3.13. Man zeige, daB jeder echte abgeschlossene Normaltei-
ler der Drehgruppe SO(3) trivial ist. Hinweis: 1.3.12 zeigt, daf unser Normalteiler
diskret sein muB, und [TM] 2.1.21 zeigt weiter, dal er im Zentrum von SO(3) lie-
gen mub.

Ubung 1.3.14. Man zeige, daB jede abgeschlossene Untergruppe von O(3) konju-
giert ist zu genau einer Untergruppe der folgenden Liste:
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1. Ein endliche Untergruppe, wie sie in [LA2] 5.4.25 klassifiziert wurden;
2. Eine der Untergruppen O(3) und SO(3);
3. Eine der Gruppen {£1} x O(2) oder {£1} x SO(2) von Blockmatrizen.

Ubung 1.3.15. Fiir jede Liealgebra L und jedes Element x € L ist adx eine
Derivation von L und ad(L) C Dery, L ist ein Ideal. Genauer gilt sogar [0, ad x] =
ad(éx) V6 € Dery L, x € L.

1.4 Homomorphismen von Matrixliegruppen

Satz 1.4.1 (Gruppenwege in C*). Jeder stetige Gruppenhomomorphismus o :
R — C* hat die Gestalt p(t) = exp(at) fiir genau ein a € C.

1.4.2. Die stetigen Gruppenwege in der Kreisgruppe haben wir bereits in [AN1]
4.5.8 bestimmt. Die Argumentation hier ist im wesentlichen dieselbe.

Beweis. Die Eindeutigkeit von a folgt aus ¢'(0) = a. Nur die Existenz von a ist
also noch zu zeigen. Die offene Halbebene H := {z € C | Re(z) > 0} hat die
Eigenschaft, daB es fiir jedes z € H genau ein w € H gibt mit w? = z. Gegeben
ein stetiger Gruppenhomomorphismus ¢ : R — C* finden wir nun sicher erst ein
e > 0 mit ¢([—¢,¢]) C H und dann ein b € U mit ¢(e) = exp(b). Es folgt

©(/2) = \/exp(b) = exp(b/2)

und induktiv ¢(£/2") = exp(b/2") fiir alle n € N und dann sogar ¢(me/2") =
exp(mb/2") fir alle n € N und m € Z. Setzen wir a = b/e, so gilt mithin
©(t) = exp(at) fiir alle reellen Zahlen ¢ der Gestalt t = me/2" mit n € N und
m € Z. Da beide Seiten stetig sind, gilt das dann auch fiir alle ¢ € R. 0

Satz 1.4.3 (Gruppenwege in GL(V)). Ist V ein endlichdimensionaler reeller
oder auch komplexer Vektorraum, so ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus
¢ : R — GL(V) von der Gestalt p(t) = exp(tA) fiir genau ein A € End V.

1.4.4. Die stetigen Gruppenhomomorphismen ¢ : R — C* haben wir gerade
eben bestimmt. Die Argumentation hier ist im wesentlichen dieselbe.

Beweis. Die Eindeutigkeit von A folgt aus ¢’(0) = A. Nur die Existenz von A ist
also noch zu zeigen. Nach dem Umkehrsatz [AN2] 4.1.2 gibt es in End V' eine of-
fene Umgebung U @ End V' des Ursprungs, die unter exp homéomorph auf eine
offene Teilmenge W @ GL(V') der Identitit abgebildet wird. Wir diirfen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit U konvex annehmen. Das Bild H := exp((1/2)U)
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Das Bild eines stetigen Gruppenhomomorphismus R — C* hat im allgemeinen
die Gestalt einer Spirale. Sie wird mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
durchlaufen, aber der Radius hingt exponentiell von der Zeit ab.
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der entsprechend um den Faktor Zwei geschrumpften Umgebung hat dann offen-
sichtlich die Eigenschaft, daB das Quadrieren g — g2 einen Diffeomorphismus

H=SW

induziert. Da wir U konvex angenommen hatten, gilt auerdem /' C W. Folglich
besitzt jedes z € H genau eine Wurzel in /. Gegeben ein stetiger Gruppenhomo-
morphismus ¢ : R — GL(V) finden wir nun sicher ein ¢ > 0 mit p(|—¢,¢|) C H
und ein X € (1/2)U mit p(e) = exp(X). Es folgt

0(e/2) = \/exp(X) = exp(X/2)

und induktiv p(e/2") = exp(X/2") fiir alle n € N. Setzen wir A := X/, so gilt
mithin p(t) = exp(tA) fur alle t = €/2". Da beide Seiten Gruppenhomomorphis-
men sind, gilt es dann auch fiir alle t = me /2" mit m € Z. Da beide Seiten stetig
sind, folgt es schlieBlich fiir alle ¢ € R. [

Satz 1.4.5 (Gruppenwege in Matrixliegruppen). Ist GG eine Matrixliegruppe, so
ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¢ : R — G von der Gestalt o(t) =
exp(tA) fiir genau ein A € Lie G.

Beweis. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' und eine abge-
schlossene Untergruppe G @& GL(V') ist nach 1.4.3 jeder stetige Gruppenhomo-
morphismus ¢ : R — G jedenfalls schon mal von der Gestalt ¢t — exp(tA) fiir
genau ein A € EndV, und nach 1.2.11 landet die Abbildung ¢ — exp(tA) in
der Untergruppe GG genau dann, wenn A zum Tangentialraum T .G unserer Unter-
gruppe gehort. 0

Proposition 1.4.6. 1. Gegeben eine glatte Abbildung f : M — N zwischen
glatten Untermannigfaltigkeiten endlichdimensionaler reeller Riume X,Y
und ein Punkt p € M gibt es genau eine lineare Abbildung, genannt die
Tangentialabbildung oder auch das Differential

Tpf : TpM — Tf(p)N

derart, daf fiir jede Karte (W, @) von M mit W C R¥ und w € W mit
p = ¢(w) die Gleichheit T, f o d,y = dy(f 0 @) von linearen Abbildungen
RF &Y gilt;

2. Gegeben zwei differenzierbare Abbildungen f : M — N und g : N — L
von Untermannigfaltigkeiten erfiillen die Differentiale fiir jeden Punkt p €
M die Kettenregel

Tf(p)g oTyf = Tp(g o f)
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3. Das Differential der Einbettung i : M — N einer offenen Teilmenge M G
N ist an jeder Stelle die Identitit T)j = id : T,M — T,N;

4. Gilt speziell fiir unsere erste Mannigfaltigkeit M © X und bezeichnet j :
N <Y die Inklusion, so haben wir T,f =d,(jo f): X =Y.

1.4.7. Sobald der folgende Beweis zu Ende ist, indern wir unsere Notation und
setzen auch im allgemeinen

dpf =T, f
Fiir den Beweis schien es mir jedoch wichtig, zwischen den neu eingefiihrten
Begriffen und dem bereits Bekannten zu unterscheiden.

1.4.8. Etwas allgemeiner gilt die Proposition auch analog fiir Randfaltigkeiten
[AN2] 9.6.1 und sogar Eckfaltigkeiten [AN2] 9.7.12, wenn wir den Tangential-
raum an einer Stelle als das Bild des Differentials einer und jeder Randkarte be-
ziehungsweise Eckenkarte an besagter Stelle im Sinne von [AN2] 2.3.19 erkléren.
Wir werden das insbesondere im Fall von Abbildungen mehrpunktiger Intervalle
in Mannigfaltigkeiten verwenden.

Beweis. Per definitionem induziert fiir jede Karte wie in der Proposition ihr Dif-
ferential einen Isomorphismus d,, o : R¥ 5 T, M. Fiir jede Karte um p finden wir
also genau eine Abbildung

T¢f:T,M —Y

mit T f o dy = du(f © ). Um zu zeigen, daB T f nicht von der Karte ¢
abhingt, sei (V1)) eine weitere Karte von M und v € V' ein Punkt mit ¢(v) = p.
Wir diirfen annehmen, daf} unsere beiden Karten dasselbe Bild haben, so daf} gilt
1) = ¢ o k fiir den Kartenwechsel x : V' = . Die Kettenregel zeigt dann

Trfodyy =T7fodypodyk =du(fop)odk=d,(fo) :T;f’fode

und so T) f = T;f f. Nun zeigen wir, da3 die so definierte Abbildung T, f auch
tatsdchlich in T,y /N landet. Hierzu verwenden wir ein an N C Y angepal3tes
lokales Koordinatensystem (U, k) von Y um f(p) im Sinne von [AN2] 4.2.6 und
diirfen (W) C U annehmen. Die Beschreibung [AN2] ?? des Tangentialraums
als Kern der Differentiale d,)h; der auf N identisch verschwindenden Koordi-
naten h;. Aus hj o f o = 0 folgt dann dj(,h; o T),f = 0. Damit landet T, f
in der Tat in T'(,,) NV und der erste Teil ist gezeigt. Wir geben nun die Notationen
V.1, v wieder frei, um sie neu in anderer Bedeutung verwenden zu kénnen. Um
den zweiten Teil zu zeigen, nehmen wir die nicht auf NV identisch verschwinden-
den Koordinaten unsers Systems (U, h). Hat NV etwa die Dimension k, so bilden
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sie zusammen eine glatte Abbildung h := (hy,...,h;) : U — RF, die eine Bi-
jektion (N NU) = V @ R* induziert, die ihrerseits die Umkehrabbildung einer
Karte ¢ : V' — N ist. Wir erkldren v € V durch ¢)(v) = f(p) und bezeichnen mit
j: NNU < U die Einbettung. Es folgt gfy = g1»hj f¢ und so finden wir mit
der Kettenregel aus der Analysis und unseren Definitionen

dw(gfe) = duwlghife) = du(gy)odsgp hodu(ife)
| [
Tp(9f) o du e TrpmgodvodsphoTypfoduy
|

Tf(p)g o Tpf o} dw (Y2

~

wegen hji) = idy und folglich dypyh : Ty N = RF invers zu d,¢p : RF 5
Ty N und so Teil 2. Der Beweis von 3 und 4 bleibe dem Leser iiberlassen. [

Beispiel 1.4.9. Fiir v : [ — M eine Abbildung von einem mehrpunktigen reellen
Intervall / C R in eine Mannigfaltigkeit A/ wird unsere lineare Abbildung T :
R — T, M oder besser in der bereits angekiindigten vereinfachten Notation
dy : R — T,4) M gegeben durch die Multiplikation mit einem wohlbestimmten
Vektor aus T, ;) M, den man in Anlehnung an [AN2] 2.3.12 wieder

(d7)(0) =~'(t)
notiert fiir 0 = (+1) € R und den Geschwindigkeitsvektor nennt.

Satz 1.4.10 (Homomorphismen von Matrixliegruppen). Jeder stetige Homo-
morphismus ¢ : G — H von Matrixliegruppen ist glatt und sein Differential
beim neutralen Element d .y ist ein Homomorphismus von Liealgebren mit der
Eigenschaft exp o d. = @ o exp.

1.4.11. Etwas ausfiihrlicher geschrieben behauptet die Formel aus dem Satz das
Kommutieren des Diagramms

Lie G %% Lie H
expi iexp
G—2 - H

Der Satz gilt auch fiir abstrakte Liegruppen und wird in dieser Allgemeinheit in
4.1.5 formuliert. Der Beweis bleibt derselbe.
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Beispiel 1.4.12. Man erinnere sich an die Erkenntnis aus [AN2] 2.6.14, nach der
das Differential an die Determinante bei der Einheitsmatrix die Spur ist. Als Ko-
rollar aus unserem Satz erkennen wir damit das Kommutieren des Diagramms

Mat(n; C) —*~C

exp l i exXp

GL(n; C) -2 ¢

Das hatten wir in 1.2.16 bereits elementar gezeigt. Umgekehrt kann man aus dem
Kommutieren dieses Diagramms auch unschwer folgern, da§ das Differential an
die Determinante bei der Einheitsmatrix die Spur sein muf.

Beweis. Jeder Gruppenweg in G liefert durch Nachschalten von ¢ einen Grup-
penweg in . Aus unserer Beschreibung der Gruppenwege 1.4.5 folgt, da3 es
eine Abbildung ¢ : Lie G — Lie H geben muf, die das Diagramm

LieG —2~Lie H
expi iexp
G—2 - H

zum Kommutieren bringt und die dariiber hinaus mit allen Streckungen vertauscht,
in Formeln ¢(sX) = s¢(X) fir alle s € Rund X € Lie G. Wenden wir ¢ auf
beide Seiten von Trotter’s Produktformel 1.2.13 an, so folgt weiter ¢(X +Y) =
¢(X) + ¢(Y) und damit die Linearitit von ¢. Da im Diagramm beide Verti-
kalen Diffeomorphismen zwischen einer offenen Umgebung der Null in der je-
weiligen Liealgebra und einer offenen Umgebung des neutralen Elements in der
jeweiligen Gruppe liefern, konnen wir folgern, dall ¢ auf einer offenen Umge-
bung des neutralen Elements von G glatt ist mit Differential d.p = ¢. Wegen
0 = (¢(g)) oo (g~ ) ist dann ¢ auch fiir jedes andere Gruppenelement g € G
glatt in einer Umgebung desselben und damit eine glatte Abbildung. Um schlieB3-
lich zu zeigen, daBl d. ein Homomorphismus von Liealgebren ist, gehen wir aus
vom kommutativen Diagramm von Mannigfaltigkeiten

G—2~H

intxl/ \Lint p(z)

G2~ H

Indem man darin zu den Differentialen an den neutralen Elementen iibergeht und
die Kettenregel 1.4.6 beachtet, erhédlt man das kommutative Diagramm von reellen
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Vektorraumen
T.G 2% T, H
Adzi J{Ad (@)
T.G-<% T H

Gegeben X, Y € Lie G mit Bilden_l X,Y € Lie H erhalten wir nach dem bereits
Bewiesenen p(exp(tX)) = exp(tX) fiir alle t € R. Damit folgt

de : Ad(exp(tX))(Y) = Ad(exp(tX))(Y)

nach dem vorhergehenden kommutativen Diagramm mit x = exp(tX), ange-
wandt auf Y € T.G. Dann muB aber nach der Kettenregel d.p = dy(d.) auch
den Geschwindigkeitsvektor bei ¢ = 0 der Kurve ¢ — Ad(exp(tX))(Y") auf den
Geschwindigkeitsvektor bei ¢ = 0 der Kurve ¢ — Ad(exp(tX))(Y) abbilden,
und nach 1.3.2 oder besser seinem Beweis ld6t sich diese Erkenntnis in der Tat
schreiben als die behauptete Vertriglichkeit des Differentials unseres Gruppenho-
momorphismus mit der Lieklammer

dey : [X,Y] — [X, 7] O

Ubungen

Ubung 1.4.13. Eine Karte einer glatten Untermannigfaltigkeit ohne Rand eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums im Sinne von [AN2] 4.4.2 ist nichts
anderes als ein Diffeomorphismus zwischen einer offenen Teilmenge eines R*
und einer offenen Teilmenge unserer Mannigfaltigkeit.

Ubung 1.4.14. Gegeben eine Untermannigfaltigkeit M C X eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums und ein Punkt p € M und eine glatte Funktion f : M — R
hei3t der Wert des Differentials d,f : T,M — R auf einem Tangentialvektor
v € T,M auch die Richtungsableitung von f bei p in Richtung v und wird
notiert als

(dpf)(v) = Du(f)

Das grofle D steht je nach Geschmack fiir ,,directional derivative* oder ,,Derivati-

(X3

on .

Ubung 1.4.15. Man zeige, daB fiir n € Z das Differential beim neutralen Element
des Potenzierens auf der Kreislinie S — S%, z — 2" die Multiplikation mit n
auf dem Tangentialraum ist.

Ubung 1.4.16. Man konstruiere eine Bijektion GrpTop((S*)™, (S1)™) = Mat(nx
m; Z) zwischen der Menge aller stetigen Gruppenhomomorphismen (S)™ —
(S1)™ und der Menge aller (n x m)-Matrizen mit ganzzahligen Eintrigen.
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Ubung 1.4.17. Man zeige, daB jeder nicht konstante stetige Gruppenhomomor-
phismus SO(3) — SO(3) von der Gestalt (int ¢) ist fiir genau ein g € SO(3).
Hinweis: Man erinnere sich, daf3 die Liealgebra von SO(3) identifiziert werden
kann mit dem R? mit Kreuzprodukt, und diskutiere, welche linearen Abbildungen
R3 — R?® mit dem Kreuzprodukt vertriglich sind.

Ubung 1.4.18. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ist M C X ei-
ne glatte Untermannigfaltigkeit, so ist das Tangentialbiindel TM C X X X aus
[AN2] 10.5.2 nach [AN2] 10.5.3 eine glatte Untermannigfaltigkeit. Man zeige:
Fiir jede glatte Abbildung f : M — N in eine weitere glatte eingebettete Man-
nigfaltigkeit liefern auch die Differentiale d,,f : T,M — Ty, N eine glatte
Abbildung df : TM — TN. Hinweis: [AN2] 4.4.1.

Ubung 1.4.19. Das Differential des Invertierens inv : G — G auf einer Matrix-
liegruppe beim neutralen Element ist die Punktspiegelung am Ursprung auf dem
Tangentialraum, in Formeln d. inv = ((—1)-) : T.G — T.G.

Ubung 1.4.20 (Liealgebra eines Kerns). Gegeben ein glatter Homomorphismus
von Matrixliegruppen ¢ : G — H zeige man mit 1.2.11 die Formel Lie(ker ¢) =
ker(d.) und allgemeiner fiir X' C H eine abgeschlossene Untergruppe

Lie(¢p ' (K)) = {z € LieG | (do)(x) € Lie K}

Daraus folgt im Ubrigen mit [AN2] 2.6.14 auch sofort die in 1.2.16 bereits ele-
mentar gezeigte Beziehung Lie(SL(n; R)) = sl(n;R). Mit 3.6.23 wird dasselbe
auch allgemeiner fiir abstrakte Liegruppen folgen.

1.4.21. Die wichtigsten Methoden zur Berechnung von Liealgebren sind fiir uns
die Vertrdglichkeit der Liealgebrenbildung mit Schnitten von abgeschlossenen
Untergruppen 1.3.10, mit dem Bilden des Urbilds einer abgeschlossenen Unter-
gruppe unter einem Homomorphismus 1.4.20, sowie die Formel 2.1.13 fiir die
Liealgebra der Standgruppe eines Vektors in einer glatten Darstellung und ihrer
Projektivisierung.

Ubung 1.4.22 (Liealgebra einer Gruppe von Fixpunkten). Gegeben G eine Ma-
trixliegruppe und ¢ : G = G ein glatter Automorphismus von G ist die Liealge-
bra der Gruppe der Fixpunkte G¥ := {g € G | ¢(g) = g} von ¢ genau die Menge
der Fixpunkte des Differentials d.¢ in der Liealgebra, in Formeln

Lie(G¥) = (Lie G)%¥

Mit 3.6.23 wird dasselbe auch allgemeiner fiir abstrakte Liegruppen folgen, ver-
gleiche etwa 3.6.25. Hinweis: Man mag entweder ein direktes Argument geben
oder 1.4.20 auf (id, ¢) : G — G x G und die diagonale Untergruppe anwenden.
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Ubung 1.4.23 (Komplexe Matrizen und Relativitiitstheorie). Man betrachte fiir
SL(2; C) die vierdimensionale reelle Darstellung L := ker (A%(C?) — AL(C?)).
Man zeige, daB SL(2; C) trivial auf A (C?) operiert, etwa mit [LA1] 6.4.14. Man
zeige weiter, dall die durch A und eine geeignete von Null verschiedene reelle
Volumenform A(C?) = R gegebene symmetrische Bilinearform auf unserem
Kern L nichtausgeartet vom Typ (3,1) ist. Man zeige die Existenz einer kurzen

exakten Sequenz
{+id} < SL(2;C) - SO(3,1)*

Hier bezeichnet SO(3,1)" wie in [TM] 2.2.22 die Einskomponente von O(3, 1).

1.5 Drehgruppe und Spingruppe

1.5.1. Wir erinnern aus [AN2] 8.5.19 oder [TM] 2.2.12, daB SU(2) und SO(3),
ja sogar SU(n) und SO(n) zusmmenhingend sind. Man kann das auch leicht ,,zu
FuB3* einsehen.

Proposition 1.5.2 (Drehgruppe und Spingruppe). Es gibt einen stetigen surjek-
tiven Gruppenhomomorphismus SU(2) — SO(3) mit Kern {+id}.

Beweis. Sozusagen zu Full haben Sie das eventuell bereits in [LA2] 1.11.26 ge-
zeigt. Hier soll nun ein mehr konzeptionelles Argument erklirt werden. Wir be-
trachten die adjungierte Darstellung 1.3.3 der Spingruppe SU(2) auf dem Raum
der schiethermiteschen Matrizen mit Spur Null Lie SU(2). Sie ist eine dreidimen-
sionale reelle Unterdarstellung der Darstellung von SU(2) auf Mat(2; C) durch
Konjugation, und die Elemente dieser Unterdarstellung erzeugen zusammen mit
der Einheitsmatrix ganz Mat(2; C) als komplexen Vektorraum. Der Kern unserer
adjungierten Darstellung besteht folglich genau aus den Matrizen aus SU(2), die
mit allen Matrizen von Mat(2; C) kommutieren, und das ist eben der Schnitt der
Menge CI aller Vielfachen der Einheitsmatrix mit unserer Gruppe SU(2) alias die
Untergruppe {4 id}. Auf dem Raum su(2) := Lie SU(2) aller schiefhermiteschen
Matrizen mit Spur Null definiert aber nun die Vorschrift (A, B) — tr(AB) eine
negativ definite symmetrische Bilinearform, wie man leicht nachrechnet, die of-
fensichtlich unter allen Konjugationen mit unitiren Matrizen invariant ist. Verse-
hen wir su(2) mit dem Negativen dieser Bilinearform als Skalarprodukt, so liefert
die adjungierte Darstellung also einen Gruppenhomomorphismus

Ad : SU(2) — O(su(2))

mit Kern {£id}. Da SU(2) zusammenhingend ist, muf dieser Gruppenhomo-
morphismus bereits in SO(su(2)) landen, und da der Kern diskret ist, mufl un-
ser Gruppenhomomorphismus nach 1.4.20 eine injektive Abbildung auf den Lie-
Algebren induzieren. Nach Dimensionsvergleich muf3 diese injektive Abbildung
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dann sogar ein Isomorphismus sein, so daf3 nach 1.4.10 das Bild von Ad eine Um-
gebung des neutralen Elements umfafit. Da aber SO(su(2)) nach [LA2] 1.11.24
oder [TM] 2.2.12 zusammenhingend ist, muf folglich Ad ganz SO(su(2)) als
Bild haben. [

Ubungen

Ubung 1.5.3. Man zeige, daB jeder nicht konstante stetige Gruppenhomomorphis-
mus SU(2) — SU(2) von der Gestalt (int g) ist fiir ein ¢ € SU(2). Hinweis:
1.4.17.

Ubung 1.5.4. Folgern Sie aus 1.5.2, daB jeder stetige Gruppenhomomorphismus
SU(2) — SO(3) konstant oder surjektiv ist, und daB es fiir je zwei stetige surjek-
tive Gruppenhomomorphismen ¢, ¢ ein g € SO(3) gibt mit ¢ = (int g) o 1.

1.6 Quaternionale Gruppen

1.6.1 (Erinnerungen zu Quaternionen). Die Behauptungen des vorhergehenden
Abschnitts kann man alternativ auch im Bild der Quaternionen verstehen. Wir
erinnern an den Schiefkorper der Quaternionen

H=R®RioRjORk

aus [LA1] 5.6.4 mit den Rechenregeln i2 = j> = k* = ijk = —1 und insbesonde-
re an die quaternionale Konjugation

a+bit+cj+dk:=a—bi—cj—dk

mit der Eigenschaft gw = wq. Man setzt |¢| := /qq = v a? + b2 + 2 + d? und
Re(q) := (¢ + q)/2, also Re(a + bi+cj+dk) = a.

1.6.2 (Kugelschalen als Liegruppen). Alle Kugelschalen S = {z € R |
|z|| = 1} sind glatte Mannigfaltigkeiten. Auf S°, S und S® induziert die Multi-
plikation in R, den komplexen Zahlen C = R? beziehungsweise den Quaternio-
nen H = R* aus [LA1] 5.6.4 sogar die Struktur einer Liegruppe. Fiir das Modell
des Schiefkorpers der Quaternionen aus dem Beweis von [LA1] 5.6.3 stimmt die
Gruppe S? der Quaternionen der Linge Eins iiberein mit der Gruppe SU(2) und
wir erhalten so einen Isomorrphismus

SU(2) & 53

Es scheint mir anschaulich klar und ist auch formal nicht schwer nachzurechnen,
daB der Tangentialraum beim neutralen Element T1S® genau der Raum der rein
imagindren Quaternionen () = Ri®Rj®&Rk = {w € H | w = —w} ist. Die
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adjungierte Darstellung der S darauf geschieht wie immer durch Konjugation,
ein invariantes Skalarprodukt kénnen wir in diesem Fall leicht explizit angeben
durch die Vorschrift (v, w) = Re(vw), und dafiir bilden i, j, k dann eine Ortho-
normalbasis.

Definition 1.6.3. Wir erinnern den Schiefkorper H der Quaternionen mit seinem
Antiautomorphismus ¢ — ¢. Gegeben ein H-Rechtsmodul V' erkldren wir eine
quaternional-hermitesche Form auf V' als eine biadditive Abbildung

VxV — H
(v,w) = (v,w)

mit (v, w) = (w,v) und (v,wu) = (v,w)p fir alle v,w € V und p € H.
quaternionales Skalarprodukt erkliren wir als eine quaternional-hermitesche
Form mit (v,v) <0 = v =0.

1.6.4. Die Abbildung H" x H" — H, (x,y) — >_ Z;y; ist ein quaternionales
Skalarprodukt auf dem H-Rechtsmodul H". Die Gruppe der Automorphismen
unseres H-Rechtsmoduls, die dieses quaternionale Skalarprodukt invariant las-
sen, heiit die kompakte symplektische Gruppe und wird Sp(n) notiert. Den
Ursprung dieser Terminologie diskutieren wir in 1.6.6.

Ubungen

Ubung 1.6.5. Seien V¢ ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt s = ( , )
und V seine Reellifizierung. Dann ist Re os ein Skalarprodukt auf Vi und Im os
eine symplektische Form auf Vi und wir erhalten in GL (V&) die drei Untergrup-
pen GL(V¢), O(Vg;Res) und Sp(Vg;Im s). Man zeige, daR der Schnitt von je
Zweien dieser Untergruppen bereits der Schnitt von allen Dreien ist. Insbesonde-
re erhalten wir damit im Diagramm

GL(2n;R)

I

GL(n;C) O(2n) Sp(n; R)
U(n)
die Untergruppe ganz unten als Schnitt von je Zwei der Untergruppen in der Mitte.

Ubung 1.6.6 (Kompakte symplektische Gruppe und Quaternionen). Jedes Qua-
ternion ¢ € H konnen wir eindeutig schreiben als ¢ = x + jy mit z,y € C. Wir
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setzen z := Com(q) und y := Qua(q) und nennen das den komplexen und den
quaternionalen Anteil unseres Quaternions. So vertauschen Com und Qua mit
der Rechtsoperation von C. Weiter gilt § = z— jy und folglich Com(g) = Com(q)
sowie Qua(q) = — Qua(q). Sei nun Vg ein H-Rechtsmodul mit quaternionalem
Skalarprodukt s = ( , ) und V¢ seine Restriktion zu einem komplexen Vektor-
raum. Dann ist Com os ein Skalarprodukt auf V¢ und Quat os eine symplekti-
sche Form auf Vi und wir erhalten in GL(V¢) die drei Untergruppen GL(Vj),
U(Vg; Com s) und Sp(Vi; Qua s). Man zeige, daB der Schnitt von je Zweien die-
ser Untergruppen bereits der Schnitt von allen Dreien ist. Insbesondere erhalten
wir damit im Diagramm

L(2n;C)
GL(n; H) U(2n Sp(n; C)
Sp(n)
die Untergruppe ganz unten als Schnitt von je Zwei der Untergruppen in der Mitte.

1.6.7. Seien V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und w,” sym-
plektische Formen. Stimmen die Automorphismengruppen G unserer beiden For-
men iiberein, so unterscheiden sich unsere Formen hochstens um einen komplexen
Skalar. In der Tat ist die Darstellung V' der symplektischen Gruppe irreduzibel,
und damit ist Hom& (V, V*) héchstens eindimensional.

1.6.8. Der Normalisator von Sp(n) in U(2n) ist Sp(n)(U(1)id). In der Tat ist
Sp(n; C) der Zariski-AbschluB von Sp(n). Aus gSp(n)g~' = Sp(n) folgt al-
so g Sp(n; C)g~! = Sp(n; C). Daraus folgt hinwiederum, daB die symplektische
Form w und die symplektische Form w o (g X g) dieselbe Automorphismengruppe
haben, nach 1.6.7 gilt demnach w o (g X g) = Aw mit A\ € C*. Die Abbildung
g — A ist nun ein Gruppenhomomorphismus von unserem Normalisator nach C*
und ihre Restriktion auf den Normalisator in U(2n) muB folglich in der Kreis-
gruppe U(1) landen. Wihlen wir schlieBlich o mit a?\ = 1, so folgt o € U(1)
und («id)g € Sp(n; C).

Ubung 1.6.9. Die Losungsmenge der Gleichung X2 = —1 in den Quaternionen
ist genau die Kugelschale aller Quaternionen vom Betrag Eins mit Realteil Null.

Ubung 1.6.10. Wir haben in [AN1] 2.4.3 gesehen, daB jeder Automorphismus des
Korpers R die Identitét ist, und in [LA1] 2.7.5, daB jeder stetige Automorphismus
des Korpers C die Identitdt oder die komplexe Konjugation ist. Man zeige nun,
daf jeder stetige Automorphismus des Schietkorpers H durch die Konjugation
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mit einem invertierbaren Korperelement gegeben wird und konstruiere eine Iden-
tifikation besagter Automorphismengruppe mit der SO(3).

Ubung 1.6.11 (Iwasawa-Zerlegung quaternionaler Matrizen). Gegeben eine
Basis vy, . . ., v, eines H-Rechtsmoduls von endlichem Rang V' finden wir, indem
wir das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren verallgemeinern, ein-
deutig bestimmte \;; € H fiir ¢ < j mit \;; > 0 derart, daB W, := )\, Wy =
UgA92 + UiA1a,... eine Orthonormalbasis von V' bilden. Man folgere, daf} fiir
N C GL(n;H) die Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen mit reellen positiven
Diagonaleintrigen die Multiplikation eine Bijektion Sp(n) x N = GL(n; H) lie-
fert.

Ubung 1.6.12. Die Operation der Quaternionen der Liinge Eins auf dem Quater-
nionenraum durch Rechts- und Linksmultiplikation liefert eine Surjektion

S8 x §* — SO(H) 2 SO(4)

gegeben in Formeln durch (¢, w) — (z — (gzw)) mit zweielementigem Kern
{(1,1),(—1,—1)}. Das Skalarprodukt auf H ist dabei (z,y) := Re(Zy).
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2 Endlichdimensionale Darstellungen

2.1 Darstellungen und ihre Ableitungen

2.1.1. In diesem Abschnitt mag der Leser unter einer Liegruppe je nach Kenntnis-
stand eine Matrixliegruppe oder auch eine abstrakte Liegruppe verstehen. Unter
einer reellen beziehungsweise komplexen endlichdimensionalen Darstellung ei-
ner Liegruppe G verstehen wir stets eine stetige Darstellung im Sinne von 1.1, al-
so ein Paar (V p) bestehend aus einem endlichdimensionalen reellen beziehungs-
weise komplexen Vektorraum V' mit einem stetigen Gruppenhomomorphismus
p: G — GL(V). Statt p(g)(v) schreiben wir auch oft abkiirzend gv. Wollen
wir die bei Liegruppen meist implizit zugrundegelegte Annahme der Stetigkeit
besonders betonen, so reden wir auch von stetigen endlichdimensionalen Dar-
stellungen.

Beispiel 2.1.2. Der R" ist in offensichtlicher Weise eine Darstellung der Liegruppe
GL(n;R). Dasselbe gilt fiir die Rdume R[zy, . . . , 2,,]™ aller Polynomfumktionen
auf R", die homogen sind vom Grad m, fiir die Operation gegeben durch das ,,Ver-
schieben von Funktionen®, in Formeln (¢f)(p) = f(g~'p) fiir alle ¢ € GL(n; R),
p € R*und f € Rlzy,...,x,]. Dasselbe gilt mit C statt R und wir erhalten
die komplexe Darstellung C[ X1, ..., X,,] von GL(n; C), bei der ich die Variablen
grof} geschrieben habe, weil sie hier keine Koordinaten im reellen Sinne mehr
sind.

Definition 2.1.3. Sei & ein Korper. Eine Darstellung einer Liealgebra g iiber &
ist ein Paar (V, p) bestehend aus einem k-Vektorraum V' und einem Homomor-
phismus von Liealgebren p : g — gl(V).

Beispiel 2.1.4 (Ableiten einer Liegruppendarstellung). Ist G eine Liegruppe
und p : G — GL(V) eine stetige Darstellung durch Automorphismen eines end-
lichdimensionalen reellen Vektorraums, so wird V' nach 1.4.10 eine Darstellung
der Liealgebra Lie G vermittels des Differentials beim neutralen Element, das wir
oft abkiirzen zu

dp =dep : LieG — gl(V)
Diese Darstellung der Liealgebra Lie G heifit die abgeleitete Darstellung zur
Darstellung unserer Liegruppe G.
Beispiel 2.1.5. Die Darstellung p, : S — C*, z — 2" der Kreislinie hat das
Differential d.p,, : A — n\fir A € T;S' =iR c C = T,C*.

Definition 2.1.6. Sei k£ ein Korper. Eine Operation einer Liealgebra g iiber k&
auf einem k-Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung g x V' — V, (z,v) — v
mit der Eigenschaft

z(yv) — y(av) = [z,ylv Vr,y€gveV
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Wir werden in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und x(yv)
mit zyv abkiirzen.

2.1.7. Seien k ein Korper, g eine k-Liealgebra und V' ein k-Vektorraum. So indu-
ziert die Identifikation Ens(g x V, V) = Ens(g, Ens(V,V')) aus dem Exponenti-
algesetz [GR] 1.6.5 eine Bijektion

Operationen von g ~ Liealgebrenhomomorphismen
auf dem Vektorraum V' g — gl(V)

Ein Vektorraum mit der Operation einer Liealgebra ist also im wesentlichen das-
selbe wie eine Darstellung besagter Liealgebra.

2.1.8 (Berechnung der abgeleiteten Darstellung). Gegeben eine stetige endlich-
dimensionale Darstellung p : G — GL(V) einer Liegruppe und x € Lie G und
v € V berechnet man zv € V zweckmiBig, indem man unserem p das Aus-
werten a, : GL(V) — V nachschaltet. Als Restriktion einer linearen Abbildung
a, : End(V) — V ist a, sein eigenes Differential, in Formeln da, = a, oder
ganz pedantisch da, o trans = trans oa,. So ergibt sich fiir die Operation eines
Elements x der Liealgebra auf einem Vektor v die Formel

20 = (de(ay © p))(2)

fiir das Bild von z unter dem Differential beim neutralen Element der Abbildung
a,op: G — V, also der Abbildung g — gv. Halten wir noch eine Kurve R — G
mit Geschwindigkeit = bei t = 0 davor, zum Beispiel die Kurve ¢t — exp(tz),
ergibt sich fiir die Operation eines Elements = der Liealgebra auf einem Vektor v
einer Darstellung die Formel

20 — lim (exptx)v — v
t—0 t
Beispiel 2.1.9 (Abgeleitete Darstellung auf Funktionenrdumen). Wir berech-
nen die Ableitung der Darstellung von GL(n; R) auf R[z;, ..., z,]™ aus 2.1.2.
Gegeben A € gl(n;R) und ein Polynom f finden wir fiir die zugehorige Operati-
on von A auf f gefolgt vom Auswerten an einer Stelle p € R™ sofort

. flexp(=tA)p) — f(p) _ d
(Af)(p) = lim ; =1

f(exp(—tA)p) = (D_a,f)(p)

t=0

alias die Richtungsableitung von f bei p in der Richtung —Ap. Nun kann die
Richtungsableitung in Richtung v = (vy, ..., v,) geschrieben werden als v,0; +
.-+ + v, 0, und wir haben folglich (Af)(p) = — >, ; ai;z;(p)(0; f)(p) alias

Af = — Z(lij$jaif

17]
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Betrachten wir etwa die eindimensionale Untergruppe aller Vielfachen der Ein-
heitsmatrix, die ja durch Streckungen auf R" operiert, so operiert die Einheitsma-
trix als Element der Liealgebra durch das radiale Vektorfeld — > ; Ti0;.

Beispiel 2.1.10 (Abgeleitete Darstellung auf Funktionenriumen, Variante).
Wir berechnen die Ableitung der Darstellung von GL(n; C) auf C[ X, ..., X,,](™
aus 2.1.2. Gegeben A € gl(n; C) und ein Polynom f finden wir fiir die zugehorige
Operation von A auf f gefolgt vom Auswerten an einer Stelle p € C" sofort

(Af)(p) = tim T E2EAD) — flp) _ d

t—0 t N a =0

f(exp(—tA)p) = (D_a,f)(p)

alias die Richtungsableitung von f bei p in der Richtung — Ap. Ich behaupte nun,
daB die Richtungsableitung in Richtung v = (vy,...,v,) einer polynomialen
Funktion auch in diesem Fall geschrieben werden kann als v10y + ... + v,0,
mit diesmal rein formal-algebraisch zu verstehenden partiellen Ableitungen un-
serer komplexen Polynome. Das ist aber klar fiir die Variablen X;, und da beide
Ausdriicke die Leibnizregel erfiillen, folgt es fiir beliebige Polynome. Wir haben

folglich wie zuvor (Af)(p) = —>_, ; a;; X;(p)(0: f)(p) alias

Af = — Z ainj@»f

]

Beispiel 2.1.11. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation xv = 0 fiir alle
x € gund v € V macht jeden Vektorraum V' zu einer Darstellung von g. Der
Grundkorper £ versehen mit der trivialen Operation heiflit die Einsdarstellung,
den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die Nulldarstellung un-
serer Liealgebra. Ist V' eine endlichdimensionaler reeller Vektorraum und lassen
wir eine Liegruppe derart darauf operieren, dall jedes Gruppenelement als die
Identitit operiert, so erhalten wir als Ableitung die triviale Operation von Lie G
auf V.

Beispiel 2.1.12. Sei g eine Liealgebra. Fiir x € g erklire man (adz) : g — ¢
durch die Vorschrift (ad z) : y — [z, y]. Die Jacobi-Identitit besagt dann, daB ad :
g — gl(g) ein Homomorphismus von Liealgebren ist. Er heifit die adjungierte
Darstellung unserer Liealgebra. Ist nun speziell G eine Matrixliegruppe und Ad :
G — GL(Lie G) ihre adjungierte Darstellung, so ist deren abgeleitete Darstellung
der Liealgebra gerade unsere adjungierte Darstellung der Liealgebra ad : Lie G —
GL(Lie G). In der Tat finden wir mit 2.1.8 miihelos

((de Ad)(X))(Y) = d% . (exp(tX))Y (exp(—tX)) = [X, V] = (ad(X))(Y)

40



Ubungen

Ubung 2.1.13 (Liealgebra einer Standgruppe). Ist p : G — GL(V) eine stetige
endlichdimensionale Darstellung einer Liegruppe und v € V ein Vektor, so gilt
fiir die Liealgebra der Standgruppe

Lie(G,) = {z € LieG | zv = 0}

Hinweis: Man mag 1.2.32 anwenden.

Ubung 2.1.14. Sei V ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht V' zu
einer Darstellung von gl(1), der Standarddarstellung von g[(1"). Im Fall eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums zeige man, dal} sie die Ableitung der
offensichtlichen Darstellung der Matrixliegruppe G = GL(V') durch Automor-
phismen von V ist.

Ubung 2.1.15. Gegeben zwei Darstellungen (V, p) und (W, o) einer Gruppe G
iber einem Korper k£ wird der Raum Homyg(V, W) aller k-linearen Homomor-
phismen zu einer Darstellung vermittels der Vorschrift, daf fiir f : V' — W linear
und g € G der Morphismus gf gegeben sein soll durch gf = o(g) o f o p(g)~!
alias

(9f)w) =g(flg7'v)) YveV

Wir nennen diese Operation auf dem Raum aller Homomorphismen die Opera-
tion durch Konjugation. Man zeige: Gegeben zwei stetige endlichdimensionale
Darstellungen V, W einer Liegruppe G ist auch die Operation durch Konjugation
von G auf Homg (V, W) stetig, und die abgeleitete Operation der Liealgebra wird
fir z € LieG und f € Homg(V, W) dadurch gegeben, daf fiir alle v € V gilt

(@ f)(v) = x(f(v)) = flav)

Ergiinzende Ubung 2.1.16. Gegeben zwei Darstellungen (V, p) und (W, o) einer
Gruppe G tiber einem Korper £ wird der Raum V' ®; W zu einer Darstellung
vermittels der Vorschrift g(v ® w) := gv ® gw. Wir nennen diese Darstellung
die Tensor-Darstellung. Man zeige: Gegeben zwei stetige endlichdimensionale
Darstellungen V, W einer Liegrupe G ist auch die Tensordarstellung stetig, und
die abgeleitete Operation der Liealgebra wird fiir x € Lie G gegeben durch

r(v@w) =W+ v Tw

Erginzende Ubung 2.1.17. Gegeben eine Darstellung (V p) einer Gruppe G iiber
einem Korper & werden ihre duBeren Potenzen A"V zu Darstellungen in der of-
fensichtlichen Weise. Gegeben eine stetige endlichdimensionale Darstellungen V'
einer Liegrupe G sind auch ihre dufleren Potenzen stetig. Man beschreibe die ab-
geleitete Operation der Liealgebra.
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2.2 Homomorphismen von Darstellungen

2.2.1. Ich erinnere daran, da wir in 1.1.9 einen Homomorphismus von Darstel-
lungen V, W einer Gruppe G iiber einem Korper k£ definiert hatten als eine k-
lineare Abbildung ¢ : V' — W mit der Eigenschaft ¢(gv) = gp(v) Yo € V,
g € G. Wir notieren die Menge aller solchen Homomorphismen Modg(V, W)
oder, wenn wir den Grundkorper explizit machen wollen, Mody, ¢(V, W). Noch
allgemeiner erklidren wir fiir Darstellungen Vy,..., V., /W mit r > 0 eine Ver-
schmelzung als eine G-dquivariante multilineare Abbildung V} x ... x V, == W
und notieren die Menge aller derartigen Verschmelzungen

Modya(Vi Y ... YV, W)

Im Spezialfall » = 0 verstehen wir das leere Produkt als die einpunktige Men-
ge {*} mit der trivialen G-Operation und das Auswerten auf deren einzigem
Element * ist eine Bijektion Mody (Y, W) = WY zwischen der Menge der
Leerverschmelzungen nach W und der Menge der G-invarianten Vektoren. Ver-
schmelzungen lassen sich in der offensichtlichen Weise ,,multiverkniipfen und
wir erhalten so eine ,,Schmelzkategorie* im Sinne von [TS] ??, aber so weit will
ich hier nicht gehen. Ich will jedoch gegeben k-Vektorrdaume Vi, ..., V., W mit
r > 0 fiir die Menge der multilinearen Abbildungen von nun an auch die Notation
Modg(Vy Y ... Y V., W) verwenden.

Definition 2.2.2. Ein Homomorphismus von Darstellungen oder auch Verflech-
tungsoperator zwischen zwei Darstellungen V, W einer Liealgebra g iiber ei-
nem Korper k ist eine lineare Abbildung ¢ : V' — W derart, daB gilt p(zv) =
zp(v) Yv € V, x € g. Wir notieren die Menge aller solchen Homomorphismen
Mod,(V, W) oder auch Mody, 4(V, W), wenn wir den Grundkorper explizit ma-
chen wollen. Allgemeiner erkldren wir fiir Darstellungen Vi, ..., V., W mitr > 0
eine Verschmelzung als eine multilineare Abbildung V; x ... x V., — W mit

o(zvy, .., 0) oo+ o(vr, . ao) = xe(v, .., 0) Yo €V € g
und notieren die Menge aller derartigen Verschmelzungen
Mody (Vi Y ... YV, W)

Im Spezialfall » = 0 verstehen wir die leere Summe als die Null von W und das
leere Produkt als die einpunktige Menge {*} und das Auswerten auf dem einzigen
Element * der einunktigen Menge ist eine Bijektion Mody, 4(Y, W) = W9 zwi-
schen der Menge der Leerverschmelzungen nach W und der Menge der Vektoren
von W, die von allen Elementen der Liealgebra zu Null gemacht werden. Ver-
schmelzungen lassen sich in der offensichtlichen Weise ,,multiverkniipfen* und
wir erhalten so eine ,,Schmelzkategorie® [TS] ??, aber so weit will ich hier nicht
gehen.
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Satz 2.2.3 (Verschmelzungen unter Liegruppen und Liealgebren). Gegeben
r > 0 und endlichdimensionale stetige reelle Darstellungen V1, ..., V., W einer
Liegruppe G sind alle Verschmelzungen unserer Darstellungen auch Verschmel-
zungen zwischen den abgeleiteten Darstellungen der Liealgebra g, in Formeln

Modg (Vi Y ... Y Vo, W) C Modgg(Vi Y ... Y V., W)
Ist G zusammenhdingend, so ist diese Inklusion sogar eine Gleichheit.

Vorschau 2.2.4 (Darstellungen als Schmelzkategorie). In der in [TS] ?? einge-
fiihrten Terminologie kann man die vorhergehenden Bemerkungen dahingehend
zusammenfassen, daf} die endlichdimensionalen stetigen reellen Darstellungen ei-
ner Liegruppe eine Schmelzkategorie Modfd]g mit universellen Verschmelzungen
und Multihom bilden, daf} die Darstellungen einer Liealgebra g desgleichen eine
Schmelzkategorie Mod}, mit universellen Verschmelzungen und Multihom bil-
den, und daf} das Ableiten ein mit universellen Verschmelzungen und Multihom
vertraglicher Schmelzfunktor

MOdde,G — MOd]R’g

ist, der im Fall einer zusammenhingenden Liegruppe sogar ein volltreuer Schmelz-
funktor Modfdg ¢ < Modg 4 ist.

2.2.5 (Invarianten von Liegruppen und Liealgebren). Gegeben eine Darstel-
lung V' einer Gruppe GG verwenden wir wie in [LA2] 5.1.7 die Notation

Ve ={veV|gv=0vVgecG}

fiir die Menge der G-invarianten Vektoren von V. Fiir eine Darstellung V' einer
Liealgebra g setzen wir

Vi={veV]|zwv=0 Vzeg}

und nennen die Elemente von V¢ die g-invarianten Vektoren von V. Ist GG ei-
ne Liegruppe mit Liealgebra g und V' eine stetige Darstellung von GG in einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum, so sind nach dem Spezialfall » = 0 un-
seres Satzes alle unter der Gruppe invarianten Vektoren auch invariant unter ihrer
Liealgebra, in Formeln V¢ C V¢, und fiir zusammenhingendes G gilt sogar

Ve =yse

2.2.6. Zwei Darstellungen heiflen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Ho-
momorphismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorrdaumen ist. Die Umkehr-
abbildung dieses Isomorphismus ist dann notwendig auch ein Homomorphismus
von Darstellungen. Spezialisieren wir unseren Satz zum Fall » = 1, so sehen
wir insbesondere, da3 zwei endlichdimensionale stetige reelle Darstellungen ei-
ner zusammenhingenden Liegruppe, die isomorphe Darstellungen der Liealgebra
liefern, bereits als Darstellungen der Gruppe isomorph gewesen sein miissen.
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Beweis. Fir alle z € g und jede Verschmelzung ¢ von G-Darstellungen und alle
t € R gilt

p(exp(tx)vy, ..., exp(tr)v,) = exp(tx)p(vy, ..., v)

Die Kettenregel und unsere Regel fiir das Differential multilinearer Abbildungen
liefern dann durch Vergleich der beiden Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit im
Ursprung dieses Weges zum Zeitpunkt Null die gewiinschte Identitét

olxvy, ..., v) + .o+ o(vr, .. 20.) = xe(vr, .., 0,)

Andererseits liefert das Vorschalten von = an den verschiedenen Stellen paarwei-
se kommutierende Endomorphismen des Raums Modg(V; Y ... Y V., W) aller
multilinearen Abbildungen, folglich ist das Exponential ihrer Summe das Produkt
ihrer Exponentiale und aus unserer letzten Gleichung folgt umgekehrt

p(exp(x)vy, ..., exp(z)v,) = exp(x)p(vy,...,v.) VT € g

Ist zusitzlich G' zusammenhingend, so wird GG von exp g erzeugt und wir erhalten
die behauptete Gleichheit von Rdumen von Verschmelzungen. U

Definition 2.2.7. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V' einer Liealgebra
¢ heillt eine Unterdarstellung, wenn gilt zv € U Vx € g, v € U. Wir sagen
in diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine von V' verschiedene
Unterdarstellung U C V heif3t eine echte Unterdarstellung von V.

Beispiele 2.2.8. Gegeben eine Darstellung V' sind ganz V' und der Nullraum Un-
terdarstellungen. Ist ¢ : V' — W ein Homomorphismus von Darstellungen, so
ist das Bild jeder Unterdarstellung von V' eine Unterdarstellung von W und das
Urbild jeder Unterdarstellung von W eine Unterdarstellung von V. Insbesondere
ist kery eine Unterdarstellung von V' und im¢ eine Unterdarstellung von V.

Satz 2.2.9 (Unterdarstellungen zu Liegruppen und Liealgebren). Ein Unter-
vektorraum einer stetigen endlichdimensionalen reellen oder komplexen Darstel-
lung einer zusammenhdingenden Liegruppe ist stabil unter unserer Liegruppe ge-
nau dann, wenn er stabil ist unter ihrer Liealgebra.

Ergdnzung 2.2.10. In der Sprache der Kategorientheorie sagt das im Fall reeller
Darstellungen, daB fiir eine zusammenhingende Liegruppe G das essentielle Bild
des volltreuen Funktors des Differenzierens Modfd§ <% Mody stabil ist unter
dem Bilden von Unterdarstellungen.

Beweis. Sei GG unsere zusammenhédngende Liegruppe, Lie G = g ihre Liealge-
bra und V unsere Darstellung. Jeder GG-stabile Teilraum ist offensichtlich auch
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g-stabil. Jeder unter einem Endomorphismus x € EndV stabilte Teilraum ist
auch unter exp(z) stabil, da er abgeschlossen ist. Jeder g-stabile Teilraum ist da-
mit auch (exp g)-stabil wegen der Kommutativitit des Diagramms in 1.4.10. Da-
mit ist er dann auch G-stabil, denn jede zusammenhingende Liegruppe wird vom
Bild ihrer Exponentialabbildung erzeugt nach 1.2.20 oder ausfiihrlicher nach dem
Beweis von 1.2.22. O

Definition 2.2.11. Eine Darstellung einer Liealgebra heif3t einfach oder gleichbe-
deutend irreduzibel, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte Unterdarstel-
lung die Nulldarstellung ist.

Korollar 2.2.12. Gegeben jede zusammenhdngende Liegruppe liefert das Ableiten
von Darstellungen eine Einbettung auf Isomorphieklassen

stetige reelle Darstellungen

Einfache endlichdimensionale
1
unserer Liegruppe

Einfache Darstellungen
ihrer Liealgebra

Beweis. Einfache Darstellungen bleiben einfach beim Ubergang zur Liealgebra
nach 2.2.9, nichtisomorphe bleiben nichtisomorph nach 2.2.3. [

2.2.13. Gegeben ein R-Vektorraum V' gibt es auf der Menge V' x V' genau eine
Struktur als C-Vektorraum derart, dafl die Einbettung in die erste Komponente
can: V — V x V, v — (v,0) reell-linear ist und daf fir die Multiplikation mit
i e Cgilti(v,0) = (0,v). Wir bezeichnen diesen C-Vektorraum mit

V(C

und nennen ihn die Komplexifizierung des R-Vektorraums V. Weiter kiirzen wir
meist (v,0) = v ab und kénnen dann jedes Element von V' eindeutig schreiben in
der Form v-+iw mitv,w € V. Das Vorschalten unserer Einbettung can : V < V©
liefert fiir jeden C-Vektorraum eine Bijektion Homc (V' W) = Homg(V, W)
und allgemeiner auch auf Rdumen multilinearer Abbildungen Bijektionen

Modc(VE Y ... Y VE W) S Homg(Vy Y ... Y V,, W)

Die Abbildung ¢ : VC — V€ gegeben durch (v +iw) — (v — iw) fiir beliebige
v,w € V ist schieflinear, als da heift, sie erfiillt die Regel ¢(za) = Zc(a) fir
alle z € C und a € V®, und fiir jeden c-stabilen komplexen Teilraum W C V©
entspricht die reell-lineare Einbettung ¢ — V'C der Fixpunkte von c in W nach
V€ unter obiger Bijektion einem Isomorphismus (17/¢)¢ = 1. Noch allgemeiner
liefert sogar fiir jeden komplexen Vektorraum 1/ mit einer schieflinearen Invo-
lution ¢ die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus (W¢)© = W von
komplexen Vektorrdumen.
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Ergdnzung 2.2.14. Eine alternative und besser verallgemeinerbare Konstruktion
der Komplexifizierung wird in [LA2] 6.1.42 besprochen. Ist genauer V' ein reel-
ler Vektorraum, so ist der mithilfe des Tensorprodukts konstruierte Vektorraum
C ®g V kanonisch isomorph zur hier sozusagen zu Fuf konstruierten Komplexi-
fizierung von V.

2.2.15. Fiir jede reelle Algebra A ist ihre Komplexifizierung A® mit der induzier-
ten Verkniipfung eine komplexe Algebra und die Komplexifizierung jeder reel-
len Liealgebra ist offensichtlich eine komplexe Liealgebra. Ist schlielich B eine
komplexe Algebra und A — B ein Morphismus von reellen Algebren, so ist die
induzierte komplexlineare Abbildung A®© — B nach dem Vorhergehenden ein
Morphismus von komplexen Algebren.

Korollar 2.2.16. Fiir jede zusammenhdngende Liegruppe liefert das Differenzie-
ren gefolgt von der kanonischen Erweiterung auf die Komplexifizierung der Lie-
algebra eine Einbettung von Isomorphieklassen

Einfache endlichdimensionale Einfache Darstellungen
stetige komplexe Darstellungen — ihrer komplexifizierten
unserer Liegruppe Liealgebra

Beweis. Ist G eine Liegruppe und p : G — GL(V) eine stetige Darstellung durch
Automorphismen eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraums, so liefert
das Differential beim neutralen Element einen Homomorphismus von reellen Lie-
algebren dp : LieG — End¢(V). Vermittels der universellen Eigenschaft der
Komplexifizierung konnen wir diesen Homomorphismus auf genau eine Weise zu
einer komplexlinearen Abbildung

(Lie G)® — Ende(V)

fortsetzen, die dann offensichtlich ein Homomorphismus von komplexen Liealge-
bren alias eine Darstellung der komplexen Liealgebra (Lie G)* sein muB. Das ist
die Darstellung von (Lie )€, die im Korollar gemeint ist. Natiirlich ist ein kom-
plexer Teilraum W C V stabil unter Lie G genau dann, wenn er stabil ist unter
(Lie G)€. Zusammen mit 2.2.9 folgt das Korollar. O

Ubungen

Ubung 2.2.17. Sind V, W Darstellungen einer Gruppe iiber einem Kéorper k, so
sind die Verflechtungsoperatoren genau die Invarianten im Raum aller linearen
Abbildungen unter der Operation durch Konjugation, in Formeln gilt also

Mody, ¢(V, W) = Homy(V, W)“
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Ubung 2.2.18. Sind V, W Darstellungen einer Liealgebra g iiber einem Korper
k, so wird der Homomorphismenraum Homy, (V, W) eine Darstellung von g durch
die Vorschrift (z f)(v) = z(f(v))—f(zv) Vz € g,v € Vund f € Homy(V, W),
und mit dieser Operation von g auf dem Homomorphismenraum gilt

Mody.4(V, W) = Homy (V, W)®

Die Sinnhaftigkeit der hier auf Homy(V, W) erklérten g-Operation wird durch
2.1.15 belegt.

Vorschau 2.2.19. Diese Ubungen erweisen sich beide als Spezialfille der natiirli-
chen Bijektion M(V, W) = M(Y,V=W) in einer Schmelzkategorie M mit
internem Hom und, wenn wir statt einer Bijektion sogar einen Vektorraumisomor-
phismus erhalten wollen, einer k-linearen Schmelzkategorie mit internem Hom.

2.3 Einfache Darstellungen der Spingruppe

2.3.1. Jetzt konnen wir auch unser Versprechen einlosen und die Klassifikation
1.1.17 der einfachen Darstellungen der Drehgruppe herleiten. Wir beginnen dem
einfacheren Fall der Spingruppe SU(2).

Satz 2.3.2 (Einfache Darstellungen der Spingruppe). Bis auf Isomorphismus
gibt es in jeder Dimension genau eine irreduzible stetige komplexe Darstellung
der Spingruppe, die Dimension liefert mithin eine Bijektion

Einfache endlichdimensionale komplexe
Darstellungen der Spingruppe SU(2)

} > {1,2,3,...}

2.3.3. Ich meine hier auf der linken Seite genauer Darstellungen bis auf Isomor-
phismus und habe das nur nicht explizit dazugeschrieben, um die Notation nicht
zu iiberladen. Dieser Satz gilt im Gegensatz zum entsprechenden Satz im Fall der
Drehgruppe SO(3) nicht analog fiir reelle Darstellungen. Zum Beispiel besitzt die
Spingruppe keine reelle stetige irreduzible Darstellung der Dimension Zwei, wie
Sie in der folgenden Ubung 2.3.10 zeigen sollen.

Beweis. Natiirlich operiert GL(2; C) auf der komplexen Ebene C?. Damit operiert
unsere Gruppe auch auf dem Raum Ens(C?, C) aller Abbildungen P : C* — C,
der so eine unendlichdimensionale komplexe Darstellung wird. In Formeln wird
diese Operation gegeben durch die Formel

(gP)(v) = P(g~'v) Vv e C? g€ GL(2;C)

Sie ist dquivalent zur vielleicht anschaulicheren Bedingung (¢gP)(gv) = P(v).
Der Teilraum L(m) := C[X,Y]™ C C[X, Y] aller polynomialen Abbildungen,
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die homogen sind vom Grad m, ist in diesem Abbildungsraum eine Unterdarstel-
lung der Dimension (m + 1) mit der Basis Y, XY™ ! ... X™ Die Operati-
on von GL(2; C) auf dieser Unterdarstellung ist offensichtlich stetig. Wir wollen
nachweisen, sie eine irreduzible Darstellung von SU(2) ist. Dazu erinnern wir, daf3
die abgeleitete Operation einer Elements A der Liealgebra nach 2.1.10 gegeben
wird durch das Anwenden des formal-algebraischen Differentialoperators

(—CLHX — CL12Y)8:L« -+ (—CL21X — CL22Y>ay

Diese Formeln liefern also eine Operation der Liealgebra gl(2; C) auf dem Po-
lynomring C[X,Y]. Diese Operation ist offensichtlich sogar komplexlinear und
macht insbesondere den komplexen Vektorraum C[X, Y] zu einer Darstellung der
komplexen Liealgebra gl(2; C). Wir miissen nach 2.2.9 nur nachweisen, dafl L(m)
in Bezug auf diese Operation keinen echten unter su(2) = Lie(SU(2)) stabilen
komplexen Untervektorraum hat auBer dem Nullraum. Gleichbedeutend reicht es
zu zeigen, daB L.(m) eine irreduzible Darstellung der komplexen Unterliealgebra
(su(2))c C gl(2; C) ist. Nun erinnern wir

su(2) = {A € Mat(2;C) [trA=0,A=—-A"}

und beachten su(2)Nisu(2) = 0 und folgern mit Dimensionsvergleich (su(2))c =
s[(2;C). Wir miissen also zeigen, daB3 L(m) eine irreduzible Darstellung von
5[(2; C) ist. Unter unserer Operation wirken, wie oben ausgerechnet, die Elemente

I I P (i

von s((2; C) wie die Differentialoperatoren —X 0, + Y 0, —Y 0, und — X 9,. Ins-
besondere bilden die Vektoren Y™, XY™~1 . X™ eine Basis von L(m) aus
Eigenvektoren von h zu den Eigenwerten m, m — 2, ..., —m und e und f indu-
zieren Isomorphismen zwischen Eigenrdumen zu benachbarten Eigenwerten. Die
Darstellung L(m) von s((2; C) ist damit in der Tat irreduzibel, denn jede von Null
verschiedene Unterdarstellung muf3 nach [LA1] 6.6.19 einen Eigenvektor von h
enthalten und damit bereits die ganze Darstellung sein. Um zu zeigen, daf} un-
sere Gruppe keine anderen irreduziblen komplexen Darstellungen besitzt, reicht
es nach 2.2.16, dasselbe fiir ihre komplexifizierte Liealgebra zu priifen. Nun ist
wegen su(2) Nisu(2) = 0 der von der Einbettung su(2) — sl(2;C) indu-
zierte Homomorphismus von komplexen Liealgebren sogar ein Isomorphismus
su(2)® = 51(2; C) und wir zeigen gleich anschlieBend als Satz 2.3.5, daB sl(2; C)
nicht noch weitere irreduzible endlichdimensionale Darstellungen hat. Damit ist
dann auch unser Beweis hier zu Ende. 0
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Ergidnzung 2.3.4. In der Physik lernt man die hier mit e und f bezeichneten
Elemente auch als Leiteroperatoren oder Kletteroperatoren kennen. Die aus
der Physik vertrauten weniger iibersichtlichen Formeln werden Sie jedoch erst in
2.5.22 sehen, wenn wir ein invariantes Skalarprodukt wihlen und zu einer Ortho-
normalbasis iibergehen. In der Physik rechnet man auch oft mit den sogenannten
Pauli-Matrizen

(01 (0 i (1 0
1=4\10)27\i o) 7 \o =1

die eine C-Basis von s((2; C) und eine R-Basis von isu(2) bilden.

Satz 2.3.5 (Einfache Darstellungen von s((2; C)). 1. Zu jeder positiven
endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphismus genau eine einfache
Darstellung der Liealgebra s1(2; C);

2. Ist e, h, f eine Basis von sl(2;C) mit [h,e] = 2e und [h, f] = —2f und
le, f] = h, so zerfiillt jede einfache Darstellung L der Dimension m + 1
unter h in eindimensionale Eigenrdume

L=L,®Ly2®...®Ls,, ®L_,,

zu den ganzzahligen Eigenwerten m, m — 2, ...,2 —m, —m, und aus L; #
0% Ljiofolgt f: Liro = Lj sowiee : L; = Ljio.

2.3.6. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3 sind die triviale
Darstellung C, die Standarddarstellung C? und die ,,adjungierte Darstellung®, die
wir in 2.1.12 eingefiihrt haben. Eine explizite Beschreibung der anderen einfachen
Darstellungen wird im Beweis gegeben.

Ergdnzung 2.3.7. Der Satz gilt mit demselben Beweis allgemeiner iiber jedem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik Null und er folgt daraus oh-
ne Schwierigkeiten tiber jedem Korper der Charakteristik Null. In positiver Cha-
rakteristik sind die Verhéltnisse jedoch komplizierter.

Beweis. Dal} es zu jeder endlichen Dimension eine einfache Darstellung L(m)
mit den versprochenen Eigenschaften gibt, wissen wir bereits aus dem Beweis
von 2.3.2. Explizit 148t sich eine derartige Darstellung auch mit etwas weniger
Vorzeichen angeben. Die Liealgebra s((2; C) hat ja die Basis

0 1 10 0 0
=00y =0 %) =00)
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und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [k, e] = 2e,
[h, f] = —2f, [e, f] = h. Mithilfe der Produktregel fiir formale partielle Ablei-
tungen priift man leicht explizit, daB die Abbildung p : s[(2;C) — gl(C[X,Y])
gegeben durch die Vorschrift

ple) = X0,
p(f) = Yo,
p(h) = X0,—Y0,

eine Darstellung der Liealgebra s[(2; C) ist, daB die homogenen Polynome von
festem Totalgrad m eine Unterdarstellung L(m) = C[X, Y]™ der Dimension d =
m + 1 mit Basis w; = Y?X™ % fiir i = 0, ..., m bilden. In dieser Basis wird die
Operation von s((2; C) auf L(m) beschrieben durch die Formeln

ecw; = iwi_l
fwi = (m — i)wi+1
hw; = (m — 2i)w;

WO Wir w_; = w1 = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach, denn
jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 # U C L(m) enthilt notwendig
einen Eigenvektor zu h, also eines der w;, und daraus folgt sofort U = L(m).
Damit haben wir nun auch in etwas iibersichtlicherer Weise zu jeder endlichen
Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Wir miissen jedoch noch zei-
gen, dal} je zwei einfache Darstellungen derselben endlichen Dimension isomorph
sind. Sei dazu zunichst p : s1(2; C) — gl(V) irgendeine Darstellung. Bezeichne
V,, = ker(p(h) — p) den Eigenraum von p(h) zum Eigenwert p € C. So gilt

eV, CVyre und fV, CV,

denn aus hv = pv folgt hev = ehv + [h, e]v = epv + 2ev = (u + 2)ev und der
zweite Fall ergibt sich édhnlich aus [h, f] = —2f. Ist V' endlichdimensional und
V' # 0, so gibt es sicher A € C mit V), # 0 aber V), = 0. Fiir v € V), folgt dann
ev = 0 und hv = \v. Wir schreiben fv fiir den Vektor, der aus v durch i-maliges
Anwenden von f entsteht. Man priift per Induktion die Formeln

hfiv = (A—2)f' fiir alle ¢ > 0,
effo = i(A—i+1)f"t firalle: > 1.

Die erste folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis fV,, C V,_,, fiir die zweite
mul} etwas mehr gerechnet werden. Insbesondere ist nach diesen Formeln der von
den f'v mit i > 0 aufgespannte Teilraum eine Unterdarstellung. Ist V' zusitzlich
einfach und v # 0, so miissen die f‘v demnach ganz V' aufspannen. Gilt fv # 0,
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Die einfachen endlichdimensionalen Darstellungen von s((2; C) in zwei Basen.
Die nach rechts weisenden Pfeile stellen jeweils die Operation von e dar, die
nach links weisenden Pfeile die Operation von f und die Schlaufen die Operation
von h.
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Die Operation auf dem von den v; = f'v aufgespannten Teilraum, in derselben
Weise zu interpretieren wie die obenstehenden Darstellungen.
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so sind v, fv..., fiv Eigenvektoren von h zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten und damit linear unabhéngig. Da wir V' endlichdimensional angenommen
hatten, gibt es folglich d > 1 mit f% = 0. Wihlen wir d kleinstméglich, so ist
v, fu, ..., f4 v eine Basis von V, also d = dim V. Weiter folgt aus fév = 0
auch 0 = ef% = d(A — d + 1) f¥'v und mithin A = d — 1, da wir ja d # 0 und
fé=ly #£ 0 vorausgesetzt hatten. Damit haben wir gezeigt, daB je zwei einfache
Darstellungen von s((2; C) derselben endlichen Dimension d isomorph sind, da
nimlich die Matrizen von p(e), p(f) und p(h) in der Basis v, fv, ..., f& v nur
von d abhingen. O

2.3.8. Die expliziten Formeln fiir die einfachen endlichdimensionalen Darstellun-
gen der s((2; C) gefallen mir noch besser bei Parametrisierung der Basis nach den
Eigenwerten von h. Setzen wir genauer w; = u,,_o;, so erhalten wir fiir L(m) ei-
ne Basis bestehend aus u,,, 2, . . ., u_,, und die Operation unserer Liealgebra
wird gegeben durch die Formeln

eu; = ((m—j)/2)ujo
fui = ((m+7)/2)uj—
hUj = jUj

Satz 2.3.9 (Einfache Darstellungen der ridumlichen Drehgruppe). Die ein-
fachen endlichdimensionalen stetigen komplexen Darstellungen der Drehgruppe
werden klassifiziert durch ihre Dimension. Genauer liefert die Dimension eine
Bijektion

Einfache endlichdimensionale komplexe ~

{ Darstellungen der Drehgruppe SO(3) } = L35,

Beweis von 2.3.9. Wir erinnern uns an die stetige Surjektion SU(2) — SO(3) mit
Kern {+1,—1} aus 1.6.2. Das Zuriickholen mit dieser Surjektion liefert nach der
universellen Eigenschaft surjektiver Gruppenhomomorphismen [LA2] 4.2.1 eine
Bijektion zwischen Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der Drehgruppe
und denjenigen Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der Spingruppe, auf
denen das Negative der Einheitsmatrix trivial operiert. Nach [AN1] ?? alias, in
der angemessenen Terminologie gesagt, da nach [AN3] ?? eine stetige Surjektion
von einem Kompaktum auf einen Hausdorffraum stets final ist, liefert diese Bijek-
tion auch eine Bijektion zwischen den entsprechenden Isomorphieklassen einfa-
cher stetiger Darstellungen. Das sind aber nach dem vorhergehenden offensicht-
lich genau die Darstellungen L(m) = C[X, Y] fiir gerades m alias die einfachen
stetigen Darstellungen ungerader Dimension der Spingruppe. [
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Ubungen

Ubung 2.3.10. Man zeige, daB die Spingruppe keine reelle stetige irreduzible Dar-
stellung der Dimension Zwei besitzt. Hinweis: Man zeige zunéchst, daf} jede kom-
pakte zusammenhingende Untergruppe von GL(RR; n) in SL(IR; n) enthalten sein
mulB, und argumentiere dann mit der Dimension.

Ergiinzende Ubung 2.3.11. Eine endlichdimensionale Darstellung V' von s((2; C)
derart, dal weder Null noch Eins Eigenwerte von h = diag(1, —1) sind, in For-
meln Vy = V; = 0, kann nur die Nulldarstellung V' = 0 sein.

leuflg 2.3.12. Man zeige: Ist ¢, h, f eine Basis von s[(2; C) mit [ﬁ, €] = 2¢ und
[h, f] = —2f, so gilt [é, f] = ch fiir einen Skalar ¢ # 0.

Erginzende Ubung 2.3.13. Die Ridume Lg(m) = R[X, Y]™ aller homogenen Po-
lynomfunktionen auf R? vom Grad m sind unter der von der offensichtlichen Wir-
kung von SL(2; R) auf R? induzierten Operation einfache reelle Darstellungen der
Gruppe SL(2; R) und jede stetige einfache endlichdimensionale Darstellung von
SL(2; R) ist isomorph zu genau einer dieser Darstellungen. Hinweis: 2.3.6.

Ergiinzende Ubung 2.3.14. Gegeben ein beliebiger Korper k und eine Darstellung
p :sl(2;k) — gl(V) der Lie-Algebra sl(2; k) mit ihrer Standardbasis e, h, f mit
Kommutatoren [h, €] = 2e, [h, f] = —2f, [e, f| = h liefert der in der assoziativen
Algebra Endy (V') zu interpretierende Ausdruck

p(f)p(e) + p(h)(p(h) +2)

einen mit der Operation unserer Liealgebra vertridglichen Endomorphismus von
V. Im Fall der einfachen (m + 1)-dimensionalen Darstellung L(m) der Liealgebra
s[(2; C) ist dieser Endomorphismus die Multiplikation mit dem Skalar m(m + 2).
Hinweis: Tapfer rechnen. Dieser Operator ist im iibrigen das einfachste Beispiel
eines sogenannten Casimir-Operators, vergleiche [HL] 2.1.17.

Erginzende Ubung 2.3.15. Man betrachte die Lie-Algebra s[(2; k) mit ihrer Stan-
dardbasis e, h, f und Kommutatoren [h, e] = 2e, [h, f| = —=2f, [e, f]| = h. Man
priife per Induktion, daf} allgemeiner als im Beweis von Satz 2.3.5 fiir jeden Vek-
tor v einer Darstellung besagter Liealgebra mit ev = 0 gilt

hfv = fi(h—2i)v fiir alle i > 0,
effo = ift Y (h—i+1)v firalle: > 1.

Erginzende Ubung 2.3.16. Man zeige, daB jede endlichdimensionale Darstellung
V der Lie-Algebra sl(2; C) eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen
ist. Hinweis: Man zerlege besagte Darstellung zunéchst in die Hauptrdume des in
2.3.14 eingefiihrten Casimiroperators und ziehe sich so auf den Fall zuriick, daf3
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die einfachen Subquotienten unserer Darstellung V' paarweise isomorph sind, sa-
gen wir zu L(m). Dann zeige man, daB f™ einen Isomorphismus Hau(h;m) =
Hau(h; —m) zwischen den Hauptraumen von h zu den entsprechenden Eigenwer-
ten liefert. SchlieBlich folgere man aus 2.3.15 unter Verwendung von f™ 1y = 0,
daB h auf Hau(h; m) diagonal operiert, und argumentiere von da ausgehend. Man
zeige dasselbe Resultat auch im Fall reeller Koeffizienten und, wenn man in Al-
gebra bewandert ist, iiber einem beliebigen Grundkorper der Charakteristik Null.
Eine Verallgemeinerung des Resultats auf allgemeinere, sogenannte ,,halbeinfa-
che* Liealgebren wird in [HL] 2.1.6 gezeigt.

Ergiinzende Ubung 2.3.17. Jede endlichdimensionale Darstellung der Liegruppen
SU(2) und SO(3) und SL(2;R) ist eine direkte Summe einfacher Unterdarstel-
lungen. Hinweis: 2.3.16. Im Fall der beiden ersten Gruppen wird 2.4.12 einen
alternativen Zugang liefern.

Ubung 2.3.18. Man betrachte die Darstellung von GL(n; R) auf dem reellen Vek-
torraum R[ X1, ..., X,,](¥ der homogenen Polynome vom Grad d durch

(gP)(z) = P(g"'z) Vx € R", g € GL(m;R)

und zeige, daB in der abgeleiteten Darstellung der Liealgebra die Basismatrix E;;
mit einer Eins in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte und Null sonst wie der Differen-
tialoperator — X ;0; operiert. Es scheint mir nun offensichtlich, da8 wir mit diesen
Operatoren jedes von Null verschiedene homogene Polynom in ein von Null ver-
schiedenes homogenes Monom {iberfiihren konnen, und ein solches Monom in
jedes andere vom selben Grad. Man folgere, daf} diese Darstellungen simtlich
irreduzibel sind.

Ergiinzende Ubung 2.3.19. Fiir alle n > 1 bilden die homogenen Polynome vom
Grad d eine irreduzible Darstellung

OUC™) = C[Xy, ..., X, ] @

der Gruppe GL(n; C) sowie ihrer Untergruppen GL(n;R) und U(n). Fir n > 2
bleiben sie irreduzibel unter SL(n; C), SL(n;R) und SU(n). In der Tat besteht
Lie SU(n) aus den Fixpunkten einer schieflinearen Involution auf Lie SL(n;C)
und die Einbettung liefert folglich einen Isomorphismus

Liec SU(n) = Lie SL(n; C)

Auf diese Weise konnen wir uns auf SL(n; C) und dann sogar GL(n; C) zuriick-
ziehen. Nun iiberlegt man sich wie in 2.3.18, dal die Standardmatrizen £;; der
Lie-Algebra gl(n; C) als die Differentialoperatoren —X;0; wirken. Es scheint mir
nun offensichtlich, da3 wir mit diesen Operatoren jedes von Null verschiedene ho-
mogene Polynom in ein von Null verschiedenes homogenes Monom iiberfiithren
konnen, und ein solches Monom in jedes andere vom selben Grad.
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2.4 HaarmaB fiir Matrixliegruppen

Definition 2.4.1. Eine stetige positive Dichte auf einer Mannigfaltigkeit ist ein
Borelmal3, dessen Restriktion auf jede Karte durch das Produkt des Lebesgue-
Mafes mit einer stetigen positiven Funktion dargestellt werden kann.

2.4.2. Gegeben ein Diffeomorphismus von Mannigfaltigkeiten ¢ : M = N ist
das BildmaB ¢, s einer stetigen positiven Dichte auf M offensichtlich eine stetige
positive Dichte auf N.

Beispiel 2.4.3. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum X und eine
k-Mannigfaltigkeit M C X und eine stetige k-Form w : M — Alt*(X) gibt es
genau eine stetige positive Dichte |w| auf M mit der Eigenschaft, daB fiir jede
Karte ¢ : W — M ihre Restriktion auf die Karte gegeben wird durch das Produkt
des Lebesgue-MalBes mit der Funktion |(¢*w)(eq, ..., ex)| auf W. Man sieht das
leicht vermittels unserer Regel fiir das Verkleben von MafBlen [AN3] 1.1.42 und
der Transformationsformel [AN2] 5.2.8 und der Formel [AN2] 9.2.16 fiir den
Riickzug von Volumenformen.

Definition 2.4.4. Ein Haar’sches MaB, genauer ein linksinvariantes Haar’sches
MaB und kurz ein HaarmaB auf einer Matrixliegruppe G ist eine stetige positive
Dichte p auf G im Sinne von 2.4.1 mit u(xA) = u(A) fir alle x € G und alle
Borelmengen A C G.

Vorschau 2.4.5. Ganz allgemein definiert man ein Haarmal auf einer topologi-
schen Gruppe als ein von Null verschiedenes nichtnegatives linksinvariantes ,,Ra-
donmal* und zeigt seine Existenz und Eindeutigkeit bis auf eine multiplikative
Konstante fiir beliebige lokal kompakte Hausdorff’sche topologische Gruppen,
vergleiche [TM] 4.3.2 und [TM] 4.3.3. In unserem speziellen Fall entsprechen
nun nach dem Riesz’schen Darstellungssatz [TM] 4.2.4 Radonmale eineindeutig
BorelmaBlen, weshalb unser Haarmal hier auch im Sinne der allgemeinen Defini-
tion ein Haarma@ ist.

Satz 2.4.6 (Existenz und Eindeutigkeit Haar’scher Mabe). Auf jeder Matrix-
liegruppe gibt es ein Haarmaf3 im Sinne einer linksinvarianten positiven Dichte,
und je zwei derartige Dichten unterscheiden sich hochstens um einen positiven
konstanten reellen Faktor.

2.4.7. Die hier behauptete und bewiesene Eindeutigkeitsaussage ist schwicher als
in [TM] 4.3.3, da wir die Eindeutigkeit nur unter stirkeren Annahmen zeigen. Sie
werden aber sehen, dal man auch mit dieser schwécheren Aussage schon recht
weit kommen kann. Den Fall allgemeiner Liegruppen diskutieren wir in 5.9.23.
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Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, da sich je zwei stetige positive Dichten offen-
sichtlich nur um das Produkt mit einer stetigen positiven Funktion unterscheiden,
die im Fall von zwei HaarmaBlen ebenfalls linksinvariant und damit konstant sein
muB. Um die Existenz zu zeigen, erinnern wir die Einbettung G & Aut(V') unse-
rer Matrixliegruppe. Sei k£ die Dimension von G. Sicher gibt es eine alternierende
k-Multilinearform w, € Alt*(End V') mit der Eigenschaft, daB ihre Restriktion
we € Alt"(T,G) nicht verschwindet. Wir wihlen sie beliebig aber fest und er-
kldren eine k-Form oder genauer ein Feld von k-Formen w auf Aut(V') durch die
Vorschrift

-1, ) T

wy = (g We

in der Notation aus [AN2] 9.1.13. So erhalten wir eine stetige k-Form w auf
Aut (V') mit der Eigenschaft (h-)*w = w alias (h) : w ~ w fiir alle h € Aut(V).
Das in 2.4.3 erklirte zugehorige MaB |w| auf der eingebetteten k-Mannigfaltigkeit
G ist dann die gesuchte positive stetige linksinvariante Dichte. [

Beispiel 2.4.8. Wir erhalten ein HaarmaB auf GL(n;R), indem wir das gewohn-
liche Lebesgue-MaBl von Mat(n;R) einschrinken und mit der Funktion A +—
| det A|~" multiplizieren. Speziell ist |z|~! dz ein HaarmaB auf der multiplikati-
ven Gruppe R*.

2.4.9. Auf einer kompakten Matrixliegruppe G ist jedes Haarmal} ;o auch rechts-
invariant, in Formeln p(Ag) = p(A) fir alle ¢ € G. In der Tat ist fiir jedes
feste ¢ € G mit p auch die Vorschrift A — 11(Ag) ein linksinvariantes HaarmaB,
also gibt es nach 2.4.6 eine Konstante ¢, mit ;(A) = c,u(Ag) fir alle A. Fir
kompaktes G gilt aber 0 < u(G) < oo. Setzen wir also in der vorhergehenden
Gleichung A = G, so folgt wie gewiinscht ¢, = 1.

Lemma 2.4.10. Auf jeder endlichdimensionalen stetigen reellen oder komplexen
Darstellung einer kompakten Matrixliegruppe gibt es ein invariantes Skalarpro-
dukt.

2.4.11. Dieselbe Aussage folgt fiir jede endlichdimensionale stetige reelle oder
komplexe Darstellung einer beliebigen ,.kompakten topologischen Gruppe* im
Sinne von [TM] 2.1.4, da deren Bild in der Automorphismengruppe besagter Dar-
stellung ja nach 1.2.3 und [TM] 1.5 eine kompakte Matrixliegruppe sein muf3.

Beweis. Bezeichne K unsere kompakte Matrixliegruppe und V' unsere Darstel-
lung. Nach 2.4.6 gibt es ein HaarmaB8 p auf K. Da K kompakt ist, ist nach [AN3]
1.6.15 jede stetige Funktion integrierbar. Ist nun b : V' x V' — C irgendein Ska-
larprodukt, so liefert die Formel

(0, w) = /K b(go, gw) ulg)
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ein K -invariantes Skalarprodukt, es gilt also (gv, gw) = (v,w) Vg € K. Damit
das richtig ist, muf} a priori p ein rechtsinvariantes Haarmal} sein. Im kompakten
Fall wissen wir aber bereits, daf3 linksinvariante HaarmafBe auch rechtsinvariant
sind und umgekehrt. [

Satz 2.4.12 (Vollstindige Reduzibilitit). Jede stetige Darstellung endlicher Di-
mension einer kompakten Matrixliegruppe ist eine direkte Summe von einfachen
Unterdarstellungen.

Ergdnzung 2.4.13. Fiir diejenigen Leser, die den Begriff einer topologischen Grup-
pe kennen, ist die Verallgemeinerung dieses Satzes auf kompakte topologische
Gruppen offensichtlich, da deren Bild in der Automorphismengruppe des Darstel-
lungsraums nach 1.2.3 bereits eine Matrixliegruppe sein muf3. Eine Verallgemei-
nerung auf unendlichdimensionale Darstellungen wird in ?? diskutiert.

2.4.14. Die Frage, inwieweit eine derartige Zerlegung in eine direkte Summe ein-
facher Unterdarstellungen eindeutig ist, wird im kommenden Abschnitt und dort
insbesondere in 2.5.7 und 2.5.10 diskutiert.

Beweis. Nach dem im folgenden bewiesenen Lemma 2.4.10 finden wir auf un-
serer Darstellung stets ein unter der Gruppenoperation invariantes Skalarprodukt.
Nun argumentieren wir durch Induktion iiber die Dimension unserer Darstellung.
Ist sie Null, so ist nichts zu zeigen. Sonst besitzt sie eine einfache Unterdarstel-
lung, und deren orthogonales Komplement ist auch eine Unterdarstellung, auf die
wir dann nur noch die Induktionsannahme anzuwenden brauchen. 0

2.4.15. Unser Satz 2.4.12 iiber die vollstandige Reduzibilitét gilt sowohl fiir reelle
wie auch fiir komplexe Darstellungen. Im Fall der einelementigen Gruppe besagt
der Satz schlicht, daB sich jeder endlichdimensionale Vektorraum als eine direk-
te Summe von eindimensionalen Teilrdumen schreiben 148t. Ein rein algebrai-
scher Beweis fiir eine analoge Aussage im Fall von Darstellungen der Liealgebra
5(2; C) wird in Ubung 2.3.16 erklirt. Wenn wir diese algebraische Aussage aus
dem vorhergehenden Satz 2.4.12 ableiten wollen, muf3 jedoch der Satz zur Ver-
fiigung stehen, nach dem jede endlichdimensionale Darstellung der Liealgebra
su(2) zu einer Darstellung der Liegruppe SU(2) integriert werden kann.

Beispiel 2.4.16. Die offensichtliche zweidimensionale Darstellung von

SIS

auf R? 1Bt sich nicht als direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen schrei-
ben, denn sie hat nur eine einzige eindimensionale Unterdarstellung, die Gerade
R e;. Die Kompaktheit der dargestellten Gruppe ist also fiir unseren Satz 2.4.12
wesentlich.
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Ubungen

Ubung 2.4.17. Man gebe auf C* und allgemeiner auf GL(n; C) ein HaarmaB an.

Ubung 2.4.18. Es gibt eine linksinvariante Differentialform w auf SL(2; R), deren
Restriktion auf die offene Teilmenge U aller Matrizen (x 3;) mit Determinante Eins
und x # 0 gegeben wird durch die Formel w|; = —dx ANdy Adz.

Ubung 2.4.19. Man zeige: U(n) C GL(n; C) ist eine maximale kompakte Unter-
gruppe und gegeben eine beliebige kompakte Untergruppe K C GL(n; C) gibt es
stets g € GL(n; C) mit gK g~ C U(n). Man zeige auch die analoge Aussage im
Fall O(n) C GL(n;R). Hinweis: 2.4.10. Man zeige auch die analoge Aussage im
Fall U(n) C PGL(n;C) mit PGL(n;C) := GL(n;C)/C* und U(n) dem Bild
von U(n) darin. Hier mag die endliche Uberlagerung SL(n;C) — PGL(n;C)
helfen.

Ubung 2.4.20. Gegeben eine stetige Darstellung p : S' — GL(V) der Kreislinie
S1 durch Automorphismen eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraums
V' zerfillt unser Raum als eine direkte Summe von Teilrdumen

vz@vn

nel

mit V,, = {v € V | p(z)v = z"v Vz € S'}. Hierbei werden dann natiirlich fast
alle der V,, nur aus dem Nullvektor bestehen und die direkte Summe ist im Sinne
von [LA2] 7.8.1 zu interpretieren. Einen alternativen Zugang, der mit sehr viel
weniger Analysis auskommt und stattdessen von der Jordan’schen Normalform
ausgeht, wird in [LA2] 3.3.21 skizziert. Eine Verallgemeinerung auf Tori wird in
2.5.9 besprochen.

2.5 Vollstindig reduzible Darstellungen

Lemma 2.5.1. Jeder Verflechtungsoperator zwischen einfachen Darstellungen ist
entweder die Nullabbildung oder ein Isomorphismus.

2.5.2. Sind insbesondere L. 2 M nichtisomorphe einfache Darstellungen einer
Gruppe G, so folgt Homg(L, M) = 0. Sind L und M dahingegen isomorphe
einfache Darstellungen und ist ¢ : L = M ein Isomorphismus, so liefert das
Nachschalten von ¢ eine Bijektion Endg (L) = Homg(L, M) und das Vorschal-
ten von ¢ eine Bijektion Endg (M) = Home (L, M).

Beweis. Fiir einen Verflechtungsoperator ¢ : L — M ist das Bild stets eine Unter-
darstellung im ¢ C M. Aus ¢ # 0und M einfach folgt also ¢ surjektiv. Fiir einen
Verflechtungsoperator ¢ : L — M ist weiter der Kern stets eine Unterdarstellung
kerp C L. Aus ¢ # 0 und L einfach folgt also ker ¢ = 0 und damit ¢ injektiv.
Sind also M und L beide einfach und ist ¢ nicht Null, so ist ¢ bijektiv. [
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Lemma 2.5.3 (von Schur). Die einzigen Verflechtungsoperatoren zwischen einer
einfachen komplexen endlichdimensionalen Darstellung und ihr selbst sind die
skalaren Vielfachen der Identitiit.

Beweis. Jeder Eigenraum eines Endomorphismus einer Darstellung muf3 eine Un-
terdarstellung sein. Jeder Eigenraum eines Endomorhismus einer einfachen Dar-
stellung ist also der ganze Raum oder der Nullraum. Da jeder Endomorphismus
eines von Null verschiedenen endlichdimensionalen Raums iiber C mindestens
einen Eigenwert hat, folgt das Lemma. O

2.5.4. Fiir jede komplexe endlichdimensionale einfache Darstellung L einer Grup-
pe G liefert unser Schur’sches Lemma in Formeln einen Isomorphismus

C l> EndQG L

vermittels A — Aidy. Eine allgemeinere Variante des Schur’schen Lemmas fin-
det man in [NAS] 3.2.6. Es ist hierbei wesentlich, mit komplexen Darstellungen
oder allgemeiner Darstellungen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper
zu arbeiten: Fiir die durch die Einbettung S' — C* gegebene Darstellung von
S* auf C etwa hitten wir Endg s:C = C, fiir die Einsdarstellung dahingegen
Endg s1 R = R.

2.5.5. Wie bereits der Fall der trivialen Gruppe zeigt, sind die bei einer Zerlegung
einer Darstellung in eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen auftreten-
den Unterdarstellungen im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt: Ein endlichdi-
mensionaler Vektorraum etwa kann auf viele verschiedene Arten als direkte Sum-
me eindimensionaler Teilrdume dargestellt werden. Die folgenden Bemerkungen
erldutern, was im Allgemeinen bei der Zerlegung in eine direkte Summe irredu-
zibler Unterdarstellungen an Eindeutigkeit noch zu retten ist.

Definition 2.5.6. Eine Darstellung einer Gruppe heil3t vollstindig reduzibel oder
auch halbeinfach, wenn sie eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellun-
gen ist.

2.5.7 (Isotypische Zerlegung). Ist I eine endlichdimensionale halbeinfache kom-
plexe Darstellung einer Gruppe G und sind V= Ly & ... L,, und V =
L1 &...® L, zwei Zerlegungen in eine direkte Summe von einfachen Unterdar-
stellungen, so gilt m = m’ und es gibt eine Permutation o € S,,, mit L = L,
fiir alle ¢. In der Tat 148t sich nach 2.5.1 und 2.5.3 die Vielfachheit einer einfachen
Darstellung L als Unterdarstellung in einer solchen Zerlegung darstellen als die
Dimension des Raums von Verflechtungsoperatoren dim¢ Home (L, V'). Weiter
gilt fiir jede einfache Darstellung L von G in unserer Darstellung V' die Gleichheit

von Untervektorrdumen
DL-DL

L;~=L L;%L
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In der Tat lassen sich diese Untervektorrdume wieder nach 2.5.1 beschreiben als
das Erzeugnis der Bilder aller Verflechtungsoperatoren L — V' von unserer ein-
fachen Darstellung L zur gegebenen Darstellung. Wir bezeichnen diesen Unter-
vektorraum mit V;, C V. Er hei3t die isotypische Komponente in IV vom Typ L.
Natiirlich erhalten wir dann fiir V' die Zerlegung in isotypische Komponenten

VZ@VL

Leirr G

wo sich die Summe iiber die Menge irr GG aller Isomorphieklassen von einfachen
endlichdimensionalen komplexen Darstellungen von G erstreckt. Im Fall einer
unitidren Darstellung stehen die isotypischen Komponenten paarweise senkrecht
aufeinander nach 2.5.18.

Ergdinzung 2.5.8. Analoge Aussagen gelten auch fiir nicht notwendig endlich-
dimensionale halbeinfache Darstellungen iiber beliebigen Korpern, ja sogar fiir
halbeinfache Moduln iiber beliebigen Ringen, vergleiche [NAS] 2.3.

Beispiel 2.5.9 (Isotypische Zerlegung fiir Tori). Dies Beispiel verallgemeinert
2.4.20. Ist T" eine kompakte abelsche Matrixliegruppe und V' eine endlichdimen-
sionale stetige komplexe Darstellung von 7', so hat die isotypische Zerlegung die
Gestalt
V= Vi
(T)

wobei y wie angedeutet liber alle Charaktere von 7" alias alle stetigen Gruppen-
homomorphismen 7" — C* lduft und V,, beschrieben werden kann als

Vi={veV]|tv=x(tVteT}

Insbesondere im Fall eines Torus 7" heilen die y € X(7") mit V,, # 0 die Gewichte
von 7" in V und werden nach franzosisch poids auch notiert in der Form

P(V) =Pr(V) = {x € X(T) | Vy # 0}

Die isotypischen Komponenten V), ihrerseits heilen, immer noch im Fall der Dar-
stellungen einer kompakten abelschen Liegruppe, die Gewichtsriume unserer
Darstellung.

Satz 2.5.10 (Kanonische Zerlegung). Seien K eine kompakte Matrixiegruppe
und irr K ein Reprdsentantensystem fiir die Isomorphieklassen komplexer ein-
facher Darstellungen von K. So liefert fiir jede komplexe endlichdimensionale
Darstellung V von K das Auswerten einen Isomorphismus

P LocHomek(LV) = V

Leirr K
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2.5.11. Unter diesem Isomorphismus entspricht L ®¢ Home i (L, V') gerade der
L-isotypischen Komponente V7, von V" aus 2.5.7.

Beweis. Gilt der Satz fiir zwei Darstellungen V' und W, so offensichtlich auch fiir
ihre Summe V' @& W. Da nach 2.4.12 unsere Darstellung in eine direkte Summe
einfacher Unterdarstellungen zerfillt, miissen wir ihn damit nur noch fiir V' ein-
fach zeigen. In diesem Fall folgt er aber aus der Schur’schen Lemma 2.5.1. 0

Satz 2.5.12 (AuBere Algebra und orthogonale Gruppe). Gegeben ein euklidi-
scher Vektorraum V' gilt:

1. Alle von Null verschiedenen dufleren Potenzen /\Z V' sind irreduzibel als
Darstellungen von O(V), ja sogar ihre Komplexifizierungen \' VC sind es;

2. Im Fall dim' V' # 2i sind die /\Z VC auch irreduzibel als Darstellungen von
SO(V). Im Fall diimV = 2i > 0 dahingegen ist \" V' eine direkte Summe
von zwei irreduziblen Darstellungen von SO(V).

Beweis. Sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis. Schrinken wir die Operation der
orthogonalen Gruppe ein auf die Untergruppe {1, —1}*"™ der Vorzeichenwechsel
der Basisvektoren, so sind die simultanen Eigenrdume in A V€ die von den v; fiir
I C {1,...,n} erzeugten Geraden. Jede von Null verschiedene Unterdarstellung
enthilt also einen dieser Vektoren und ist folglich eines der A" V*. Operiert nur
SO(V'), so haben wir nur die Gruppe der Wechsel einer geraden Zahl von Vor-
zeichen zur Verfiigung und die simultanen Eigenrdume in /\ V' sind die von den
vrund v fiir I C {1,...,n} erzeugten Ebenen. Diese Erkenntnis erledigt bereits
den Fall dim V' # 2i. Im Fall dim V' = 2i schlie8lich liegen fiir [/| = i sowohl
vy als auch vy in /" V' und der Hodgeoperator 2.5.13 stabilisiert die von diesen
beiden ,. komplementidren‘ Dachprodukten aufgespannte Ebene und operiert dar-
auf mit zwei verschiednenen Eigenwerten. Jede irreduzible Unterdarstellung muf}
folglich mindestens einen Hodge-Eigenraum in mindestens einer dieser Ebenen
umfassen und dann sieht man leicht, daf sie bereits mit diesem Hodge-Eigenraum
in A\’ VC iibereinstimmt. O

2.5.13 (Hodgeoperator). Seien V' ein pseudoeuklidischer reeller Vektorraum der
Dimension n und L seine Lingengerade und GO(V) := R* O(V) die Grup-
pe seiner linearen Ahnlichkeiten. Die kanonische symmetrische Bilinearform ist
eine nichtausgeartete Paarung V' x V' — L#? und liefert einen Isomorphismus
V 5 Ve L®2, Das Dachprodukt liefert nichtausgeartete Paarungen A"V x
ANV — A"V.In [LA2] 6.4.12 haben wir einen natiirlichen Isomorphismus
NV = org(V) @ L®™ angegeben. Zusammen mit der Vertauschung von #dufe-
rer Potenz und Dualisieren aus [LLA2] 6.5.6 erhalten wir so unter der zusitzlichen
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Annahme V' # ( ausgezeichnete Isomorphismen
ANV S ATVIFONV S ATV @LEE @ org(V)

oder gleichbedeutend A\? VRLE(P) 5 AV QLD gorg (V) fiir p+-¢ = n. Das
sind Isomorphismen von Darstellungen von GO(V/). Halten wir eine Lingenein-
heit und eine Orientierung fest, so spezialisieren sie zu Isomorphismen A"V =
A?V von Darstellungen von SO(V'), immer noch fiir p + ¢ = n. Diese Isomor-
phismen werden * notiert und heilen der Hodge-+-Operator oder kurz Hodge-
operator.

Ubungen

Ubung 2.5.14. Man verallgemeinere 2.5.12 auf den Fall pseudoeuklidischer Vek-
torraume. Hinweis: 2.2.9.

Ubung 2.5.15. Fiir je zwei komplexe endlichdimensionale einfache Darstellung
L, M einer Gruppe G gilt dim¢ Home (L, M) < 1.

Ubung 2.5.16 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte im Komplexen). Je
zwel invariante Skalarprodukte auf einer irreduziblen endlichdimensionalen kom-
plexen Darstellung einer Gruppe unterscheiden sich hochstens um einen positi-
ven Skalar, ja je zwei invariante Sesquilinearformen auf einer irreduziblen end-
lichdimensionalen komplexen Darstellung unterscheiden sich hdchstens um einen
komplexen Skalar. Hinweis: Man beachte fiir einen komplexen Vektorraum mit
der Notation Ses(V) fiir die Menge der Sesquilinearformen s : V' x V' — C die
Identifikation
Ses(V) = Hom(V, V™)

mit s — f, und f, gegeben durch f,(v) : w + s(v,w) mit V dem komplex
konjugierten Vektorraum nach [LA2] 1.12.33. Dann wende man 2.5.15 an.

Ubung 2.5.17 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte im Reellen). Gege-
ben ein invariantes Skalarprodukt auf einer irreduziblen endlichdimensionalen re-
ellen Darstellung einer Gruppe ist jede weitere invariante symmetrische Bilinear-
form ein Vielfaches. Hinweis: Hauptachsentransformation [LA2] ??.

Ubung 2.5.18. Unter einer unitiren Darstellung einer Gruppe versteht man eine
Darstellung durch unitidre Automorphismen eines endlichdimensionalen unitdren
Vektorraums oder allgemeiner eines Hilbertraums. Man zeige: Sind U,V zwei
nichtisomorphe endlichdimensionale einfache Unterdarstellungen einer unitdren
Darstellung, so stehen U und V' aufeinander senkrecht. Hinweis: Orthogonale Pro-
jektion [LA2] 1.3.18.
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Ubung 2.5.19. Jede endlichdimensionale komplexe einfache Darstellung der Dreh-
gruppe hat unter der Einschrinkung auf die Gruppe der Drehungen um eine feste
Achse isotypische Komponenten der Dimension hochstens Eins, und die zu den
Komponenten der Dimension Eins gehorigen Parameter bilden in Z ein Intervall
mit Zentrum im Ursprung, in Formeln

1 |n|] <m/2;

dime Homg 51 (Xn, L(m)) = { 0 sonst.

Ubung 2.5.20. Gegeben eine endlichdimensionale unitiire Darstellung V' einer
Liegruppe G gilt fiir die abgeleitete Darstellung der Liealgebra g die Identitit

(zv,w) + (v,zw) =0  Vreg, v,weV

Ergiinzende Ubung 2.5.21. Man zeige, daB in einer endlichdimensionalen uni-
taren Darstellung einer Liegruppe jedes Element der Liealgebra als diagonali-
sierbare Matrix mit rein imagindren Eigenwerten operiert. Man folgere, daf} jede
endlichdimensionale unitire Darstellung (V, p) der Gruppe SL(2; R) konstant ist,
in Formeln p(g) = id Vg € SL(2;R). Hinweis: Jede unitire endlichdimensio-
nale Darstellung dieser Gruppe entsteht durch Restriktion einer Darstellung von
SL(2;C) und besitzt jedenfalls ein invariantes Skalarprodukt unter der Restrik-
tion auf SU(2), so daB auch su(2) C sl(2;C) mit rein imaginidren Eigenwerten
operieren muf3.

Ergiinzende Ubung 2.5.22. Wir erinnern an unsere (m + 1)-dimensionale irredu-
zible Darstellung C[ X, Y|™ = L(m) der Spingruppe SU(2) aus dem Beweis von
2.3.2 mit ihrer Basis w, := Y X™ 7" fiir 0 < v < m. Man wihle darauf jeweils
ein invariantes Skalarprodukt. Man mag es normalisieren durch die Bedingung
||wm|| = 1, aber auf darauf kommt es im folgenden gar nicht an. In der Physik
verwendet man statt m als Parameter lieber 5 = j € %N und bezeichnet die auf
Linge Eins normierten Vektoren w, mit

7,5 = v) = wy/|[wy

Damit bilden dann die Vektoren |j, ) fir p = j,7 —1,...,—(j — 1), —J eine
Orthonormalbasis von L(m). SchlieBlich schreibt man J, = e, J_ := f und
J, = h/2. Man priife in dieser Notation die Formeln

Lo gy = plim
Jeljom) = ViG+1D) —plp£1) |jp+1)
= VUEp+D)(GFp [jptl)

Hinweis: Beim Rechnen in mathematischer Terminologie mag man davon ausge-
hen, da3 e — f zu su(2; C) gehort, so daB nach 2.5.20 fiir jedes invariante Skalar-
produkt gelten muB ((e — f)w,, w,+1) + (w,, (e — flw,+1) = 0.
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2.6 Kugelfunktionen®

2.6.1 (Zerlegung von Funktionen auf der Kreislinie). In der unitiren Darstel-
lung der Kreislinie S 22 SO(2) auf dem Raum L?(S") der quadratintegrierbaren
Funktionen auf der Kreislinie durch Verschieben von Funktionen tritt jede end-
lichdimensionale einfache Darstellung der Kreislinie genau einmal als Unterdar-
stellung auf, in Formeln

dim¢ Home g1 (x5, L*(S")) = 1 fiir alle n € Z.

Des weiteren ist die Summe all dieser endlichdimensionalen Unterdarstellungen
ein dichter Teilraum des Hilbertraums L?(S'), in dem sie im iibrigen nach 2.5.18
paarweise senkrecht stehen. Mit x,, meinen wir hier den Vektorraum C mit derje-
nigen S*-Operation, unter der > durch Multiplikation mit x,(z) = 2" operiert.
Diese ganzen Aussagen sind nur eine Umformulierung von Satz [AN3] 2.6.5,
nach dem die Charaktere y,, : S' — C* eine Hilbertbasis von L?(S') bilden.
Mit unserer Hilbertsumme aus [AN3] 2.5.11 kénnen wir unsere Erkenntnisse auch
umschreiben zu einem Isomorphismus

~

PC v > LY

ne”L

von unitiren S!-Darstellungen, der gegeben wird durch das Bilden der Fourierrei-
he (a,) — >, anz™

Satz 2.6.2 (Zerlegung von Funktionen auf der Kugelschale). In der unitdiren
Darstellung durch Verschieben von Funktionen der Drehgruppe SO(3) auf dem
Raum 12(S?) der quadratintegrierbaren Funktionen auf der Kugelschale tritt je-
de endlichdimensionale einfache Darstellung der Drehgruppe genau einmal als
Unterdarstellung auf, in Formeln

dime Home gos) (L(2), L*(S?)) = 1 fiirl € N.

Weiter ist die Summe all dieser Unterdarstellungen ein dichter Teilraum des Hil-
bertraums L>(S?), in dem sie nach 2.5.18 paarweise aufeinander senkrecht ste-
hen.

2.6.3. Insbesondere erhalten wir eine Hilbertbasis unseres Raums L?(S?), indem
wir in jeder unserer einfachen Unterdarstellungen eine Orthonormalbasis wihlen
und alle diese Basen zusammenfassen. Wieder anders gesagt existiert ein Isomor-
phismus

@Pren = 12(s?)

leN
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von unitdren Darstellungen der Gruppe SO(3). Wir erklédren in 2.6.6 folgende, wie
man diese Basisvektoren und damit auch diesen Isomorphismus nach Wahl einer
festen gerichteten Achse besonders geschickt wihlen kann: Die so ausgezeichne-
ten Funktionen heillen dann die Kugelfunktionen oder auch Kugelflichenfunk-
tionen.

2.6.4. Im Anschluf zeigen wir zusitzlich, dal der Raum der unter allen Rota-
tionen um die z-Achse invarianten Funktionen aus der einfachen Unterdarstel-
lung H' C L?(S?) der Dimension 2/ + 1 erzeugt wird vom sogenannten ,,/-ten
Legendre-Polynom* F,(z), aufgefaBt als Funktion der z-Koordinate auf der Ku-
gelschale. Die Wahl der Bezeichnung ' fiir unsere einfachen Unterdarstellungen
geht auf das Wort ,,harmonisch* zuriick, das sich die fraglichen Funktionenrdume
hinwiederum verdienen als Eigenrdume des ,,Laplace-Operators auf der Kugel-
schale®, aber darauf will ich hier noch nicht eingehen.

Ergdnzung 2.6.5. Man kann auch fiir die hoherdimensionalen Sphéren S™ mit
n > 1 zeigen, daB in L?(S™) die irreduziblen Darstellungen von SO(n + 1) je-
weils hochstens einmal vorkommen. Ganz allgemein nennt man einen homogenen
Raum ,,sphirisch®, wenn er die Eigenschaft hat, daB} in geeigneten Funktionen-
rdumen keine einfachen Darstellungen mit hoheren Multiplizititen auftreten.

Beweis. Wir betrachten die Rdéume homogener Polynome in drei Verdnderlichen
C[X,Y, Z]". Eine Polynomfunktion P, die homogen ist vom Grad d, erfiillt die
Gleichung P(\v) = MP(v) fiir alle v € R? und A € R. Mithin definiert die
Einschrinkung fiir alle d > 0 eine Einbettung

CIX,Y, Z]' — C(S5?)

wobei die Polynome von geradem beziehungsweise ungeradem Grad in den Rdum-
en aller unter der Punktspiegelung am Ursprung geraden beziehungsweise ungera-
den Funktionen C(S5?)" beziehungsweise C(.5?)~ landen. Bezeichnet C' das Bild
von C[X,Y, Z] in C(S?), so haben wir

cccicctc...ces)t
cltcclccc...cc(s?h)

da ja ein Polynom P € C[X,Y, Z]' dieselbe Einschrinkung auf die Sphire hat
wie das Polynom (X2 4+ Y? + Z2)P € C[X, Y, Z]'*2. Die Dimensionen ergeben
sich leicht zu
dimC' = dimC[X,Y, 2]
= dimC[X, Y]~
= 14+2+...+1+((+1)
= (I+1)(+2)/2
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Nun sind alle C' offensichtlich stabil unter der Drehgruppe SO(3) und die kon-
stanten Funktionen C° beziehungsweise die linearen Funktionen C' bilden irre-
duzible Darstellungen der Dimensionen Eins beziehungsweise Drei. Wir zeigen
als nichstes, daB fiir [ > 2 das orthogonale Komplement 7' von C*~2 in C' eine
irreduzible Darstellung der Dimension 2/ + 1 ist. Die Dimension ergibt sich durch
direkte Rechnung und besonders anschaulich durch die Betrachtung geeigneter
Treppenbilder. Die Irreduzibilitét folgern wir induktiv mithilfe unserer Erkennt-
nisse liber die Struktur irreduzibler Darstellungen der Drehgruppe aus 2.3.9 und
2.5.19. Zunichst beachten wir dazu fiir S' € SO(3) die Gruppe der Drehungen
um die z-Achse und Y, die entsprechende einfache Darstellung von S*, daB ; in
C! vorkommt, in Formeln

Home 51 (x;,C') # 0

In der Tat ist (z +iy)’ eine Funktion, die sich entsprechend unter S! transformiert.
Per Induktion beziehungsweise expliziter Betrachtung im Fall | = 0,1 wissen
wir nach 1.1.14 auch, daB dieses Gewicht von S* in C'~2 nicht vorkommt. Folg-
lich muB es in H' vorkommen, und aus Dimensionsbetrachtungen folgt dann, daf
H! irreduzibel ist. Die Dichtheit des Raums der Polynomfunktionen im Raum
aller stetigen Funktionen folgt mit Stone-Weierstrass [AN1] ??, die Dichtheit
von C(5?) in L?(S?) mit [AN3] 2.6.1. Vereinbaren wir noch die Bezeichnungen
HO = CY und H' = C*, so bildet demnach die Summe aller H' einen dichten

Teilraum
PH' c1(s?)
leEN

Bezeichne nun pr; : L?(S?) — H! die orthogonale Projektion. Sie ist sicher ein
Homomorphismus von Darstellungen. Ist L(m) eine irreduzible endlichdimensio-
nale Darstellung der Drehgruppe und ¢ : L(m) — L*(S?) ein Homomorphismus
von Darstellungen, so folgt pr; op = 0 fiir m # 2/ nach 2.5.3, und gilt auch noch
pr;op = 0 fiir m = 2I, so folgt ¢ = 0, weil dann das Bild von ¢ auf allen Vek-
toren eines dichten Teilraums senkrecht steht. Mithin liefert fiir alle [ € N das
Verkniipfen mit pr; eine Einbettung und dann sogar einen Isomorphismus

HOIHQS()(;J,) (L(Ql), LZ(SQ)) l) HOIIlQSo(g) (L(?l), Hl)
und damit folgt unser Satz aus dem Schur’schen Lemma 2.5.1. [

2.6.6. Nach unseren Erkenntnissen iiber einfache Darstellungen der Drehgruppe
bilden in jedem #! die unter allen Drehungen um die z-Achse S C SO(3) inva-
rianten Funktionen einen eindimensionalen Teilraum (H')® '. Um Erzeuger dieser
Teilrdume zu finden, gehen wir aus von der offensichtlichen Einbettung

Clz] = €($*)%
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unter der sicher Polynome vom Grad < d in H° @ ... @ H' landen. Unser Ska-
larprodukt auf L?(S?) schrinkt nach [AN2] 5.6.9 ein zu dem Skalarprodukt auf
C[z], das gegeben wird durch die Formel

(.0 =27 [ g(2)f(2)dz

1
Mithin finden wir Erzeuger von (H!)®", wenn wir auf die durch Potenzen von z
gegebene angeordnete Basis 20, 2!, 22, . . . des Polynomrings C|[z] in Bezug auf be-
sagtes Skalarprodukt das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren [LA2]
1.11.6 anwenden. Die so entstehenden Polynome sind bis auf einen konstanten
Faktor die sogenannten Legendre-Polynome (F,);>o. Der Faktor wird hierbei
tiblicherweise so gewihlt, dal gilt P;(1) = 1. Mit dieser Normalisierung konnen
besagte Polynome dann auch durch die explizite Formel

1 d
P(z) = 21—“@(22 —1)

beschrieben und durch die Rekursion (I + 1)P = (20 + 1)zP, — P,_; berechnet
werden. Thre Quadratnorm ergibt sich aus den Formeln

47

Py, B) =

Diese Formeln mag der Leser zur Ubung selbst priifen. Die ersten Legendre-
Polynome sind Py = 1, P, = z, P, = (32? — 1)/2. Ausfiihrliche Tafelwerke
findet man in Bibliotheken und im Netz.

2.6.7. In der Liealgebra der rdaumlichen Drehgruppe haben wir in 1.3.7 eine Ba-
sis Fy, Fs, F3 ausgezeichnet, deren Kommutatoren durch [F1, F5] = Ej5 und die
beiden durch zyklische Vertauschung der Indizes entstehenden Formeln gegeben
werden. In der komplexifizierten Liealgebra 50(3)C liefern dann die Ausdriicke
h = 2iFE3, e = Ey —iF, und f = —FE5 — iF, eine Basis, in der die Klammern
die Form [h,e] = 2e, [h, f] = —2f, [e, f| = h haben. Nach 2.3.18 wirkt Ej3
als der Differentialoperator y0, — xd, und annulliert insbesondere alle Polyno-
me, die nur von z abhiingen. Wir erhalten also in L?(S?) ein Orthogonalsystem
mit dichtem Erzeugnis, wenn wir zu den Legendre-Polynomen F; noch alle e F,
und ™ P, fiir 0 < m < [ dazunehmen, und normieren wir alle diese Funktionen
auf die Linge Eins, indem wir sie durch ihre Norm teilen, so erhalten wir eine
Hilbertbasis 1.?(S?) bestehend aus den sogenannten Kugelfunktionen

e P /|lem Bl 0<m<lI
Yim 1= P /IR m = 0;
P/ fmR| 0>m > .
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Um zu einer expliziteren Beschreibung zu kommen, bemerken wir, da3 nach
2.3.18 unser e auf komplexwertigen Polynomen wirkt wie der Differentialope-
rator z(—i0, — 0,) + (x + iy)0,. Dann priifen wir (i9, + 0,)(z + iy) = 0
und erhalten folglich e™P, = (x + iy)™d™ ;. Ahnlich ergibt sich auch die For-
mel f™P, = (—(z — iy))™0."F,. Nebenbei bemerkt ist ¢” P, komplex konju-
giert zu (—1)™f™PF, und so finden wir auch eine Hilbertbasis aus reellwerti-
gen Funktionen. In Kugelkoordinaten (cos ¢ sin 19, sin ¢ sin 1, cos ¢/) nach [AN2]
4.2.3 haben wir z + iy = e¥sind). Bis auf einen Normierungsfaktor werden
unsere Kugelfunktionen also in Kugelkoordinaten gegeben durch den Ausdruck
"¢ (sin™ ) P™ (cos ). Um den Normierungsfaktor auch noch zu bestimmen,
gehen wir von unserer Formel fiir die Norm eines Legendre-Polynoms aus, die
schon einmal
20+1

Y o=
L0 47

Py(cosv)

liefert. Nun zeigen die Formeln in 2.5.22, da3 das Anwenden von e auf }Nflm die
Norm um den Faktor /(I +m + 1)(I — m) 4ndert, wohingegen das Anwenden
von f auf Y7, die Norm um den Faktor /(I —m + 1)(I + m) dndert. Das zeigt
induktiv, daf unsere Kugelfunktionen beschrieben werden konnen durch die For-
mel

2041 (—m) o o m
Vim = \/ yr ) ¥ (sin 19)Pl( )(00819)
Unser Casimir-Operator 4p(f)p(e) + p(h)(p(h) + 2) aus 2.3.14 schreibt sich in
unserer alten Basis der Liealgebra —4(p(E1)? + p(Es)? + p(E3)?). Eine kurze
Rechnung zeigt, da} dieser Ausdruck ohne den Vorfaktor 4 auf Polynomfunktio-
nen auf R? wirkt als der Differentialoperator

2(x0, + y0y, + 20,)? — 2(x* + y* + 2%)(0; + 92 + 02)

Nach unseren Erkenntnissen aus 2.3.14 miissen die Kugelfunktionen Y} ,,, wenn
wir sie etwa als homogene Funktionen vom Grad [ auf R? auffassen, Eigenfunk-
tionen dieses Differentialoperators sein zum Eigenwert /(] 4 1). Mit etwas Rech-
nung folgt, daf} dieser Differentialoperator der ,,Laplace-Operator auf der Sphire*
ist und unsere Kugelfunktionen heiflen als Eigenfunktionen dieses ,,sphirischen
Laplace-Operators‘ auf Englisch auch spherical harmonics.

Ubungen

Ubung 2.6.8. Jede endlichdimensionale Unterdarstellung von L?(S') ist stetig.
Hinweis: Fourierentwicklung.
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Die Intervalle zwischen je zwei Zweierpotenzen miissen fiir ein Haarma8 auf der
multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen jeweils
dasselbe Mal3 haben. Man sieht so zumindest qualitativ recht gut, da3 die

Massebelegung gegen den Ursprung hin immer dichter werden muB.
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3 Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt geht es um abstrakte, als da hei3t nicht notwendig einge-
bettete differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Ich definiere sie als spezielle geringte
Riume. Das hat den Vorteil, dal man mit diesem Formalismus auch ihre alge-
braischen Verwandten, die algebraischen Varietiten, effizient behandeln kann. Ich
denke aber davon abgesehen auch, daf} dieser Zugang nicht weniger anschaulich
und technisch wenn nicht einfacher, so doch eleganter ist als die iibliche Vorge-
hensweise: In der Tat sind in dieser Sprache Untermannigfaltigkeiten gerade die
Teilmengen, die mit der induzierten Struktur eines geringten Raums zu Mannig-
faltigkeiten werden, und die finale Struktur eines geringten Raums auf Quotienten
liefert unmittelbar die Struktur besagter Quotienten als Mannigfaltigkeit mitsamt
der zugehorigen universellen Eigenschaft.

3.1 Geringte Raume

Definition 3.1.1. Sei £ ein Korper. Ein k-geringter Raum X = (X, O) ist ein to-
pologischer Raum X = (X, 7") mitsamt einer Vorschrift O, die jeder offenen Teil-
menge U @ X eine k-Teilringalgebra O(U) C Ens(U, k) in der k-Ringalgebra
aller Abbildungen von U nach k zuordnet, deren Elemente wir strukturierende
Funktionen auf U nennen und von denen wir fordern:

Ist U ein System offener Teilmengen von X und V' := | J;,, U seine
Vereinigung, so ist eine Abbildung f : V' — k strukturierend genau
dann, wenn ihre Restriktionen auf alle U € U strukturierend sind.

3.1.2. Eine Teilringalgebra muf3 nach unseren Definitionen stets das Einselement
der urspriinglichen Ringalgebra enthalten. Unter anderem impliziert unsere De-
finition damit, daB alle konstanten Funktionen strukturierend sind, daf3 also fur
jedes U @ X die konstanten Abbildungen von U nach k in O(U) liegen.

Vorschau 3.1.3. Im Zusammenhang mit Schemata und Supermannigfaltigkeiten
wird eine noch allgemeinere Definition des Konzepts eines geringten Raums be-
notigt. Wenn wir betonen wollen, dal wir den hier erklirten einfacheren Begriff
meinen, reden wir genauer von einem durch Funktionen £-geringten Raum.
In der Sprache der Garbentheorie, die ich hier noch vermeiden will, konnte man
unser O als eine ,,k-Ringalgebren-Untergarbe der k-Ringalgebren-Garbe aller k-
wertigen Funktionen auf X* charakterisieren.

Beispiel 3.1.4. Fundamental fiir uns sind die R-geringten Rdume (R",C'), die
entstehen, wenn wir R" mit seiner natiirlichen Topologie versehen und als struktu-
rierende Funktionen auf einer offenen Teilmenge U @ R"™ alle stetig differenzier-
baren Funktionen nehmen. Etwas allgemeiner konnen wir auch die R-geringten
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Riume (R", C*) betrachten, bei denen wir als strukturierende Funktionen auf ei-
ner offenen Teilmenge U @ R" alle k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
nehmen.

Vorschau 3.1.5. Fundamental fiir die algebraische Geometrie ist ein anderer Fall.
Man geht dabei aus von einem algebraisch abgeschlossenen Korper k = k und
versieht £ mit der sogenannten ,,Zariski-Topologie*, deren abgeschlossene Men-
gen genau alle Schnitte von Nullstellenmengen von Polynomen sind. Als struktu-
rierende Funktionen nimmt man diejenigen Funktionen, die lokal als Quotienten
von Polynomen dargestellt werden konnen. Auch jede abgeschlossene alias alge-
braische Teilmenge X @& k" wird dann zu einem k-geringten Raum, indem man
sie mit der induzierten Topologie versieht und als strukturierende Funktionen wie-
der diejenigen Funktionen nimmt, die lokal als Quotienten von Polynomen dar-
gestellt werden konnen. Unwesentlich allgemeiner wird jede affine k-Varietit ein
k-geringter Raum, wenn wir sie mit ihrer Zariski-Topologie versehen und struk-
turierende Funktionen auf offenen Teilmengen erkldren wie in [KAG] 4.4.3.

Definition 3.1.6. Seien k-geringte Riume (X, Ox) und (Y, Oy ) gegeben. Eine
Abbildung ¢ : X — Y heillit ein Morphismus von k-geringten Riumen, wenn
sie stetig ist und wenn das Vorschalten unserer Abbildung strukturierende Funk-
tionen zu strukturierenden Funktionen macht, wenn also in Formeln aus U @ Y
und f € Oy (U) folgt f oo € Ox (¢~ ' (U)). Die Menge aller Morphismen von
X nach Y bezeichnen wir mit Ger(X,Y’) oder auch kurz Ger(X,Y). Ein Iso-
morphismus von k-geringten Riaumen ist ein bijektiver Morphismus, dessen
Umkehrabbildung auch ein Morphismus ist.

Beispiel 3.1.7. Morphismen R-geringter Rdume von (R”,C') nach (R™, C') sind
genau die C'-Abbildungen. In der Tat ist jede C'-Abbildung offensichtlich ein
Morphismus und umgekehrt sind fiir jeden Morphismus ¢ die ¢; := zjop : R" —
R fiir 1 < j < m notwendig C'-Funktionen, als da heiBt, jeder Morphismus ist
auch umgekehrt eine C'-Abbildung.

3.1.8 (Schnitt von Strukturen als k-geringter Raum). Sind auf ein und dersel-
ben Menge X mehrere Strukturen als k-geringter Raum gegeben, so bilden wir
ihren Schnitt, indem wir diejenigen Mengen offen nennen, die in jeder unserer
Strukturen offen sind, und diejenigen Funktion strukturierend, die in jeder unse-
rer Strukturen strukturierend sind. Dieser Schnitt ist dann offensichtlich auch eine
Struktur als k-geringter Raum auf X.

3.1.9 (Strukturen als k-geringter Raum als teilgeordnete Menge). Gegeben
zwei Strukturen als k-geringter Raum auf derselben Menge X nennen wir die
eine groBergleich als die andere, wenn ihr Schnitt die andere Struktur ist. Salopp
gesprochen sind also groere Strukturen solche ,,mit mehr offenen Mengen oder
mehr strukturierenden Funktionen oder beidem®. Auf diese Weise erhalten wir
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eine Teilordnung auf der Menge aller Strukturen als k-geringter Raum auf einer
vorgegebenen Menge X.

Definition 3.1.10. Eine Familie (¢; : X; — Y');c; von Morphismen k-geringter
Réaume heilit gesamthaft final, wenn fiir jeden weiteren k-geringten Raum W und
jede Abbildung ¢ : Y — W gilt

(1; Morphismus Vi) = (1) Morphismus)

Lemma 3.1.11. Gegeben k-geringte Riume (X;);c;, eine Menge Y und Abbil-
dungen ¢; : X; — Y gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf'Y
derart, dafs unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heifst die finale Struktur zu
unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind (77, O;) und (S, Os) zwei
derartige Strukturen auf Y, jeweils bestehend aus einer Topologie und einer Vor-
gabe strukturierender Funktionen, fiir die unsere Familie gesamthaft final wird,
soistid : (Y, 7;,0;) — (Y,7;,0;) fiir beliebige ¢,7 € {1,2} ein Morphisms.
Das zeigt die Eindeutigkeit. Nun zeigen wir noch, da} fiir die grofSte Struktur
auf Y, fiir die alle die ¢o; Morphismen werden, die von einer gesamthaft finalen
Struktur geforderte Eigenschaft erfiillt ist. Diese grofte Struktur kann ja explizit
dadurch beschrieben werden, daB ihre Topologie die Finaltopologie 7 = {V C
Y | ¢; (V) @ X; Vi} ist und die strukturierenden Funktionen gegeben werden
durch
OV)={f:V = k| foypicO(p (V) Vi}

Damit ist klar, da3 diese Struktur die von einer gesamthaft finalen Struktur gefor-
derte Eigenschaft erfiillt. [

3.1.12 (Transitivitit gesamthaft finaler Familien). Seien ¢;; : W;; — X, und
fi + X; = Y Familien von k-geringten Rdumen und Morphismen. Ist die Fami-
lie der f;e;; gesamthaft final, so auch die Familie der f;. Ist die Familie der e;;
gesamthaft final fiir alle ¢ und die Familie der f; gesamthaft final, so ist auch die
Familie der f;e;; gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der Definition.

3.1.13. Ein Morphismus f : X — Y von k-geringten Raumen heif3t final, wenn
Y die finale Struktur in Bezug auf die einelementige Familie f trigt. Zum Beispiel
ist die Identitét auf einem k-geringten Raum stets final.

3.1.14 (Disjunkte Vereinigung k-geringter Ridume). Gegeben eine Familie k-
geringter Rdume (X;) versehen wir ihre disjunkte Vereinigung | | X; mit der fi-
nalen Struktur beziiglich der Inklusionen, wenn nichts anderes gesagt wird. Wir
erhalten so ein Koprodukt in der Kategorie Gery.
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Definition 3.1.15. Eine Familie (p; : X — Y;);c; von Morphismen k-geringter
Rédume heiflit gesamthaft initial, wenn fiir jeden weiteren k-geringten Raum W
und jede Abbildung ¢ : W — X gilt

(¢ Morphismus Vi) = (i) Morphismus)

3.1.16. Ganz allgemein nennen wir einen Morphismus f : X — Y initial, wenn
er als einelementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die Identitéit
auf einem k-geringten Raum stets initial. Ist ¢ : X — Y ein injektiver Morphis-
mus von k-geringten Rdumen und tragt X die initiale Struktur, so nennen wir v
eine Einbettung von k-geringten Raumen.

3.1.17 (Diskussion der Terminologie). In der algebraischen Geometrie ist fiir
unsere Einbettungen auch die Bezeichnung Immersion gebriuchlich. In der Dif-
ferentialgeometrie versteht man jedoch unter einer Immersion stattdessen meist
wie in 3.3.14 einen nicht notwendig injektiven Morphismus mit injektivem Diffe-
rential an jedem Punkt.

3.1.18. Besonders oft werden uns offene Einbettungen und abgeschlossene Ein-
bettungen begegnen, bei denen zusitzlich gefordert wird, daf3 sie als Abbildungen
topologischer Riume offen beziehungsweise abgeschlossen sind, oder gleichbe-
deutend, daB ihr Bild offen beziehungsweise abgeschlossen ist.

Lemma 3.1.19. Gegeben k-geringte Riume (Y;);c;, eine Menge X und Abbil-
dungen ¢; : X — Y; gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf X
derart, dafs unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heifit die initiale Struktur
zu unserer Familie.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie im Fall gesamthaft finaler Strukturen in
3.1.11. Fiir den Nachweis der die Existenz zeigen wir genauer, daf3 die kleinste
Struktur Z eines k-geringten Raums auf X, fiir die alle unsere p; Morphismen
werden, die geforderte universelle Eigenschaft hat. Ist in der Tat ¢ : W — X eine
Abbildung mit der Eigenschaft, daf} alle ;1) Morphismen sind, so muf} ja die
finale Struktur 7 auf X in Bezug auf ¢ groBergleich unserer kleinsten Struktur Z
sein. Das zeigt, dal v auch in Bezug auf 7 ein Morphismus ist. 0

3.1.20. Ist X C Y eine Teilmenge eines k-geringten Raums, so nennen wir die
initiale Struktur zur Inklusion die induzierte Struktur eines k-geringten Raums
auf X und notieren sie (X, Oy |x). Explizit kann man die induzierte Struktur be-
schreiben wie folgt: Als Topologie auf X erhilt man die von Y induzierte Topo-
logie, und eine Funktion g auf U G X ist strukturierend genau dann, wenn es fiir
alle x € U eine offene Umgebung V' @ Y von z in Y gibt und eine Funktion

f€Oy(V)mit gluny = flunv.
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3.1.21 (Transitivitiat gesamthaft initialer Familien). Seien ¢; : X — Y, und
Yj; © Y; — Zj; Familien von k-geringten Rdumen und Morphismen. Trigt X die
initiale Struktur fiir die (; und tragen die Y; die initialen Strukturen fiir die vj;, so
tragt X auch die initiale Struktur fiir die v;;;. Trigt andererseits X die initiale
Struktur fiir die 1;;¢;, so trigt X auch die initiale Struktur beziiglich der ;. All
das folgt direkt aus den Definitionen.

3.1.22. Bemerkung 3.1.21 besagt unter anderem, daf} die Verkniipfung von zwei
initialen Morphismen stets initial ist, und dal Verkniipfung ¢)¢ von zwei Mor-
phismen nur dann initial sein kann, wenn ¢ initial ist. Insbesondere ist jeder Mor-
phismus initial, zu dem es einen linksinversen Morphismus gibt. Weiter ist die
Verkniipfung von zwei Einbettungen stets wieder eine Einbettung.

Ergdnzung 3.1.23. Diese Aussagen und ihr Beweis sind ebenso wie die Aussagen
zur Transitivitit finaler Familien vollig analog zum Beweis der entsprechenden
Aussagen [TM] 1.6.14, [TM] 1.7.5 im Kontext topologischer Rdume. Sie wiren
noch allgemeiner sinnvoll und richtig fiir eine beliebige Kategorie mit einem treu-
en Funktor in die Kategorie der Mengen, ja mit etwas mehr Miihe bei der Formu-
lierung sogar fiir einen beliebigen treuen Funktor.

Ubungen

Ubung 3.1.24. Fiir m < n ist die Projektion auf die ersten Koordinaten R” — R™
final in Bezug auf die in 3.1.4 erklirten C!-Strukturen R-geringter Riume.

Ubung 3.1.25. Man folgere aus 3.1.12: Die Verkniipfung von zwei finalen Mor-
phismen ist stets final. Ist die Verkniipfung ¢ o 1) von zwei Morphismen final, so
ist ¢ final. Insbesondere ist jeder Morphismus final, der ein Rechtsinverses alias
einen Schnitt besitzt, fiir den es also einen Morphismus s gibt mit fs = id.

Ubung 3.1.26 (Finalitiit offener Uberdeckungen). Ist (U;);c; eine offene Uber-
deckung eines k-geringten Raums X, so trigt X die finale Struktur in Bezug auf
die Einbettungen U; — X. Eine Abbildung X — Y in einen weiteren k-geringten
Raum ist also genau dann ein Morphismus, wenn ihre Restriktionen auf alle U;
Morphismen sind.

Ubung 3.1.27 (Finalitiit ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-ge-
ringten Raumen ¢ : X — Y final, so ist auch fiir jede offene Teilmenge V' @ Y
die induzierte Abbildung ¢~ !(V) — V final fiir die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt ¢ : X — Y ein Morphismus von k-geringten Rdumen und besitzt Y
eine offene Uberdeckung V derart, daB ¢ : o~ (V) — V fiiralle V € V final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.
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3.2 Mannigfaltigkeiten und Eckfaltigkeiten

Definition 3.2.1. Sei k ein Kring und M eine Menge von k-geringten Rdumen.
Unter einem geringten Raum mit Modellen M verstehen wir einen k-geringten
Raum derart, dal jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die als k-geringter
Raum isomorph ist zu einer offenen Teilmenge eines unserer Modelle aus M.
Eine M-Mannigfaltigkeit ist ein geringter Raum mit Modellen M, der zusitzlich
Hausdorftf ist. Ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten ist ein Morphismus der
zugrundeliegenden k-geringten Rdume.

3.2.2. Die Forderung ,,Hausdorff* schliet Beispiele aus wie die ,,Zahlengerade
mit verdoppeltem Nullpunkt* aus [TM] 1.4.8. Sie ist notig fiir Satz [TM] 1.8.2,
nach dem jede eindimensionale kompakte zusammenhédngende topologische Man-
nigfaltigkeit isomorph ist zur Kreislinie. Viele grundlegende Teile der Theorie
funktionieren aber auch ohne diese Annahme. In diesen Vorlesungen benétgen wir
die Hausdorff-Eigenschaft zum ersten Mal beim Beweis des Satzes von Picard-
Lindelof fiir Mannigfaltigkeiten 3.6.2, nach dem jedes glatte Vektorfeld auf ei-
ner glatten Mannigfaltigkeit zu jedem Anfangswert einen eindeutig bestimmten
groften FluBweg hat. Dieser Satz ist ohne Annahme der Hausdorff-Eigenschaft
offensichtlich falsch.

3.2.3 (Diskussion der Terminologie). Die meisten Autoren fordern von einer
Mannigfaltigkeit zusitzlich, da der zugrundeliegende topologische Raum ,,para-
kompakt“ sein soll oder sogar abzihlbar basiert im Sinne von [AN3] 1.4.21. Alle
diese Bedingungen sind jedoch erst spéter von Belang, ich fordere sie deshalb lie-
ber im Bedarfsfall jeweils explizit. Ein Beispiel fiir eine nicht abzédhlbar basierte
Mannigfaltigkeit ist jede iiberabzéhlbare Menge mit der diskreten Topologie, auf
der alle Funktionen ,,strukturierend* sind. Ein Beispiel fiir eine nicht parakom-
pakte Mannigfaltigkeit findet man etwa in [AL] 5.4.2.

Beispiele 3.2.4. Die folgende Tabelle liefert die gebrduchlichsten Varianten von
Mannigfaltigkeiten. Das Symbol C? fiir p € NU {oco} LI {w} steht im Fall p € N>,
fiir die Struktur von R-geringtem Raum, in der genau die p-mal stetig partiell
differenzierbaren Funktionen strukturierend sind. Bei p = 0 vereinbaren wir, daf3
das genau die stetigen Funktionen sein mogen, bei p = oo die glatten Funktionen
und bei p = w die analytischen Funktionen. Dahingegen steht (C, O*") fiir den C-
geringten Raum, fiir den genau die holomorphen Funktionen strukturierend sind.
Bei (C?, O*") sind allgemeiner die komplex-analytischen Funktionen gemeint.
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Modelle M Ubliche Bezeichnung fiir M-Mannigfaltigkeiten

R?,C%) topologische d-Mannigfaltigkeiten
R4, CP) d-dimensionale CP-Mannigfaltigkeiten

C, 0 eindimensionale holomorphe Mannigfaltigkeiten

R?, CP) gen CP-Mannigfaltigkeiten variabler Dimension
R<o x R? CP) | (d + 1)-dimensionale CP-Randfaltigkeiten
(R<g)?,CP) d-dimensionale CP-Eckfaltigkeiten

(
(
(
(CL, O™ yen komplex-analytische Mannigfaltigkeiten
(
(
(

Fiir Morphismen in den jeweiligen Kategorien schreiben wir auch oft das Symbol
fiir den fraglichen Typ von Funktionen. Eine zusammenhingende eindimensiona-
le holomorphe Mannigfaltigkeit heift eine Riemann’sche Fliche. Fiir die Men-
ge aller Morphismen von einer Riemann’schen Flache X in eine Riemann’sche
Fliche Y schreiben wir also etwa O*" (X, Y).

3.2.5. Eine offene Einbettung von einer offenen Teilmenge eines Modells in eine
derartige Mannigfaltigkeit nennen wir eine Karte. Ein Atlas einer Mannigfaltig-
keit ist eine Familie von Karten, deren Bilder die ganze Mannigfaltigkeit iiberde-
cken. Nach 3.1.26 trigt eine Mannigfaltigkeit in Bezug auf jeden Atlas die finale
Struktur.

Beispiel 3.2.6 (Ursprung der Terminologie). Die auf den Seiten eines Atlanten
aus dem Biicherschrank abgebildeten schmutzigen Karten identifizieren jeweils
einen Teil der Erdoberflache mit einem Teil der entsprechenden Papierebene, die
hinwiederum mit etwas gutem Willen als Teilmenge eines R? aufgefaBt werden
kann. Das motiviert die eben fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten eingefiihrte Ter-
minologie.

3.2.7. Wir konzentrieren uns im folgenden auf den Fall von C*°-Mannigfaltigkei-
ten und nennen sie glatte Mannigfaltigkeiten. Soweit moglich gebe ich grund-
legende Definitionen allgemeiner fiir glatte Eckfaltigkeiten. Das hat insbesondere
den Vorteil, daB alle reellen Intervalle zu einem Teil des allgemeinen Formalismus
werden.

Beispiel 3.2.8 (Affine Rdume als Mannigfaltigkeiten). Jeden endlichdimensio-
nalen reellen affinen Raum X konnen wir mit der Struktur einer glatten Mannig-
faltigkeit versehen, indem wir einen Isomorphismus von reellen affinen Ridumen
¢ : R® = X wihlen und die finale Struktur zur offensichtlichen Struktur auf R"
in Bezug auf diese Bijektion nehmen. Man sieht nun leicht, dal diese Struktur
auf X vom gewihlten Isomorphismus gar nicht abhingt. Die so auf X erklarte
Struktur als glatte Mannigfaltigkeit nennen wir die natiirliche glatte Struktur.
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Eine Mannigfaltigkeit mit zwei Karten und dem zugehorigen Kartenwechsel
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Die zugrundeliegende Topologie ist im iibrigen unsere natiirliche Topologie aus
[AN2] 2.2.6.

3.2.9. Die R-Kringalgebra der CP-Funktionen auf einer CP-Mannigfaltigkeit M
notieren wir C? (M) oder C?(M, R), wenn wir besonders betonen wollen, dal re-
ellwertige Funktionen gemeint sind. Manchmal verwenden wir ndmlich die No-
tation CP(M) auch fiir die komplexwertigen CP-Funktionen auf M. Das gilt es
jeweils aus dem Kontext zu erschlieB3en.

Ergdnzung 3.2.10. Gegeben p > ¢ scheint es mir klar, dal man jede C’-Mannig-
faltigkeit auf genau eine Weise so mit der Struktur einer C/-Mannigfaltigkeit ver-
sehen kann, dal Karten Karten bleiben. Fiir diejenigen Leser, die mit der Spra-
che der Kategorien und Funktoren vertraut sind, will ich das auch noch in vol-
ler Allgemeinheit formulieren: Gegeben zwei Mengen von Modellen M und M’
und ein Funktor F' von der Kategorie aller offenen Teilmengen von Modellen
aus M in die Kategorie der M’-Mannigfaltigkeiten, der auf den zugrundelie-
genden Mengen die Identitét ist und die Struktur als geringter Raum hochstens
vergroBert im Sinne von 3.1.9, in Formel F' : (U, Oy) — (U, O ) und genauer
F (U, Ty,Ou) — (UT, Op), weil sich ja auch die Topologie verfeinern darf,
erhalten wir ganz allgemein einen Funktor

| Geringte Rdume Geringte Rdume
mit Modellen M mit Modellen M’

Er kann dadurch charakterisiert werden, daf3 er die zugrundeliegende Menge nicht
dndert, also F' : (X,7,0x) — (X, T’,0%), und daB fiir jede Karte U — X
von X die induzierte Abbildung F'U — F'X eine offene Einbettung in den neu
konstruierten geringten Raum F'X ist. Zum Beispiel konnen wir so jede Rie-
mann’sche Flidche als eine zweidimensionale reelle C*°-Mannigfaltigkeit auffas-
sen und jede separierte glatte komplexe algebraische Varietit als eine komplex-
analytische Mannigfaltigkeit.

Lemma 3.2.11 (Projektive Riume als Mannigfaltigkeiten). Die projektiven
Réaume P"K fiir K = R, C, H werden glatte Mannigfaltigkeiten, wenn wir erst
K"+ mit der natiirlichen glatten Struktur nach 3.2.8 versehen, dann K"\ 0 mit
der induzierten Struktur und schliefflich P"K mit der finalen Struktur.

3.2.12. Ich formuliere das auch noch aus. Eine Teilmenge U C P"K soll of-
fen sein, wenn ihr Urbild in 771(U) € K"™\0 unter einem und jedem Isomor-
phismus ¢ : R™ = K"*! von reellen Vektorriumen einer offenen Teilmenge
o 1 (r71(U)) @ R™ entspricht. Eine reellwertige Funktion f : U — R soll struk-
turierend alias glatt sein, wenn f oo ¢ : (7~ 1(U)) — R glatt ist im Sinne
der Analysis.
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3.2.13. Dasselbe gilt fiir die reell-analytischen und im Fall K = C oder K = H
auch fiir die komplex-analytischen Strukturen. Im Fall P!C kann man die Struk-
tur als Riemann’sche Fliche alternativ erkliren als die finale Struktur zu den bei-
den Abbildungen C — P!C gegeben durch z — (z,1) und z > (1,z) mit
(a,b) = ((a,b)) dem vom Vektor (a, b) erzeugten Teilraum. Das ist insofern ein-
facher, als diese Beschreibung ohne den Begriff komplexanalytischer Funktionen
in mehreren Verdnderlichen auskommt.

Beweis. Wir wissen nach [TM] 2.3.7 bereits, daf} unsere Rdume Hausdorff sind.
Somit miissen wir nur noch um jeden Punkt eine Karte finden. Sei dazu v €
K™ *1\0 ein Reprisentant unseres Punktes, H C K"'! eine lineare K-Hyperebene
mit v ¢ H und U @ P"K die Menge aller nicht in H enthaltenen Geraden. Im
kommutativen Diagramm

e KM"W\H —» U

! v I
(wKYN(v+H) € (wv+H) — U

ist dann die obere Horizontale final nach der Lokalitit von Finalitit in der Ba-
sis 3.1.27 und die linke Vertikale glatt, wie man durch explizite Rechnung priift.
Damit ist auch die untere Horizontale final nach 3.1.25 und als bijektive finale
Abbildung muf sie dann ein Homdomorphismus sein. [

Proposition 3.2.14 (iiber Untermannigfaltigkeiten). Fiir eine Teilmenge des R"
oder allgemeiner eines endlichdimensionalen reellen affinen Raums sind gleich-
bedeutend:

1. Unsere Teilmenge ist eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit im Sin-
ne der Definition [AN2] 4.2.6, ist also lokal C*-pliittbar;

2. Unsere Teilmenge ist mit ihrer von (R™,C') induzierten Struktur eines R-
geringten Raums eine d-Mannigfaltigkeit im Sinne der vorstehenden Defi-
nition 3.2.1.

3.2.15. Analoges gilt mit demselben Beweis auch fiir C*-Mannigfaltigkeiten mit
0 < k < oo sowie fiir Eckfaltigkeiten.

Beweis. Die einzige Richtung, die einen Beweis verdient, ist 2=-1. Wir geben
dazu unserer Teilmenge den Namen M. Ist M mit seiner induzierten Struktur
eine d-Mannigfaltigkeit im Sinne von 3.2.1, so gibt es insbesondere fiir jeden
Punkt p € M einen Isomorphismus von geringten Raumen

o:W—=eW)ecM
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IMlustration zum Beweis von 3.2.11
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mit p € (W) und W @ RF. Proposition [AN2] 4.4.1 zeigt dann, daB8 M eine
eingebettete Mannigfaltigkeit ist, wenn wir nur zeigen konnen, dal ¢ als Ab-
bildung in den R" stetig differenzierbar ist mit injektivem Differential an jeder
Stelle von W. Dal} hier ¢ stetig differenzierbar ist, folgt aus einer offensicht-
lichen Verallgemeinerung von 3.1.7: Auch fiir W @ R? sind die Morphismen
von R-geringten Rdumen (W,C') — (R™,C') genau die stetig differenzierbaren
Abbildungen ¢ : W — R". DaB sein Differential iiberall injektiv ist, erkennt
man, indem man die Koordinatenfunktionen x4, . . ., x4 auf W als Funktionen auf
(W) betrachtet. Nach Definition der induzierten Struktur lassen sich alle die-
se Koordinatenfunktionen stetig differenzierbar auf eine offene Umgebung von p
in R™ ausdehnen. Ist ¢ € W der Punkt mit ¢(q) = p, so sind die Bilder unter
d,¢ der Standardbasis des R? gewisse Vektoren in R™ derart, daB die Richtungs-
ableitungen in Richtung dieser Vektoren unserer Ausdehnungen f1, ..., f; jeweils
Eins sind auf der Ausdehnung der entsprechenden Koordinate und Null auf den
Ausdehnungen aller anderen Koordinaten, in Formeln

((dg)0:)(f3) = (0:(fj © ©))(a) = (9i(x;))(q) = b
Das zeigt die Injektivitit des Differentials. [

Proposition 3.2.16 (Produkt von Mannigfaltigkeiten). Gegeben glatte Mannig-
faltigkeiten M, N kann ihr Produkt

M x N

auf genau eine Weise mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit versehen
werden derart, dafs eine Abbildung f : X — M x N von einer glatten Mannig-
faltigkeit in unser Produkt glatt ist genau dann, wenn pry of und pryof es sind.

3.2.17. Versehen mit dieser Struktur nennen wir M x NN das Produkt der glatten
Mannigfaltigkeiten M und . Das ist per definitionem dann auch das Produkt in
der Kategorie der Mannigfaltigkeiten im Sinne der Kategorientheorie [LA2] 7.7.1.
Der Beweis zeigt im iibrigen, daf3 die Produktmannigfaltigkeit die Produkttopolo-
gie trigt. Das Produkt von R™ mit R™ ist offensichtlich R™*" mit seiner iiblichen
Struktur als glatte Mannigfaltigkeit. Die Proposition gilt analog auch fiir Mannig-
faltigkeiten mit anderen Differenzierbarkeitsannahmen und sogar fiir solche mit
Ecken, nicht aber fiir ,,Mannigfaltigkeiten mit Rand*. Betrachten wir speziell fiir
f die Identitit auf M x N, so erkennen wir, daf die Projektionen eines Produkts
auf seine Faktoren glatt sind.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Die Existenz zeigen wir, indem wir M x N
mit der finalen Struktur in Bezug auf alle Abbildungen

(px¢): VxW—MxN
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versehen, fiir ¢ : V. — M und ¢» : W — N Karten von M beziehungsweise
von N. Ist M eine m-Mannigfaltigkeit und N eine n-Mannigfaltigkeit, so haben
wir hier V' @ R™ und W © R"™ und denken uns V' x W @ R™*" versehen mit
seiner von (R”*" C*) induzierten Struktur eines R-geringten Raums. Aus der
Beschreibung 3.2.24 einer Mannigfaltigkeit durch einen vertrdglichen Atlas folgt,
daB M x N mit dieser Struktur eines R-geringten Raums in der Tat eine glatte
Mannigfaltigkeit wird, die die gewiinschten Eigenschaften hat. [

3.2.18. Jedes Produkt von Einbettungen ist wieder eine Einbettung. Sind also in
Formeln X < M und Y — N Einbettungen von glatten Mannigfaltigkeiten, so
istauch X x Y — M x N ein Einbettung. Das folgert man miihelos aus den
universellen Eigenschaften.

Definition 3.2.19. Eine Liegruppe ist eine Gruppe G mit einer Struktur als glatte
Mannigfaltigkeit derart, da3 die Multiplikation G x G — G und die Inversenbil-
dung G — G glatt sind.

3.2.20 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur wird von einer Liegruppe
meist zusitzlich gefordert, dal sie eine abzédhlbare Basis der Topologie besitzen
soll. Wir werden diese Bedingung stets explizit erwdhnen, wenn wir sie brauchen,
und dann von einer abzéihlbar basierten Liegruppe reden.

Beispiel 3.2.21. Die vorhergehende Bemerkung 3.2.18 zeigt, da} unsere Matrix-
liegruppen aus 1.2.4 tatsidchlich Liegruppen in diesem abstrakten Sinne sind.

Satz* 3.2.22 (Kompakte Liegruppen sind Matrixliegruppen). Jede kompakte
Liegruppe besitzt eine endlichdimensionale treue Darstellung, ist also isomorph
zu einer Matrixliegruppe.

Beweis. Gegeben zwei verschiedene Elemente unserer Gruppe gibt es nach dem
Satz von Peter-Weyl [TM] 4.7.7 stets eine stetige darstellende Funktion, die an ih-
nen verschiedene Werte annimmt. Fiir jedes vom neutralen Element verschiedene
Gruppenelement gibt es folglich eine stetige endlichdimensionale Darstellung, auf
der besagtes Element nicht als die Identitédt operiert. Ist nun G unsere kompakte
Liegruppe und p : G — GL(V) eine stetige endlichdimensionale Darstellung, die
nicht treu ist, in Formeln ker p # 1, so finden wir ein Element = # 1 in ker p und
eine stetige endlichdimensionale Darstellung W, auf der x nicht als Identitit ope-
riert. Die Summe V; = V @ W liefert dann eine Darstellung p; : G — GL(V}) mit
ker p D ker p;. BesiBe GG keine treue endlichdimensionale Darstellung, so konn-
ten wir auf diese Weise in GG eine unendliche echt absteigende Folge kompakter
Untergruppen konstruieren. Das ist jedoch absurd, da in jedem Schritt entweder
die Dimension abnehmen muf} oder, wenn diese gleich bleibt, die Zahl der Zu-
sammenhangskomponenten. [
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Ubungen

Erginzende Ubung 3.2.23. Gegeben eine kompakte Liegruppe K trifft der Ab-
schluB ihrer derivierten Gruppe (K, K'), also der von allen Kommutatoren (a, b) :=
aba~'b™! mit a,b € K erzeugten Untergruppe, das Zentrum in einer endlichen
Untergruppe, in Formeln

(K, K) NZ(K)| < 0

Hinweis: Man findet eine treue endlichdimensionale Darstellung V', darauf ein
invariantes Skalarprodukt und eine Zerlegung V' = L & ... @& M in irreduzible
Unterdarstellungen. Dann landet das Zentrum in C*id;, x ... x C*id,; und der
AbschluB der derivierten Gruppe in SU(L) x ... x SU(M).In5.7.11 werden wir
im tibrigen sehen, daB die derivierte Gruppe (K, K) bereits selbst abgeschlossen
sein muB.

Ubung 3.2.24 (Kriterium fiir Atlanten). Gegeben Modelle M und eine Men-
ge X ist eine vorgegebene Familie (W), p))aca mit W), offen in Modellen aus
M und ¢, : W, — X jeweils einer Injektion ein Atlas fiir die Struktur ei-
ner M-Mannigfaltigkeit auf X genau dann, wenn (1) die Finaltopologie auf X
in Bezug auf die ¢, Hausdorff ist, wenn (2) fiir alle A\, x € A die Mengen
Wy, = ©5 (¢, (W,,)) offen sind in W, und wenn (3) die Kartenwechsel

P - W)\/L — WM,\

Morphismen von geringten Rdumen sind. Wegen ¢,, o ¢,» = id sind sie dann
sogar Isomorphismen.

Erginzende Ubung 3.2.25. Man konstruiere einen Diffeomorphismus SO(3) =
PR von glatten Mannigfaltigkeiten. Hinweis: Man betrachte geeignete finale
Morphismen von S® auf beide Seiten. Hierzu mag die in 1.6.2 diskutierte Spin-
gruppe helfen.

Ubung 3.2.26. Gegeben zwei Liegruppen G, H ist auch ihr Produkt G x H mit
der komponentenweisen Verkniipfung eine Liegruppe.

Ubung 3.2.27. Die Quotientengruppe R"/Z" wird mit der finalen Struktur zur
kanonischen Projektion eine Liegruppe, die isomorph ist zu (S*)".

Ubung 3.2.28. Eine stetige Abbildung p : X — Y heiBt wie in [TF] 3.1.10
étale, wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U < X besitzt, die
von p homoomorph auf eine offene Teilmenge p(U) @ Y abgebildet wird. Sei
X — Y eine étale Abbildung von Hausdorffraumen. Gegeben eine Struktur als
M-Mannigfaltigkeit auf Y betrachten wir die kleinste Struktur als geringter Raum
auf X, fiir die p ein Morphismus ist und fiir die alle offenen Teilmengen von X
offen sind. Man zeige, daB} solch eine kleinste Struktur in der Tat existiert, daf sie
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die Topologie auf X zu einer Struktur als M-Mannigfaltigkeit erweitert, und daf3
fiir alle U @ X, fiir die p einen Homdomorphismus p : U = p(U) induziert, die-
ser Homdomorphismus auch ein Isomorphismus von Mannigfaltigkeiten ist. Ich
nenne diese Struktur die étale induzierte Struktur.

Weiterfiihrende Ubung 3.2.29. Jede zusammenhingende Uberlagerung einer Lie-
gruppe wird mit der durch die Wahl eines Urbilds des neutralen Elements gegebe-
nen stetigen Verkniipfung aus [TF] ?? und der étale induzierten C*°-Struktur im
Sinne von 3.2.28 selbst eine Liegruppe.

Ubung 3.2.30. Jede zusammenhiingende Liegruppe ist abziihlbar basiert. Hinweis:
[TF] 1.2.31.

3.3 Tangentialraume

3.3.1 (Keime von Mannigfaltigkeiten). Seien (), p) und (XN, ¢) bepunktete Man-
nigfaltigkeiten. Unter einem Morphismenkeim ¢ : (M, p) — (IV,q) verstehen
wir eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, @) mitp € U @ M und ¢ : (U,p) —
(N, q) einem Morphismus bepunkteter Mannigfaltigkeiten mit der MaBgabe, daf3
(U, @) und (U’, ') dquivalent sind, wenn sie auf einer Umgebung U” @ (U NU’)
von p libereinstimmen. Es ist klar, wie wir Morphismenkeine zu verkniipfen ha-
ben. Wir erhalten so eine Kategorie und vereinbaren dafiir die Notation

C'-Mgf"”

und nennen sie die Kategorie der Keime von Mannigfaltigkeiten, obwohl nur die
Morphismen Keime sind und die Objekte ganz gewohnliche bepunktete Mannig-
faltigkeiten.

3.3.2 (Keime affiner Rédume). Seien (X, p) und (Y, ¢) bepunktete endlichdimen-
sionale reelle affine Rdume. Unter einem Morphismenkeim ¢ : (X, p) — (Y,q)
verstehen wir eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, ) mit p € U @ X und
¢ : (U,p) — (Y, q) einer C'-Abbildung mit der MaBgabe, daB (U, ¢) und (U, ¢')
dquivalent sind, wenn sie auf einer Umgebung U” @ (U N U’) von p iibereinstim-
men. Es ist klar, wie wir Morphismenkeine zu verkniipfen haben. Wir erhalten so
die Kategorie der C!-Keime von affinen Riumen

C'-Aff"

3.3.3 (Tangentialraum). Der offensichtliche Funktor ist eine Aquivalenz von Ka-
tegorien
g CH-Aff* 5 C1-Mgt”

Wir erkldren nun den Differential-Funktor Diff : C! -Aff* — R-Mod durch die
Vorschrift, daB} er jedem bepunkteten affinen Raums (X, p) den Richtungsraum
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X zuordnet und jedem Morphismenkeim ¢ : (X,p) — (Y, q) das Differential
dy,p : X — Y aus der Analysis [AN2] 2.3.1. Ein Tangentialraumfunktor ist ein
Paar (7, 7) aus einem Funktor

T :C'-Mgf® — R-Mod

und einer Isotransformation 7 : 7' o j = Diff. Da j eine Aquivalenz ist, gibt es
Tangentialraumfunktoren und sie sind eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus in der Weise, daB es fiir jeden weiteren Tangentialraumfunktor (7", 7') genau
eine Transformation 7 : 7" = 7" gibt mit (nj) o 7 = 7. Der Tangentialraumfunk-
tor verdient deshalb die Ansprache mit bestimmtem Artikel und eine Notation.
Man verwendet meist die Notation (M, p) — T, M fiir seinen Effekt auf Objek-
ten. Den Effekt auf Morphismen notiere ich vorerst ¢ — T,¢ und erlaube mir
die iibliche Notation d,¢ erst, wenn wir uns etwas an den neuen Formalismus
gewohnt haben und klar ist, dall das nicht zu Widerspriichen fiihrt. Man nennt

T,M

den Tangentialraum an M bei p und T,p das Differential von ¢ bei p. Die
Funktorialitit T,y o T, = T, (1) o ) heiit auch in dieser Allgemeinheit die
Kettenregel. Die Transformation 7 wird selten notiert aber oft implizit verwendet.

3.3.4 (Differential und Jacobimatrix). Gegeben x € U & R”" notieren wir
o1, ...,0, € T, U diejenigen Vektoren des Tangentialraums, die unter 7 und trans
der Standardbasis des R™ entsprechen. Sie bilden eine Basis des besagten Tangen-
tialraums. Im Fall n = 1 verwenden wir auch die Abkiirzung 0 = J; und nennen
dies Element den kanonischen Erzeuger von T, R. Ist ¢ : U — M eine Kar-
te einer Mannigfaltigkeit mit ¢(z) = p, so notieren wir 9 € T,M die Bilder
unserer 0; unter dem Differential T, der Karte. Sie bilden eine Basis des Tan-
gentialraums T, /. Ist ebenso ¢ : V' — N eine Karte und y € V und ¢(y) = ¢
und f : M — N ein C'-Morphismus mit f(p) = ¢, so wird die lineare Abbildung

T,f : T,M — T,N

in den Basen 0 und 8;” gegeben durch die Jacobimatrix [d, (¢! f)] fiir die
Verkniipfung geeignet eingeschriankter Abbildungen, wie man unmittelbar aus den
Definitionen. folgert. In Formeln gilt also

o) Toflior) = [dp (™" f0)]

3.3.5 (Tangentialriume eingebetteter Mannigfaltigkeiten). Analog wiein 3.3.1
erkliren wir die Kategorie Mgf<" der Keime eingebetteter Mannigfaltigkeiten
und erhalten Aquivalenzen

C'-Aff* 5 Mgf<" 5 Mgf”
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Wir notieren sie j< und i. Die erste Aquivalenz ;< ist hier sogar die Einbettung
einer vollen Unterkategorie und in 1.4.6 hatten wir bereits einen Funktor

T : Mgf<* — R-Mod

konstruiert, der auf der vollen Unterkategorie C! -Aff" mit dem Differentialfunk-
tor iibereinstimmt, T< o j< = Diff. Aus dem vorhergehenden folgt, daB es genau
eine Isotransformation 7 : T oi = T< gibt mit (7j<) = 7 : T = Diff. In diesem
Sinne verallgemeinert unsere neue Konstruktion also unseren Tangentialraum fiir
eingebettete Manigfaltigkeiten aus 1.4.6. Speziell erhalten wir fiir jede bepunk-
tete offene Teilmenge eines affinen Raums p € U @ X einen ausgezeichneten
Isomorphismus
n:T,U = X

und fiir jede bepunktete offene Teilmenge eines Vektorraums p € U @ V' durch
Nachschalten von trans™! einen ausgezeichneten Isomorphismus

trans™ ' on : T,U =V

Wir nennen beide kanonische Isomorphismen.

3.3.6 (Tangentialraum von Produkten). Der Tangentialraumfunktor ist vertrag-
lich mit endlichen Produkten. Der Beweis kann dem Leser iiberlassen bleiben.
Gegeben C!-Mannigfaltigkeiten X, Y und Punkte z € X sowie y € Y induzieren
mithin die Differentiale der Projektionen einen Vektorraumisomorphismus

(T Pr1s Ty Pra) | ¢ Trogy(X x V) 5 T, X x T,Y

In der Notation lehne ich mich hier an die in [KAG] 2.1.17 vereinbarten Kon-
ventionen an: Vektoren aus direkten Summen werden als Spalten mit Eintrigen
in den Summanden aufgefalit und der obere Index T in obiger Formel transpo-
niert die gegebene Zeilenmatrix von Homomorphismen zu einer Spaltenmatrix.
Der behauptete Isomorphismus folgt sofort aus der expliziten Beschreibung der
Produktmannigfaltigkeit durch Karten. Die inverse Abbildung kann entsprechend
geschrieben werden als (T, (idx,y), T, (z,idy)), wobei das erste y beziehungs-
weise das zweite = jeweils die entsprechende konstante Abbildung meinen. For-
mal ist weiter der Tangentialraum des einpunktigen Raums der Nullraum, aber das
ist auch direkt klar. Aus der Kettenregel folgt, dal jede konstante Abbildung das
Differential Null hat.

3.3.7 (Tangentialraum fiir Eckfaltigkeiten). In derselben Weise erkldren wir
auch den Tangentialraumfunktor fiir Keime von Eckfaltigkeiten

T : C'-Eckf® — R-Mod
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und verwenden dafiir dieselbe Notation. Die Rolle von C! -Aff* lassen wir in die-
sem Fall der Einfachkeit halber von der Kategorie C'-(R%)" aller Keime von
bepunkteten Kopien irgendwelcher R, spielen, auf der uns ein offensichtliches
Analogon des Differentialfunktors zur Verfiigung steht. Auch im Fall von Eckfal-
tigkeiten ist der Tangentialraumfunktor vertridglich mit endlichen Produkten.

3.3.8. In der Literatur ist es tiblich, die Begrifflichkeit der Kategorientheorie bei
der Diskussion des Tangentialraums zu vermeiden und stattdessen explizite Kon-
struktionen fiir Tangentialraumfunktoren C' -Mgf" — R-Mod anzugeben. Ich be-
schreibe nun zwei besonders gingige Konstruktionen dieser Art.

3.3.9 (Tangentialraum durch Wegekeime). Besonders beliebt ist eine Konstruk-
tion, bei der man eine Variante T*™ M des Tangentialraums erklért als die Men-
ge aller Aquivalenzklassen von C'-Wegen « : (1,0) — (M,p) mit I G R ei-
ner offenen Umgebung des Ursprungs unter der Aquivalenzrelation, daB v ~ &
gleichbedeutend sein soll zu (¢~17)'(0) = (¢ 'x)/(0) fiir jede Karte ¢ um p.
Diese Konstruktion funktioniert allerdings nur fiir Mannigfaltigkeiten und nicht
fiir Eckfaltigkeiten und es ist auch nicht unmittelbar klar, wie die fragliche Menge
mit der Struktur eines reellen Vektorraums zu versehen ist. Die Isotransformati-
on 7 zu unserem Differentialfunktor auf punktierten affinen Raumen (X, p) wird
gegeben durch die Abbildungen 7y : T5™ X = X mit [7] — +/(0).

3.3.10 (Ableitung eines Weges). Gegeben v : I — M eine C'-Abbildung von
einem mehrpunktigen reellen Intervall in eine C'-Mannigfaltigkeit oder sogar eine
C'-Eckfaltigkeit und ¢ € I setzen wir

Y'(t) = (Ty)(9) € Ty M

Der Leser wird leicht einsehen, dal3 wir so im Fall von eingebetteten Mannigfal-
tigkeiten unseren Geschwindigkeitsvektor erhalten, wie er frither als Grenzwert
von Differentialquotienten eingefiihrt wurde.

3.3.11 (Tangentialraum durch Derivationen). Seien (X, Ox) ein k-geringter
Raum und =z € X ein Punkt. Die k-Ringalgebra Oy , der Keime strukturieren-
der Funktionen bei = ist definiert durch die Vorschrift

Ox. = {(U, f) | U offene Umgebung von x und f € O(U) strukturierend} / ~

mit der Aquivalenzrelation ~ erklirt durch die Vorschrift, daB gilt (U, f) ~ (V, g)
genau dann, wenn die Funktionen f und g auf einer hinreichend kleinen in U N V'
enthaltenen Umgebung W von z iibereinstimmen. Fiir jeden Homomorphismus k-
geringter Rdume ¢ : X — Y induziert das Zuriickholen von Funktionen k-lineare
Ringhomomorphismen

(o) : Oy o) = Oxe
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auf den Funktionskeimen in der Gegenrichtung. Fiir offene Einbettungen sind die-
se Homomorphismen offensichtlich Isomorphismen. Jetzt mag man fiir (M, p) ei-
ne reelle bepunkete C'-Mannigfaltigkeit Tglg M C Oj;, erklédren als den Raum
derjenigen Linearformen auf O, ,, die unter einer und jeder Karte einer Rich-
tungsableitung entsprechen. Im Fall einer glatten, ja einer C*>-Mannigfaltigkeit
kann man besagte Linearformen D : Oy, — R auch alternativ dadurch charak-
terisieren, daB sie die Leibnizregel D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g) erfiillen. Die
Isotransformation 7 zu unserem Differentialfunktor auf punktierten affinen Rdum-
en (X, p) wird gegeben durch Umkehrung der Isomorphismen X > T;ng , die

jedem Richtungsvektor v € X die Richtungsableitung Dy bei p zuordnen.

3.3.12 (Richtungsableitung nach Tangentialvektor). Gegeben (M, p) eine be-
punktete C'-Mannigfaltigkeit und v € T, M ein Tangentialvektor und f : M — R
eine C!-Funktion alias regulire Funktion erklidren wir ihre Richtungsableitung
bei p in Richtung v als die reelle Zahl

Dy (f) = ((Tpf)(v))/0

Wir wenden also das Differential T),f : T,M — TR an auf v und erhalten ein
Vielfaches des kanonischen Erzeugers 0 € T(,)R und der Vorfaktor ist unsere
Richtungsableitung. Allgemeiner erkldren wir die Richtungsableitung D, f einer
C!-Funktion f : M — X mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen
affinen Raum X durch

D, f = 7x((Tpf)(v)) € X

Ist X = IV bereits selbst ein Vektorraum, so halten wir oft noch implizit trans—*

dahinter und haben so D, f € WW.

3.3.13. Im weiteren gebe ich nun die Notation T, wieder auf und verwende
stattdessen die iibliche Notation d,¢ auch fiir das Differential einer Abbildung
von Mannigfaltigkeiten.

Definition 3.3.14. Eine C*-Abbildung von C'- Mannigfaltigkeiten heiBe differen-
tialinjektiv, wenn ihr Differential an jeder Stelle injektiv ist.

3.3.15 (Diskussion der Terminologie). In der Differentialgeometrie nennt man
eine differentialinjektive Abbildung auch eine Immersion. Ich mochte jedoch
den Begriff der Immersion wie in der algebraischen Geometrie reservieren fiir
Morphismen in Kategorien mit einem ausgezeichneten Mengenfunktor, die un-
ter besagtem Mengenfunktor zu Injektionen werden. Manche Quellen, zum Bei-
spiel [War83], verwenden den Begriff einer Untermannigfaltigkeit als Synonym
fiir das, was wir eine ,differentialinjektive Injektion* nennen wiirden. Ich mag
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Zwei glatte injektive Immersionen mit demselben Bild, die besagtes Bild in zwei
verschiedenen Weisen mit der Struktur einer Untermannigfaltigkeit im Sinne von
Warner versehen.



die in [War83] verwendete Terminologie nicht, da in dieser Terminologie ein- und
dieselbe Teilmenge einer Mannigfaltigkeit verschiedene Strukturen als Unterman-
nigfaltigkeit tragen kann.

Beispiel 3.3.16 (Differential einer Verkniipfung beim neutralen Element). Ge-
geben eine Liegruppe GG mit neutralem Element e € G und Verkniipfung m :
G x G — G kommutiert das Diagramm

T d(eye)m
(e,€) (G X G)

canlg

T.G x T.G * T.G

T.G

Salopp gesprochen ist also ,,das Differential der Verkniipfung die Summe*. Um
das zu sehen mufl man nur bemerken, daB d(. .ym linear ist und daB} die Inverse
der Vertikale links (A, 0) abbildet auf can™!(A,0) = (d.(id, e))(A). Nun ist die
Verkniipfung

caxana

die Identitiit. Daraus folgt (d(.cym)can™(A,0) = A durch Ubergang zu den
Differentialen. Ebenso zeigen wir (d.ym)can™'(0, B) = B und vermittels der
Linearitit folgt dann wie behauptet

(de.ym) can (A, B) = A+ B

Beispiel 3.3.17 (Differential des Invertierens). Das Differential beim neutra-
len Element der Inversenabbildung auf einer Liegruppe ist die Multiplikation mit
(—1), in Formeln

(deinv)(A) = —A

In der Tat ist die Verkniipfung G (ding) G x G % G konstant und ihr Differential
folglich Null. Andereseits 148t es sich mit der Kettenregel 3.3.3 und unter Verwen-
dung des vorhergehenden Beispiels 3.3.16 auch darstellen als die Verkniipfung

T.G¢ “Y“Y TG x@) B 1.6
I [
T.¢ " 1 axT.g 5 T.G

Aus der Tatsache, daf3 diese Verkniipfung Null ist, folgt sofort unsere Behauptung.

Satz 3.3.18 (Gruppenwege in Liegruppen). Stetige Gruppenhomomorphismen
v : R — G von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in eine Liegruppe G
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sind notwendig glatt, und ordnen wir jedem stetigen Gruppenhomomorphismus
v : R — G seine Geschwindigkeit ' (0) bei Null zu, so erhalten wir eine Bijektion

{Stetige Gruppenhomomorphismeny : R — G} = T.G
v = (0)

3.3.19. Der Beweis des Satzes braucht einige Vorbereitungen, genauer wird er
sich als Konsequenz der priziseren Aussage 3.6.4 ergeben. Zunichst diskutieren
wir nun Tangentialbiindel und Vektorfelder sowie deren Fliisse auf Mannigfal-
tigkeiten. Dann konstruieren wir im Satz die Umkehrabbildung, indem wir jeden
Tangentialvektor am neutralen Element unserer Liegruppe durch Verschiebung
vermittels der Linksmultiplikation mit Gruppenelementen zu einem glatten Vek-
torfeld auf der ganzen Gruppe ausdehnen und diejenigen Integralkurven dieser
Vektorfelder betrachten, die zum Zeitpunkt Null durchs neutrale Element laufen.
Wir werden in diesem Zusammenhang auch sehen, daf stetige Gruppenhomomor-
phismen zwischen Liegruppen immer glatt sind.

Ubungen

Ubung 3.3.20. Man bestimme fiir p € K"**\0 den Kern des Differentials bei p
der kanonischen Projektion auf den projektiven Raum P"K.

Ubung 3.3.21. Eine stetige Abbildung p : X — Y heiBt eine Uberlagerung,
wenn es fiir jeden Punkt y € Y eine offene Umgebung U gibt und eine Zerlegung
p ' (U) = |;c; Vi ihres Urbilds in paarweise disjunkte offene Teilmengen von
X derart, daB p fiir alle i einen Homdomorphismus p : V; = U induziert. Man
zeige, da} jeder Homomorphismus von Liegruppen mit bijektivem Differential
beim neutralen Element eine Uberlagerung ist.

Ubung 3.3.22. Eine glatte Abbildung von glatten Mannigfaltigkeiten heiBt eine
Submersion, wenn ihr Differential an jeder Stelle surjektiv ist. Man zeige, da3
jede surjektive Submersion final ist. Man zeige, daf} das Produkt von Submersio-
nen eine Submersion ist.

Ubung 3.3.23 (Faserprodukt mit Submersion). Seien X, Y, Z Mannigfaltigkei-
ten. Sei f : X — Y eine Submersion und g : Z — Y eine glatte Abbildung. Man
zeige, daBl dann X xy Z :={(x,2) € Y x Z | f(x) = g(z)} eine Untermannig-
faltigkeit von X x Z ist.

Ubung 3.3.24. Gegeben Abbildungen f : Z — X und g : Z — Y von differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten und z € Z haben wir

canod,(f,g9) = (d.f,d.g) : T,.Z = T, X xT,)Y

Ubung 3.3.25. Sei G eine Liegruppe. Man bestimme das Differential am neutralen
Element der Abbildung G — G, g — ¢" fiirn € Z.
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3.4 Tangentialbiindel

Lemma 3.4.1 (Das Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit). Gegeben eine glat-
te n-Mannigfaltigkeit X gibt es auf der disjunkten Vereinigung

TX = |_| T,X

rzeX

ihrer Tangentialrciume genau eine Struktur als glatte 2n-Mannigfaltigkeit derart,
daf3 wir fiir jede Karte ¢ : W — X von X eine Karte von T X erhalten, indem
wir aufW =W x R" @ R*" die Abbildung ¢ : W — TX erklciren durch die
Vorschrift

¢ (p,v) — (dpp)(v) e T,X C TX

3.4.2. Die so definierte glatte Mannigfaltigkeit T X wird in der Folge sogar mit
der noch feineren Struktur eines ,,glatten Vektorraumbiindels auf X* versehen.
Mit dieser Struktur heift sie dann das Tangentialbiindel von X. Ist X eine C*-
Mannigfaltigkeit fiir £ > 1, so wird TX in derselben Weise eine C*~!-Mannigfal-
tigkeit. Analoges gilt fiir Eckfaltigkeiten.

Beweis. Nach 3.2.24 miissen wir nur zeigen, daf} (1) die Finaltopologie in Bezug
auf alle unsere ¢ Hausdorff ist und dal} (2) die zugehorigen Kartenwechsel glatt
sind. (1) sei dem Leser iiberlassen, (2) erkennt man wie folgt: Sind (W}, ¢,) und
(W, ) Karten von X, so ist ¢3 (¢, (W,)) = Wy, x R” offen in W) und
die zugehorigen Kartenwechsel lassen sich in den Notationen von 3.2.24 mithilfe
der Kartenwechsel ¢,, von X beschreiben durch die Vorschrift ¢\ : (p,v) —

(©ur(p), (dpppr)(v)) und sind in der Tat Morphismen von geringten Raumen. [
Definition 3.4.3. Sei X eine glatte Eckfaltigkeit.

1. Ein glattes Pribiindel von reellen Vektorraumen oder kurz ein Prabiindel
E = (E,p) = (p: F — X)auf X istein Datum bestehend aus einer glatten
Eckfaltigkeit £, seinem Totalraum, einer glatten Abbildung p : £ — X,
seiner FuBpunktprojektion, sowie einer R-Vektorraumstruktur auf jeder
Faser E, := p~!(z) der FuBpunktprojektion;

2. Ein Morphismus von einem Pribiindel (E, p) in ein weiteres (F, q) ist eine
glatte Abbildung h : &' — F mit gh = p derart, daB fiir alle v € X die auf
den Fasern der FuBpunktprojektionen induzierte Abbildung / : E, — F,
linear ist;

3. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' heifit der Raum
X xV mit seiner offensichtlichen Struktur als Prébiindel das triviale Biindel
auf X mit Faser V;

92



4. Ein n-dimensionales reelles Vektorraumbiindel auf X ist ein Pribiindel
(E,p), bei dem jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U @ X be-
sitzt derart, daB das davon auf U induzierte Pribiindel (p : p~(U) — U)
isomorph ist zum trivialen R-Biindel U x R"™ auf U. Ein solcher Isomor-
phismus oder etwas allgemeiner auch ein Isomorphismus mit einem Biindel
der Gestalt U x V fiir einen beliebigen n-dimensionalen reellen Vektorraum
V heiB3t dann eine Biindelkarte.

Eine Abbildung U x V' — E, die in obigem Sinne eine Biindelkarte auf ihr Bild
liefert, nennen wir kurzerhand auch eine Biindelkarte. Statt von reellen glatten
Vektorraumbiindeln reden wir oft kiirzer von Vektorraumbiindeln oder Vektor-
biindeln oder ganz kurz Biindeln und machen deren Dimension nicht notwendig
explizit.

Beispiel 3.4.4 (Das Tangentialbiindel). Unser Tangentialbiindel besitzt offen-
sichtlich genau eine Struktur als glattes Vektorbiindel derart, daB wir fiir jede Kar-
te p : W — X mit ¢ wie in 3.4.1 eine Biindelkarte erhalten durch das Bilden der

Komposition
e(W) x R* P~ 5w x R 25 TX
Ergdnzung 3.4.5 (Kategorielle Charakterisierung des Tangentialbiindels). Wie
fiir den Tangentialraum gibt es auch fiir das Tangentialbiindel alternative Kon-
struktionen. Ich will im folgenden analog zu 3.3.3 in der Sprache der Kategorien-
theorie formulieren, worauf es wirklich ankommt. Zunichst einmal definieren wir
dazu eine Kategorie
Vekb

von ,,Vektorbiindeln auf Mannigfaltigkeiten®. Objekte sind Paare (X, E') mit X
einer glatten Mannigfaltigkeit und £ einem endlichdimensionalen glatten reellen
Vektorbiindel auf X, Morphismen (X, £) — (Y, F) sind Paare (g, §) mit g :
X — Y glattund g : £ — F einer glatten Abbildung, mit 7p o g = g o g, die
lineare Abbildungen g : £, — F|,) zwischen den Fasern der Biindelprojektionen
induziert. Das Vergessen des Biindels liefert einen Funktor

B : Vekb — Mgf

in die Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten. Weiter erkldaren wir die Katego-
rie C*° -Aff? aller offenen Teilmengen von endlichdimensionalen reellen affinen
Réaumen mit glatten Abbildungen als Morphismen und erkldren den Differential-
funktor

Diff : C*°-Aff® — Vekb
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dadurch, daB er jeder offenen Teilmenge U @ X das Vektorbiindel U x X auf U
zuordnet und jeder glatten Abbildung ¢ : U — V mit V' @ Y den Morphismus

Ux X — VxY
(x,0) = (p(x),d(V))

Unter einem Tangentialbiindelfunktor verstehen wir nun ein Paar (T, 7) beste-
hend aus einem Funktor T : Mgf — Vekb mit BoT = id, der offene Einbettungen
zu offenen Einbettungen macht, und einer Isotransformation

7:Tj = Diff

zwischen der Restriktion unseres Funktors unter j : C*°-Aff® — Mgf und un-
serem Differentialfunktor. Solch ein Paar ist wieder im wesentlichen eindeutig
bestimmt in derselben Weise, wie wir das fiir den Tangentialraumfunktor in 3.3.3
ausformuliert hatten. Die vorhergehenden Teile dieses Abschnitts haben in diesem
Licht betrachtet im wesentlichen den Inhalt, ein mogliches Paar (T, 7) explizit an-
zugeben.

Definition 3.4.6. Gegeben eine Abbildung p : ¥ — X von Mengen versteht
man unter einem Schnitt von p eine Abbildung s : X — Y mitpo s = idy. Ein
glatter Schnitt eines glatten Vektorbiindels p : £ — X ist insbesondere eine glatte
Abbildung s : X — E mit p o s = idx. Wir notieren die Menge aller derartigen
glatten Schnitte

CF(X, E)

Ein Schnitt des Tangentialbiindels einer Mannigfaltigkeit heif3t ein Vektorfeld auf
besagter Mannigfaltigkeit.

Beispiel 3.4.7. Gegeben ein glattes Vektorraumbiindel £ — X erhalten wir stets
eine glatten Schnitt in Gestalt des Nullschnitts, der jedem Punkt x € X die Null
0 € E, in der Faser iiber x zuordnet. Mithilfe von 3.4.13 identifiziert man die
Vektorfelder auf offenen Teilmengen affiner Rdume im Sinne von [AN2] 8.1.1
mit den Vektorfeldern im hier erkldrten Sinn.

3.4.8 (Nichttriviale Vektorbiindel). Ein Vektorraumbiindel muB3 keineswegs glo-
bal, als da heif3t als Biindel auf ganz X, isomorph sein zu einem trivialen Biindel,
es kann vielmehr ,,verdrillt“ sein: Man stelle sich etwa auf der Kreislinie S*
das ,,mobiusbandartige* Geradenbiindel vor, dessen Totalraum man erhilt als den
Bahnenraum R?/Z fiir die Operation von Z auf R? vermittels der Vorschrift

nx(z,y) = (z+n,(=1)"y)
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Versuch der graphischen Darstellung eines ,,mobiusbandartig verdrehten*
Geradenbiindels auf der Kreislinie. Das entsprechend ,,doppelt verdrehte*
Geradenbiindel wire iibrigends isomorph zum trivialen Biindel.
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Auch Tangentialbiindel werden im allgemeinen ,,verdrillt” sein. So besagt etwa
der Satz von Igel [TF] 1.4.4, daB es auf der Kugelschale S? kein stetiges Vektor-
feld ohne Nullstelle gibt. Das scheint mir auch anschaulich zumindest einleuch-
tend und impliziert insbesondere, daB das Tangentialbiindel T.S? an die Kugel-
schale nicht isomorph sein kann zum trivialen Biindel S? x R2. Ist das Tangential-
biindel einer Mannigfaltigkeit isomorph zum trivialen Biindel der entsprechenden
Dimension, gilt also in Formeln TX = X x R? mit d = dim X, so heiBt unsere
Mannigfaltigkeit parallelisierbar.

Satz 3.4.9 (Parallelisierung des Tangentialbiindels von Liegruppen). Fiir jede
Liegruppe G liefert das Verschieben von Tangentialvektoren am neutralen Ele-
ment mit Linksmultiplikationen einen Isomorphismus von Vektorraumbiindeln

GxT.G > TG
(9, B) + (de(g))(B)

Analoges gilt fiir das Verschieben mit Rechtsmultiplikationen.

3.4.10. Insbesondere ist also jede Liegruppe parallelisierbar und damit auch die
dreidimensionale Sphire S? = SU(2). AuBer S°, S', S? gibt es nebenbei bemerkt
nur noch eine einzige weitere parallelisierbare Sphire, namlich die S”. Deren Par-
allelisierbakeit hingt eng mit der Existenz der sogenannten ,,Oktaven zusam-
men, einer reell achtdimensionalen sogenannten ,,Kompositionsalgebra®, verglei-
che [AL] 3.12.4.

Beweis. Unsere Abbildung aus dem Satz ist glatt als Einschrankung der Verkniip-
fung TG x TG = T(G x G) — TG der kanonischen Identifikation mit dem
Differential der Multiplikation unserer Gruppe. In der Tat bildet die erste dieser
Abbildungen nach 3.3.6ja (0, B) € T,GxT.G ab auf d.(g,id)(B), und unter dm
wird das weiter abbgebildet auf (d(,.ymod.(g,id))(B). Wegen mo (g,id) = (g-)
ist das aber nichts anderes als d.(g-)(B). Bezeichnet 7 : TG — G die FuBBpunkt-
projektion unseres Biindels, so erhalten wir dhnlich eine inverse Abbildung, indem
wir die Komposition

TG ™Y ¢ x TG < TG x TG = T(G x G) 2% TG

betrachten mit ¢ : G X G — G, (g, h) — g 'h. Unter ihr geht nimlich A € T,G
auf (dy(¢g7*))(A) € T.G. O
Ubungen

Ubung 3.4.11. Fiir jede glatte Abbildung ¢ : X — Y von glatten Mannigfaltig-
keiten liefern die Differentiale eine glatte Abbildung

d¢: TX — TY
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Ist ¢ eine Einbettung im Sinne von 3.1.16, so auch d¢.

Ubung 3.4.12 (Tangentialbiindel eines Produkts). Gegeben glatte Mannigfal-
tigkeiten X, Y liefern die Differentiale der Projektionen des Produkts X x Y auf
die Faktoren einen Diffeomorphismus T(X x Y) = TX x TY.

Ubung 3.4.13 (Tangentialbiindel eines affinen Raums). Gegeben E ein endlich-
dimensionaler reller Raum und X @ E eine offene Teilmenge erhalten wir einen
Diffeomorphismus

can: X x E 5 TX

durch die Vorschrift, daBl jedem Paar (z, v) dasjenige Element von T, X zugeord-
net wird, das durch die Richtungsableitung bei = in Richtung v gegeben wird, also
durch f — (D, f)(x) fiir alle Funktionskeime f € Oy . Ist I’ ein weiterer end-
lichdimensionaler reller Raum und Y @ F' eine offene Teilmengeund ¢ : X — Y
glatt, so kommutiert mit den eben erklirten kanonischen Isomorphismen in den
Vertikalen das Diagramm

TX —% .1y

I

XxE—>YxF

mit der durch (p,v) — (¢(p), (dp¢)(v)) gegebenen unteren Horizontalen. Dabei
verwenden wir sowohl das Differential d, : E — F im Sinne der Analysis
[AN2] 2.3.1 fiir ¢ : U — V eine Abbildung von offenen Teilmengen reeller
Ridume U @ E'und V' @ F), als auch das Differential d, : T, X — Ty ,)Y nach
3.3.3.

Ubung 3.4.14 (Tangentialbiindel eingebetteter Mannigfaltigkeiten). Ist £ ein
endlichdimensionaler reeller Raum und X C E eine Untermannigfaltigkeit und
bezeichnet TX C X x E das Tangentialbiindel, wie es speziell fiir Unterman-
nigfaltigkeiten in [AN2] 10.5.2 erkldrt wurde, so liefern unsere Identifikationen
TS X = T,X aus ?? auch einen Diffeomorphismus

TX 5 TX
mit dem hier in voller Allgemeinheit fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten erklédrten

Tangentialbiindel T X.

Ubung 3.4.15. Sei U @ R" eine offene Teilmenge und V' ein endlichdimensio-
naler R-Vektorraum und ¢ : U — End(V) eine glatte Abbildung derart, da} der
Rang von ¢(z) unabhingig ist von # € U. Man zeige, daB | J, ., {z} x ker p(x)
eine Untermannigfaltigkeit von U X V ist.
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Ubung 3.4.16. Sei n € N fest gewihlt. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und
p: E— X eine Abbildung. Sei weiter eine Familie von Tripeln (V,,, U,, ¢a) ge-
geben mit V,, einem n-dimensionalen reellen Vektorraum, U, @ X einer offenen
Teilmenge und ,, : U, x V,, = p~1(U,) einer Bijektion, die mit den offensichtli-
chen Projektionen beider Seiten auf U, vertriglich ist. Nehmen wir zusétzlich an,
daB (1) fiir alle o, 8 die Verkniipfung

(pgl(pa : (Ua N Ug) x Vo, = (Ua N Ug) X Vg

ein Isomorphismus von Vektorbiindeln ist und daB (2) die U, unsere Mannigfal-
tigkeit X iiberdecken, so gibt es auf (F, p) genau eine Struktur als Vektorbiindel,
fiir die alle unsere ¢, Biindelkarten sind.

3.5 Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

3.5.1. Ein Vektorfeld A auf einer glatten Mannigfaltigkeit X hatten wir bereits in
3.4.6 erkléart als einen Schnitt des Tangentialbiindels. In Formeln ist ein Vektorfeld
also eine Abbildung A : X — TX mitwmo A = idy fir7m : TX — X die
FuBpunktprojektion. Meist betrachten wir glatte Vektorfelder, fiir die also A eine
glatte Abbildung ist. Wir schreiben oft A, fiir den Wert des Vektorfelds A an der
Stelle x € X, so daB stets gilt A, € T, X.

Definition 3.5.2. Gegeben ein Vektorfeld A auf einer Mannigfaltigkeit X und eine
glatte Funktion f : X — R erkldren wir eine weitere Funktion (Af) : X — R
durch die Vorschrift

(Af)(x) = Ax(fa)

Hier meint f, € Ox_, den Funktionskeim von f an der Stelle x € X. Wir sagen
dann, die Funktion Af entstehe durch Ableiten der Funktion f in Richtung
des Vektorfelds A. Des weiteren konnen wir auch das Vektorfeld f A bilden, das
durch Multiplikation des Vektorfelds A mit der Funktion f entsteht.

Definition 3.5.3. Gegeben eine glatte Abbildung ¢ : X — Y von Mannigfal-
tigkeiten und Vektorfelder A auf X und B auf Y sagen wir, unsere Vektorfelder
seien ¢-verwandt und schreiben

¢p: A~ B

wenn (d;¢)(A;) = Bys) Yz € X. Ebenso sagen wir, Funktionen g : X — Rund
f Y — R seien ¢-verwandt und schreiben auch schon mal ¢ : g ~ f wenn gilt
g = f o ¢. In diagrammatischer Schreibweise ist die Verwandtschaft ¢ : A ~ B
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von Vektorfeldern gleichbedeutend zur Kommutativitéit des Diagramms

XLY

" s

TX - Ty

3.5.4 (Anwenden verwandter Vektorfelder auf verwandte Funktionen). Ver-
wandte glatte Funktionen haben in Bezug auf verwandte Vektorfelder verwandte
Ableitungen. Ist also in Formeln ¢ : X — Y glatt und gilt ¢ : A ~~ B fiir Vektor-
felder und ¢ : g ~ f fiir Funktionen, so folgt ¢ : Ag ~» Bf. Anders formuliert
gilt fiir jede glatte Funktion f : Y — R die Identitét

A(fod)=(Bf)o¢

Ebenso haben wir unter denselben Vorausetzungen auch die Verwandtschaft von
Vektorfeldern ¢ : gA ~ fB.

3.5.5 (Vektorfelder in Koordinaten). Will man ein Vektorfeld A auf einer Man-
nigfaltigkeit X explizit angeben, so wird man einen Atlas wéhlen und fiir jede
Karte ¢, : W) — X dasjenige Vektorfeld Zle a;0; auf W, @ RY hinschrei-
ben, das ¢,-verwandt ist zu A. Hier sind die a; dann Funktionen a; : W), — R.
Sind umgekehrt Vektorfelder auf den Definitionsbereichen der Karten eines At-
las gegeben, so kommen sie in dieser Weise von einem Vektorfeld auf unserer
Mannigfaltigkeit her genau dann, wenn fiir je zwei Karten ihre entsprechenden
Einschrinkungen unter dem Kartenwechsel verwandt sind.

Beispiel 3.5.6 (Vektorfelder auf der Kreislinie). Die Kreislinie S' = {p € R? |
lpll2 = 1} kann tiberdeckt werden durch die beiden Karten o1 : R — S, deren
Inverse man durch stereographische Projektion [EL] 2.5.11 von den Polen (0, £1)
erkldrt. Nach [AN1] 5.8.20 werden sie gegeben durch

mx):( 2% i1_$2)

1+22" 7 1+ 22

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir die Koordinaten zur Karte ¢, nun u.
Als Kartenwechsel ergibt sich mit direkter Rechnung oder allgemeinen Erkennt-
nissen zu Mobiustransformationen [EL] 2.5.10 und [EL] 2.5.9 das Invertieren

Y =T

Ein Vektorfeld auf der Kreislinie anzugeben bedeutet damit, Funktionen a_(x)
und a, (u) auf ganz R hinzuschreiben, fiir die gilt ¢, : a_(2)0, ~ ay(u)d,.
Erinnern wir [AN2] 8.2.21, so lduft das hinaus auf die Identitét

a_(u™)(=u?)0, = ay(u)d,
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alias ay (u) = —u?a_(u™') fiir alle v € R\0. Ein stetiges Vektorfeld auf der
Kreislinie anzugeben meint also, eine stetige Funktion a_ : R — R hinzuschrei-
ben mit der Eigenschaft, daB —u?a_(u~') einen Grenzwert hat fiir v — 0, daB
also vage gesprochen a_ nicht gar zu schlimm wichst fiir v — oo.

Beispiel 3.5.7 (Vektorfelder auf der Kugelschale). Zur Abschreckung hier auch
noch das Beispiel der Kugelschale oder Sphire 5% = {p € R? | ||p||» = 1}. Sie
kann tiberdeckt werden durch die beiden Karten ¢ : R? — S2, deren Inverse man
durch stereographische Projektion [EL] 2.5.11 von den Polen (0,0, £+1) erklart.
Nach [AN1] 5.8.20 werden sie gegeben durch

2x 2y 1— a2 —q?
T+a?2+y2 1+22+y2" 1+ 22+ y?

px(r,y) = (

Als Kartenwechsel ergibt sich mit direkter Rechnung oder allgemeinen Erkennt-
nissen zu Mobiustransformationen [EL] 2.5.10 und [EL] 2.5.9 die Inversion am
Einheitskreis
pi-t(zy) = (@7 +y7) H(2,y)

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir die Koordinaten zur Karte ¢, nun
(u,v). Ein Vektorfeld auf der Sphire anzugeben bedeutet in diesen Koordina-
ten also, Funktionen e(u,v), f(u,v) auf R? hinzuschreiben, fiir die gilt ¢, :
a(z,y)0, + b(z,y)0, ~ e(u,v)0, + f(u,v)0d,. Erinnern wir schliefllich [AN2]
8.2.21, so ldauft das hinaus auf die Identitét

a(u/(u? +v?),v/(u?* + v?))((v* — u?)9, — 2uvd,)
+b(u/(u? +v?),v/(u? + v%)((u? — v?)d, — 2uvd,) = e(u,v)d, + f(u,v)d,

alias mit der Abkiirzung 72 = u* + v? die Gleichungen

e(u,v) = (vV* —u?)a(u/r? v/r?) — 2uvb(u/r?, v/r?)
flu,v) = (u? —v?)b(u/r*,v/r?) — 2uva(u/r* v/r?)

fiir alle (u,v) € R%\(0,0). Ein stetiges Vektorfeld auf der Sphire anzugeben
meint also, stetige Funktionen a,b : R? — R so hinzuschreiben, daB die rechte
Seite der Ausdriicke in den beiden vorhergehenden Gleichungen jeweils einen
Grenzwert hat fiir (u, v) — (0,0).

Definition 3.5.8. Ein Vektorfeld auf einer Liegruppe heif3t linksinvariant, wenn
es unter allen Linksmultiplikationen zu sich selbst verwandt ist. Analog erklirt
man rechtsinvariante Vektorfelder. Ist G unsere Liegruppe, so ist also in Formeln
ein Vektorfeld A : G — TG linksinvariant genau dann, wenn gilt (¢-) : A~ A
fiir alle ¢ € G, und rechtsinvariant genau dann, wenn gilt (-g) : A ~ A fiir alle
g € (.
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Beispiel 3.5.9. Die linksinvarianten Vektorfelder auf der additiven Gruppe eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums V' sind genau diejenigen Vektorfelder,
die wir in unserer urspriinglichen Begrifflichkeit konstant genannt hétten, die also
konstanten Abbildungen V' — V entsprechen. Ein Vektorfeld auf der Liegruppe
C* ist linksinvariant genau dann, wenn es anschaulich betrachtet invariant ist un-
ter allen Drehstreckungen der komplexen Zahlenebene. Die linksinvarianten Vek-
torfelder auf R* sind genau die Vektorfelder czd, mit ¢ € R.

Satz 3.5.10 (Invariante Vektorfelder auf Liegruppen). Alle linksinvarianten
Vektorfelder auf einer Liegruppe G sind glatt und das Auswerten beim neutra-
len Element liefert eine Bijektion

linksinvariante Vektorfelder | .
{ G- TG } — TG

Dasselbe gilt analog auch fiir rechtsinvariante Vektorfelder.

3.5.11. Wir vereinbaren die Notation X — X fiir die Fortsetzung von X € T.G
zu einem linksinvarianten Vektorfeld.

Beweis. Wir geben die inverse Abbildung explizit an, indem wir zu A, € T.G
das Vektorfeld A : G — TG bilden, das jedem g € GG den Wert des Differentials
an die Multiplikation TG x TG = T(G x G) — TG auf (g, A¢) zuordnet. [

Ubungen

Ubung 3.5.12. Fiir welche Funktionen f(z,y) und g(z,y) ist f0, + g0, ein links-
invariantes Vektorfeld auf C*, wo x den Realteil und y den Imaginirteil einer
komplexen Zahl bedeuten mogen?

Ubung 3.5.13. Fiir welche Funktionen f(a, b) und g(a, b) ist f0,+ g0, ein linksin-
variantes Vektorfeld auf der Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen mit zwei Zei-
len und Spalten und Determinante Eins, wo a und b die beiden Eintrige der ersten
Zeile bedeuten mogen?

3.6 FluBwege und Fliisse

Definition 3.6.1. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und A : X — TX ein
Vektorfeld. Ein FluBweg unseres Vektorfelds ist eine differenzierbare Abbildung
v : I — X von einem mehrpunktigen Intervall I C R nach X mit

Y(t) = A(y(t) viel
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b\

Ein linksinvariantes Vektorfeld auf der Kreislinie. Alle Pfeile sind gleich lang
gemeint. Da die Kreislinie eine kommutative Liegruppe ist, stimmen hier links-
und rechtsinvariante Vektorfelder iiberein.
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Ein maximaler FluBweg ist ein FluBweg, die nicht zu einem auf einem echt
groferen reellen Intervall definierten FluBweg erweitert werden kann. Ist p € X
gegeben, so verstehen wir unter einem FluBweg mit Anfangswert p oder kurz
einem FluBweg zu p einen FluBweg (v, /) mit 0 € I und v(0) = p.

Satz 3.6.2 (Picard-Lindelo6f auf Mannigfaltigkeiten). Gegeben ein glattes Vek-
torfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit gibt es zu jedem Anfangswert einen
grofite Flufweg, und dieser hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall. Ver-
lduft unser grofiter Flufiweg in einem Kompaktum, so ist sein Definitionsbereich
die ganze Zahlengerade.

Ergdnzung 3.6.3. Die weitergehenden Aussagen von [AN2] 6.4.9 iibertragen sich
entsprechend, aber die Ubertragung ihres Beweises benotigt Hilfsmittel, die uns
hier noch nicht zur Verfiigung stehen.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten in derselben Weise wie bei der Herlei-
tung des Satzes iiber die globale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen [AN2]
6.4.9 aus der lokalen Existenz und Eindeutigkeit [AN2] 6.4.4, wenn man beach-
tet, da jeder Punkt unserer Mannigfaltigkeit ja im Bild einer Karte liegt. Beim
Nachweis der Eindeutigkeit eines maximalen FluBwegs mit vorgegebenem An-
fangswert benotigen wir im Ubrigen zum ersten Mal die Hausdorff-Eigenschaft
unserer Mannigfaltigkeiten, und zwar an der Stelle, an der wir bemerken, daf3
die Menge der Parameter, an denen zwei vorgegebene FluBwege mit demselben
Definitionsbereich iibereinstimmen, abgeschlossen ist in dem fraglichen Definiti-
onsbereich. 0

Satz 3.6.4 (FluBwege linksinvarianter Vektorfelder). Gegeben eine Liegruppe
G und darauf ein linksinvariantes Vektorfeld A ist der maximale Fluffweg v = v
unseres Vektorfelds mit Anfangswert ~(0) = e fiir alle Zeiten definiert und kann
charakterisiert werden als der eindeutig bestimmte glatte Gruppenhomomorphis-
mus v : R — G mit ¥(0) = A..

3.6.5. Dieser Satz liefert die in 3.3.18 behauptete Klassifikation der glatten Grup-
penwege in einer Liegruppe.

Beweis. Mit +y ist auch ¢ — g7(¢) ein FluBweg unseres linksinvarianten Vek-
torfelds A, fiir alle g € G. Ebenso sind auch alle ,,zeitverschobenen FluBwege
wieder FluBwege, das gilt ja bei jedem zeitunabhingigen Vektorfeld. Wire nun
v : (a,b) — G der maximale FluBweg mit Anfangswert v(0) = e und wire
etwa b # oo, so wire t — y(b/2)y(t — b/2) ebenfalls ein FluBweg, der auf
(a +b/2,b + b/2) definiert wire und auf dem gemeinsamen Definitionsbereich
mit «y iibereinstimmte. Also konnte v doch nicht maximal gewesen sein, und die-
ser Widerspruch zeigt, da3 die maximalen FluBwege linksinvarianter Vektorfel-
der fiir alle Zeiten definiert sein miissen. Dasselbe Argument zeigt dann ~(t) =
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v(s)7y(t—s) fiir alle reellen s, ¢ und damit sind unsere maximalen FluBwege Grup-
penhomomorphismen. Umgekehrt gilt fiir jeden glatten Gruppenhomomorphis-
mus v : R — G die Identitdt y(t +s) = v(¢)v(s) und damit 4(t) = d.(v(¢)-)7(0),
was ja gerade bedeutet, daB v ein FluBweg des linksinvarianten Vektorfelds A ist,
der den Ursprung mit der Geschwindigkeit 4(0) = A, durchliuft. O

Definition 3.6.6. Wir definieren fiir jede Liegruppe G ihre Exponentialabbil-
dung exp : T.G — G durch die Vorschrift

exp: T.G —» G
A —> ’)/A(l)

fiir 74 : R — G den glatten Gruppenweg mit §4(0) = A.

3.6.7. Das s-fache eines Vektorfelds hat offensichtlich als FluBwege die mit s-
facher Geschwindigkeit durchlaufenen FluBwege des urspriinglichen Vektorfelds.
In Formeln gilt fiir alle s € R also y4(t) = va(st) und damit exp(sA) = vya(s)
furalles e R, A € T.G.

Satz 3.6.8 (Eigenschaften der Exponentialabbildung fiir Liegruppen). Fiir je-
de Liegruppe G ist die Exponentialabbildung exp : 'T.G — G glatt und ihr Dif-
ferential am Ursprung entspricht unter den iiblichen ldentifikationen der Identitdit

auf T.G.

3.6.9. Ganz prizise formuliert behauptet also unser Satz, da die Komposition
T.G = To(T.G) — T.G der kanonischen Abbildung aus ?? mit dy(exp) die
Identitit ist. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird im Anschluf3 an
3.6.13 gegeben.

3.6.10. Da das Differential der Exponentialabbildung bei Null bijektiv ist, liefert
exp : T.G — G einen Diffeomorphismus zwischen einer offenen Umgebung
der Null im Tangentialraum T.G und einer offenen Umgebung des neutralen Ele-
ments e in unserer Gruppe G.

3.6.11. Mit 1.4.5 folgt, daBl die hier definierte Exponentialabbildung im Fall von
Matrixliegruppen unter den entsprechenden Identifikationen mit der Exponential-
abbildung fiir Matrizen zusammenfallt.

Definition 3.6.12. Ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit X be-
sitzt nach 3.6.2 zu jedem Anfangswert ¢ € X einen groBten FluBweg v, : I, —
X. Wir erklédren seinen FluB als die Abbildung

D (t,q) = (1)

von der Menge X = {(t,q) € R x X | t € I,}, dem sogenannten Defini-
tionsbereich des Flusses, in unsere Mannigfaltigkeit.
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Satz 3.6.13 (Fliisse von Vektorfeldern auf Mannigfaltigkeiten). Gegeben ein
glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit hat sein Fluf3 einen offenen
Definitionsbereich und ist ebenfalls glatt.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus dem in [AN2] 6.6.2 behandelten Fall,
daB unsere glatte Mannigfaltigkeit eine offene Teilmenge eines reellen affinen
Raums ist. 0

Beweis von Satz 3.6.8 zu Eigenschaften der Exponentialabbildung. Wir betrachten
die Abbildung R x T.G — G gegeben durch (¢, A) — ~v4(t) und zeigen, daB sie
glatt ist. Dazu reicht es sicher zu zeigen, dafl die Abbildung R x G x T.G —
G x T.G gegeben durch (t,g, A) — (gya(t), A) glatt ist. Diese Abbildung ist
jedoch glatt als der FluB} eines glatten Vektorfelds auf X = G' x T.G, ndmlich des
Vektorfelds (g, A) — (dc(g-)A,0), wobei rechts die Null von T 4(T.G) gemeint
ist und wir genau genommen eigentlich die Verkniipfung unseres Vektorfelds mit
den kanonischen Identifikationen T, 4y X — T G x T4(T.G) beschrieben ha-
ben. Damit wissen wir schon mal, dal unsere Exponentialabbildung glatt ist. Ihr
Differential beim Ursprung von T'.G mu8 bis auf die iiblichen Identifikationen die
Identitit sein, da ja fiir alle A € T.G der Weg t — tA in T.G mit Geschwindig-
keitsvektor A bei ¢t = 0 unter exp zum Weg t — exp(tA) = y4(t) wird, der per
definitionem auch den Geschwindigkeitsvektor A bei ¢ = 0 hat. [l

Satz 3.6.14 (Homomorphismen von Liegruppen). Jeder stetige Homomorphis-
mus ¢ : G — H von Liegruppen ist glatt und fiir sein Differential dp beim
neutralen Element gilt exp o dyp = ¢ o exp.

3.6.15. Etwas ausfiihrlicher geschrieben behauptet die Formel aus dem Satz ein
kommutatives Diagramm

T.G - T.H
expi \Lexp
G—* -H

Beweis. Das wurde im Fall von Matrixliegruppen bereits in 1.4.10 gezeigt. Der
Beweis im allgemeinen ist derselbe. 0

Korollar 3.6.16. Auf einer topologischen Gruppe gibt es hochstens eine Struktur
als glatte Mannigfaltigkeit, die sie zu einer Liegruppe macht.

Beweis. Gegeben zwei derartige Strukturen ist die Identitdt nach 3.6.14 ein Dif-
feomorphismus zwischen unserer Gruppe mit der einen Struktur und unserer Grup-
pe mit der anderen Struktur. 0
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Korollar 3.6.17. Ein stetiger Gruppenhomomorphismus von einer zusammen-
hingenden Liegruppe in eine weitere Liegruppe wird bereits durch sein Diffe-
rential beim neutralen Element eindeutig festgelegt.

Beweis. Nach 3.6.14 und 3.6.8 wird unser Gruppenhomomorphismus durch sein
Differential zumindest in einer Umgebung des neutralen Elements eindeutig fest-
gelegt. Eine zusammenhédngende Liegruppe wird aber nach [TM] 2.1.10 bereits
von jeder Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt. O

Ubungen

Ubung 3.6.18. Verwandte Vektorfelder haben verwandte FluBwege. Ist genauer
¢ : X — Y eine glatte Abbildung glatter Mannigfaltigkeiten und ist A ein Vek-
torfeld auf X und B ein dazu unter ¢ verwandtes Vektorfeld auf Y, so ist fiir jeden
FluBweg v von A auch ¢ o 7 ein FluBweg von B.

Ubung 3.6.19. Man beschreibe die Exponentialabbildung der Liegruppe (R, +).
Man beschreibe die Exponentialabbildung fiir einen endlichdimensionalen reellen
Vektorraum, aufgefal3t als Liegruppe.

Ubung 3.6.20. In jeder Liegruppe gibt es eine Umgebung des neutralen Elements,
die keine Untergruppe auBler der einpunktigen Untergruppe umfaft.

Ubung 3.6.21. Zwei abgeschlossene zusammenhingende Untergruppen einer Lie-
gruppe, die dieselbe Liealgebra haben, stimmen iiberein.

Ubung 3.6.22 (FluB eines linksinvarianten Vektorfelds). Man zeige, da der
FluB eines linksinvarianten Vektorfelds X auf einer Liegruppe G durch die Formel
X'g = gexp(tX.) beschrieben werden kann. Man beschreibe in dhnlicher Weise
auch den FluB eines rechtsinvarianten Vektorfelds.

Ubung 3.6.23 (Liealgebren von Schnitten). Gegeben eine Liegruppe G mit einer
abgeschlossenen Untergruppe H gilt Lie H = {X € LieG | exp(RX) C H}.
Gegeben abgeschlossene Untergruppen einer Liegruppe H, K @& G folgere man

die Formel
Lie(H N K) = (Lie H) N (Lie K)

In derselben Weise folgt sogar fiir eine beliebige Familie (G;);c; von abgeschlos-
senen Untergruppen einer Liegruppe

iel i€l

Ubung 3.6.24 (Liealgebra einer Standgruppe). Gegeben eine glatte Operation
G x X — X einer Liegruppe G auf einer Mannigfaltigkeit X und x € X ein
Punkt und G, seine Standgruppe gilt T.G, = ker d.(-x) fiir (-x) die Abbildung

106



G — X, g — gx. Hinweis: Man tiberlege sich, dal gegeben A € T.G die Kurve
t — exp(tA)x entweder fiir alle ¢ die Geschwindigkeit Null hat oder fiir kein ¢.

Ubung 3.6.25 (Liealgebra einer Gruppe von Fixpunkten). Gegeben G eine Lie-
gruppe und ¢ : G = G ein glatter Automorphismus von G ist die Liealgebra der
Gruppe der Fixpunkte G¥ = {g € G | v(g) = g} von ¢ genau die Menge der
Fixpunkte des Differentials d. in der Liealgebra, in Formeln

Lie(G?) = (Lie G)%¥

3.7 Lieklammer von Vektorfeldern

Lemma 3.7.1. Gegeben differenzierbare Vektorfelder A, B : U — X auf einer
offenen Teilmenge U © X eines endlichdimensionalen reellen Raums X gibt es
genau ein Vektorfeld [A, B] : U — X mit der Eigenschaft

[A, Blf = A(Bf) = B(Af) VfeC*(UR)

3.7.2. Dieses Feld [A, B] heift die Lie-Klammer oder der Kommutator der Fel-
der A und B. Seine anschauliche Bedeutung wird in 3.7.8 und 3.7.13 diskutiert.
Differenzierbarkeit ist im Sinne von [AN2] 2.3.1 gemeint. Der folgende Beweis
wird zeigen, daB die fragliche Gleichung sogar fiir alle C>-Funktionen f gilt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeineit diirfen wir X = R" annehmen.
Unsere beiden Felder haben dann die Gestalt

A = a101+...+an8n
B = 0oy +...+b,0,

mit a;, b; : U — R differenzierbar und wir finden

ABf = > a;0;) bjoif = Zaz .0))0; f + a;b;0,0; f
BAf = b;0; > aidif = bj(9;a:)0:f + bja;0;0:f

und damit schlieBlich ABf — BAf = C'f fiir

C= Z (Z CLZ 8b (@aj)) 8]'

Damit haben wir gleichzeitig sogar eine explizite Formel fiir den Kommutator
zweier Vektorfelder auf U @ R" erhalten. 0
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Lemma 3.7.3. Gegeben glatte Vektorfelder A, B : X — TX auf einer glatten
Mannigfaltigkeit X gibt es genau ein glattes Vektorfeld [A, B] : X — TX mit
der Eigenschaft

[A,Blf = A(Bf) — B(Af) Vfe€C*(X.R)

Beweis. Das folgt leicht aus dem in 3.7.1 behandelten Fall von Vektorfeldern auf
offenen Teilmengen affiner Rdume und der in 3.5.5 besprochenen Darstellung von
Vektorfeldern in Karten. [

Definition 3.7.4. Das Feld [A, B| aus Lemma 3.7.3 heift die Lieklammer oder
der Kommutator der Felder A und B. Die anschauliche Bedeutung dieser Kon-
struktion wird in 3.7.8 erklért.

3.7.5. Der reelle Vektorraum aller glatten Vektorfelder auf einer glatten Mannig-
faltigkeit wird mit der Lieklammer aus der vorhergehenden Definition zu einer
Liealgebra im Sinne von 1.3.6, genauer zu einer Unter-Liealgebra der Liealge-
bra aller Endomorphismen des Vektorraums der glatten Funktionen auf unserer
Mannigfaltigkeit.

3.7.6 (Spezielle hohere Ableitungen). Gegeben eine Mannigfaltigkeit X, ein
mehrpunktiges Intervall / C R, eine C2-Abbildung v : I — X und ein Punkt
t € I mit+/(t) = 0 und (t) = x konnen wir einen Tangentialvektor

v'(t) € T, X

erkldren durch die Vorschrift f — (f o y)”(t) fiir alle Funktionskeime f € Ox .
Diese Linearform entspricht in der Tat unter jeder Karte einer Richtungsableitung,
wie man aus Satz [AN2] 3.3.6 iiber das Rechnen mit Approximationen unschwer
folgert. Ist zusitzlich ¢ : X — Y glatt, so gilt offensichtlich

daip s () = (o) (1)

Im Fall einer eingebetteten Mannigfaltigkeit X C £ in einem endlichdimensiona-
len affinen Raum E entspricht unsere Linearform schlicht der Richtungsableitung
in Richtung 7" (¢) und ~”(¢) kann berechnet werden als der Grenzwert

lim = (3(t 4 h) — (1)

Wir erlauben uns diese Notation manchmal auch auf abstrakten Mannigfaltigkei-
ten, obwohl sie dort eigentlich sinnlos ist, denn die Differenz zweier Punkte kann
man in dieser Allgemeinheit partout nicht bilden.
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In der Situation und den Notationen von [AN2] 8.2.20 finden wir
[0z, 09| = [0y, —y0y + x0,| = 0,. Die zugehorigen Flisse sind Verschiebung in
x-Richtung und Rotation um den Ursprung. Setzen wir genauer A = 9, und
B = 0y, gilt A'(p1,p2) = (p1 + t,p2) und
B'(p1,p2) = ((cost)p; — (sint)py, (sint)p; + (cost)py). Mit diesen Formeln ist
der Kommutator der Fliisse schnell berechnet, und das Ergebnis scheint mir auch
der Anschauung gut zuginglich zu sein.
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3.7.7. Gegeben ein glattes Vektorfeld A auf einer Mannigfaltigkeit M schreiben
wir im folgenden

Alq
fiir die Stelle A'q € M, an der der Punkt ¢ landet, wenn er sich fiir die Zeitspanne
t mit dem Fluf} des Vektorfeldes A treiben 140t.

Proposition 3.7.8 (Anschauliche Bedeutung der Lieklammer). Gegeben glatte
Vektorfelder A, B auf einer Mannigfaltigkeit M kann ihre Lieklammer an jeder
Stelle p € M mithilfe einer hoheren Ableitung im Sinne von 3.7.6 beschrieben
werden durch die Gleichung

[A, B], = E}é %(B_tA_tBtAtp - D)
3.7.9. Anschaulich gesprochen mifit die Lieklammer zweier Vektorfelder im Lich-
te dieser Proposition, inwieweit die zugehorigen Fliisse vertauschen oder lateini-
sierend ,.kommutieren®, als da heiit, welchen Unterschied es macht, ob sich ein
gegebener Punkt fiir ein festes kleines Zeitintervall erst mit dem einen und dann
mit dem anderen Vektorfeld treiben 146t oder umgekehrt. Ein alternativer Beweis
der Proposition unter Verwendung der Lie-Ableitung wird in ?? diskutiert.

Beweis. Wir setzen ®(x,y, z,w) = B~*A~YB*A"p und betrachten erst mal den
Fall einer offenen Teilmenge M @ R". Die partiellen Ableitungen von ¢ am Ur-
sprung ergeben sich dann zu ¢, = -B,, ¢, = -A,, ¢, = B,, ¢, = A,. Ich
kann nur hoffen, dal die Bedeutung des unteren Index mal als partielle Ablei-
tung und dann wieder als Auswerten eines Vektorfeldes an einer Stelle den Le-
ser nicht allzusehr verwirrt. Jetzt folgt fiir v(t) := ®(¢,¢,¢,t) sofort 7/(0) = 0.
Durch Rechnung in einer Karte um p folgt dasselbe auch fiir eine beliebige Man-
nigfaltigkeit. Damit ist insbesondere die hohere Ableitung +”(0) nach 3.7.6 auch
fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit wohldefiniert. Um sie zu berechnen, diirfen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wieder annehmen, daf wir eine offene
Teilmenge M @ R"™ vor uns haben. Wir konnen also unsere Erkenntnisse [AN2]
3.3.6 iiber das Rechnen mit Approximationen verwenden. Fiir die partiellen Ablei-
tungen zweiter Ordnung von ® am Ursprung erhalten wir wegen ®(z,0, z,0) =
O(x — 2,0,0,0) = ©(0,0,z — z,0) sofort &,, = —P,, = —P,, = &, und
ebenso ¢, = -9, = —®,,, = D,,,. Damit kiirzt sich der Einfluf} dieser Ter-
me auf 7”(0) weg. Weiter haben wir per definitionem ®.(0,0,0,w) = B(A"p),
wobei wir den Auswertungspunkt des Vektorfelds B diesmal in Klammern dahin-
terschreiben, um Subindizes zu vermeiden. Nun ist w — A"“p ein Weg durch p
mit Geschwindigkeit A, bei w = 0. Setzen wir B = > 5,0, und A = > a;0;
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mit glatten reellwertigen Funktionen b;, a;, so ergibt sich fir ® = (®!,... ")
folglich
J

und mit einer dhnlichen Rechnung
P!, = Z bi(p) - (0ja:)(p)

Hier muB ich wieder hoffen, daB die inkonsistente Notation ® = (&', ... ®") mit
oberen Indizes fiir die Koordinaten den Leser nicht allzusehr verwirrt. Die unteren
Indexplitze sind leider bereits fiir die Notation partieller Ableitungen vergeben.
Nach unseren Formeln fiir das Rechnen mit Approximationen [AN2] 3.3.6 ist
also 7”(0)/2 der Vektor des R"™ mit den Eintrigen A,(b;) — B,(a;), und diese
Beschreibung stimmt mit unserer Beschreibung der Lieklammer in Koordinaten
aus dem Beweis von 3.7.1 iiberein. [

Proposition 3.7.10 (iiber kommutierende Vektorfelder). Zwei glatte Vektorfel-
der A, B auf einer Mannigfaltigkeit kommutieren genau dann, wenn ihre Fliisse
lokal kommutieren, wenn es also in Formeln fiir jeden Punkt p € U ein ¢ > 0 gibt
mit

A'B*p = B*A'p Vs, t € (—¢,¢)

3.7.11. Diese Proposition sagt insbesondere: Wenn die Fliisse zweier glatter Vek-
torfelder an jeder Stelle ,,kommutieren bis auf einen Fehler von mindestens dritter
Ordnung® in dem Sinne, dafl der Grenzwert in 3.7.8 verschwindet, so kommutie-
ren sie bereits ohne jeglichen Fehler.

Beweis. Kommutieren die Fliisse, so auch die Vektorfelder nach 3.7.8. Kommu-
tieren umgekehrt die Vektorfelder und hat das erste Feld bei p keine Nullstelle, so
wihlen wir mit [AN2] 6.6.6 lokale Koordinaten derart, dafl das erste Vektorfeld
gerade 6%1 wird. Dann hat das zweite Vektorfeld die Gestalt

wobei ao, . . ., a,, konstant sind in 1. Der Flu} des zweiten Feldes ist also invariant
unter Verschiebung in die x;-Richtung, d.h. unter dem Fluss des ersten Feldes,
und die Behauptung folgt. Verschwinden beide Felder bei p, ist die Behauptung
eh klar. ]
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0 0< 1 1$

Mlustration zur Formel [0y, y0,] = 0,. Gezeichnet ist das Bild von (0, 1/2) unter
den Fliissen dieser Felder fiir Zeiten 1,1/2 und 1/4, und zwar ,erst mit d,,, dann
mit yd,, dann mit —d,, dann mit —yd,“. Man sieht zumindest qualitativ, wie der
Abstand des Endpunkts vom Ausgangspunkt mit der Zeit von zweiter Ordnung
klein wird, und dal der Differenzvektor geteilt durch das Quadrat der ,,Zeit*
gegen den Kommutator alias die Lie-Klammer 0, strebt.
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Ubungen

Ubung 3.7.12 (Vertriglichkeit von Verwandtschaft und Lieklammer). Ver-
wandte Vektorfelder haben verwandte Lieklammern. Sind genauer und in Formeln
X und Y Mannigfaltigkeiten und ist ¢ : U — V eine glatte Abbildung und sind
A, B glatte Vektorfelder auf U und A B glatte Vektorfelder auf V, so gilt

(p: A~ Aund¢: B~ B) = ¢:[A B]~ [A B

Ubung 3.7.13 (Lieklammer durch Vergleich von Fliissen). Sind A, B glatte
Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen
Raums X, so gelten im Richtungsraum X fiir alle p € U die Gleichungen

_ Lt pt tpt,) — 1 t ot At t
[A, B], hr%t (BAp A'B ) hr%t—(A B'A'p — B )
Ubung 3.7.14. Gegeben glatte paarweise kommutierende Vektorfelder, die an ei-
ner gegebenen Stelle linear unabhéngig sind, finden wir stets lokale Koordinaten

x1,...,T, um diese Stelle, in der unsere Vektorfelder die Gestalt 8%1, ceey %
haben.
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4 Liegruppen und Liealgebren

4.1 Lieklammer und adjungierte Darstellung

4.1.1. Die linksinvarianten Vektorfelder auf einer Liegruppe bilden wegen der
Vertriglichkeit von Lieklammern mit Verwandtschaft 3.7.12 einen unter der Lie-
klammer stabilen Teilraum im Raum aller glatten Vektorfelder. Dasselbe gilt fiir
die rechtsinvarianten Vektorfelder.

Definition 4.1.2. Gegeben eine Liegruppe G versehen wir den Tangentialraum im
neutralen Element T'.G mit derjenigen Struktur einer Liealgebra, fiir die das Fort-
setzen zu einem linksinvarianten Vektorfeld ein Liealgebrenhomomorphismus in
die Liealgebra der glatten Vektorfelder auf G ist. Den Raum TG mit dieser Struk-
tur einer Liealgebra nennen wir die Liealgebra der Liegruppe G und notieren
ihn

LieG

4.1.3. DaB} wir hier die linksinvarianten Vektorfelder bevorzugen, hingt damit zu-
sammen, daB wir auch die allgemeinen linearen Gruppen GL(V') und die En-
domorphismenringe End V' stets in der Weise definieren, daf} sie von links auf
V' operieren. Unsere Konventionen passen dann in der in 4.1.4 erkldrten Wei-
se so zusammen, dal dem Kommutator von linksinvarianten Vektorfeldern der
Kommutator von Endomorphismen entspricht. Die Beziehung zur entsprechen-
den Konstruktion mit rechtsinvarianten Vektorfeldern klart 4.1.18.

Satz 4.1.4 (Die Lieklammer der allgemeinen linearen Gruppe). Gegeben ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum 'V ist die durch trans™' gegebene kano-
nische Identifikation T, GL(V') = End V ein Isomorphismus von Liealgebren

Lie(GL(V)) 2 gl(V)

fiir die Liealgebrenstruktur ,,durch den Kommutator der linksinvariant fortge-
setzten Vektorfelder* links und die Liealgebrenstruktur ,,durch den Kommutator
im Matrizenring “ rechts.

Beweis. Fiir die Einheitsmatrix verwenden wir die beiden Notationen e = [ je
nachdem, ob wir sie eher als einen Punkt oder eher als eine Matrix auffassen.
Fiir jede von Null verschiedene Linearform p : V' — k liefert die sogenannte
Matrixkoeffizientenabbildung eine Einbettung ¢ = ¢, : V — C*(GL(V),R)
durch ¢, (v) = ¢, mit ¢, ,(x) := p(zv). Die Vorschrift (v, 1) — ¢, ist dann
ein Homomorphismus

VRV* — C*(GL(V),R)
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von Darstellungen von G x G°PP fiir G = GL(V). Gegeben X € T, GL(V') no-
tieren wir X € gl(V/) sein Urbild unter der kanonischen Identifikation trans :
gl(V) = T.GL(V) und X seine linksinvariante Fortsetzung. Gegeben f &
C>(GL(V),R) haben wir einerseits per definitionem

X(f) =S pueix)
t=0

Speziell ergibt sich fiir unsere Matrixkoeffizienten X (c,,,) = u(Xv). Anderer-
seits gilt fiir die linksregulidre Darstellung alias die Wirkung von G°PP die Formel
9°Cup = Cgopp und wir folgern

(Xeua)(9) = (9°(Xepn))(e) = (X(g°cun))(€) = X(copn) = ¢ 50(9)

alias Xc,, = c, g, alias Xc(v) = ¢(Xv) alias Xc = cX. Es folgt [X,Y]e =
¢[X,Y] und fiir das Z € T, GL(V) mit Z = [X, Y] gilt folglich

¢Z = Zc=[X,Y]e=(X,Y]
Wegen der Injektivitit von ¢ folgt schlieBlich Z = [X, Y] in gl(V). O

Satz 4.1.5. Das Differential beim neutralen Element eines stetigen Homomorphis-
mus von Liegruppen ¢ : G — H ist ein Homomorphismus von Liealgebren

detp : LieG — Lie H

4.1.6. Wir kiirzen diesen Homomorphismus oft zu d.¢ = d¢ ab.

Beweis. Der grofite Teil dieses Satzes wurde bereits in 3.6.14 gezeigt. Offen ist
nur noch, da} das fragliche Differential mit dem Kommutator vertriglich ist. Man
sieht jedoch leicht ein, dal das linksinvariante Vektorfeld zu A € T.G unter ¢
verwandt ist zum linksinvarianten Vektorfeld zu (d.p)(A) € T.H auf H. Die Be-
hauptung folgt nun, da das Bilden des Kommutators nach 3.7.12 Verwandtschaft
respektiert. [

4.1.7. Die Exponentialabbildung einer Lieguppe G schreiben wir von nun an
meist exp : LieG — G und unser kommutatives Diagramm aus 3.6.15 erhilt
damit die Gestalt

LieG - Lie H
expi iexp
G—2 - H
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4.1.8. Gegeben ein endlichdimensionaler R-Vektorraum V' und eine Liegruppe
G und ein stetiger Gruppenhomomorphismus p : G — GL(V') notieren wir
die Verkniipfung d.p : TG — T.GL(V) mit der kanonischen Identifikation
T GL(V) = End V = gl(V') auch

dp=dep: LieG — gl(V)

Nach 4.1.5 und 4.1.4 ist diese Abbildung auch ein Homomorphismus von Lieal-
gebren. Wir nennen ihn das Differential der Darstellung p.

4.1.9. Gegeben eine Gruppe G definiert jedes Element x € G einen Gruppenho-
momorphismus
intr: G — G

y — zyxr !

Er hei3t die Konjugation mit x oder auch der durch = definierte innere Auto-
morphismus, auf Englisch interior automorphism, daher die Notation. Mehr
dazu findet man in [LA2] 5.3.1. Ist G eine Liegruppe, so ist int z fiir jedes © € G
eine glatte Abbildung G — G.

Lemma 4.1.10 (Adjungierte Darstellung). Ist GG eine Liegruppe und ordnen wir
Jjedem Gruppenelement x € G das Differential am neutralen Element der Konju-
gation mit x zu und setzen Ad(x) = d.(intz) : T.G — T.G, so erhalten wir
einen Homomorphismus von Liegruppen

Ad: G — Aut(T.G)
T Adzx

Ist weiter ¢ : G — H ein Homomorphismus von Liegruppen, so kommutiert fiir
alle x € G das Diagramm

T.G %% 1.1
Adzi \LAd@(fE)
T.G-*% 1.1

Beispiel 4.1.11. Fir G = GL(n;K) oder allgemeiner G = AutV mit V ei-
nem endlichdimensionalen K-Vektorraum ist int = die Einschrinkung einer linea-
ren Abbildung auf Mat(n; K) beziehungsweise End V', die durch dieselbe Formel
gegeben wird. Das Differential einer linearen Abbildung ist aber an jeder Stelle
schlicht die Abbildung selber, unter der kanonischen Identifikation des Tangenti-
alraums mit dem Raum selber, so daf} wir erhalten

(Adx)(A) = v Az~
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4.1.12. Vermittels des Differentials der Konjugation Ad wird nach 4.1.10 also der
Tangentialraum einer Liegruppe beim neutralen Element eine Darstellung unserer
Liegruppe. Diese Darstellung heif3t die adjungierte Darstellung unserer Liegrup-
pe, und diese Terminologie motiviert auch erst recht eigentlich die Notation Ad.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, da3 Ad ein Gruppenhomomorphismus ist.
Nun gilt aber offensichtlich int(xz) = int(x) o int(z) und nach der Kettenregel
folgt daraus d. int(xz) = d.(int z) od.(int z) alias in unserer Notation Ad(zz) =
Ad(z) o Ad(z) fiir alle z, z € G. Dann zeigen wir, dal Ad eine glatte Abbildung
ist. Dazu gehen wir aus von der glatten Abbildung G x G — G, (z,y) — zyz ™!,
die nach 3.4.11 eine glatte Abbildung auf den Tangentialbiindeln T(GxG) — TG
liefert. Mit einigen kanonischen Identifikationen und Einbettungen liefert das ein

kommutatives Diagramm

G x TG——=TG x TG——T(G x G) —=TG

J )

GxT.G T.G

dessen untere Zeile (z,v) +— (Adz)(v) dann auch eine glatte Abbildung sein
muB. Das zeigt, daB Ad : G — Aut T.G glatt ist. Das kommutative Diagramm im
letzten Teil unseres Lemmas ergibt sich schlieBlich, indem man im kommutativen
Diagramm

zu den Differentialen an den neutralen Elementen iibergeht. [

Definition 4.1.13. Das Differential im Sinne von 4.1.8 der adjungierten Darstel-
lung Ad : G — Aut(T.G) wird notiert als

ad := d. Ad : LieG — gl(T.G)

Beispiel 4.1.14 (Adjungierte Darstellung der GL(n;K)). Im Fall der Grup-
pen G = GL(n;K) oder allgemeiner der Automorphismengruppen G = Aut V'
endlichdimensionaler reeller Vektorrdume haben wir (ad A)(B) = AB — BA.
In der Tat ist das Auswerten an B € EndV eine lineare Abbildung ausp :
End(End V) — EndV, es gilt also d.(ausg o Ad) = ausgoad. Nun gilt of-
fensichtlich weiter auch (ausg o Ad)(z) = (Adx)(B) = xBz~!. Um das Diffe-
rential dieser Abbildung zu berechnen, schreiben wir sie als Verkniipfung

AutV — EndV xEndV — EndV
r = (v, Y (y,2) +— yBz
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Hier ist nun das Differential der ersten Abbildung beim neutralen Element nach
3.3.17 gegeben durch A — (A, —A) und das Differential der Zweiten beim Bild
des neutralen Elements nach [AN2] 2.6.5 durch (C, D) — (CB + BD) und das
Differential der Verkniipfung ist folglich gegeben durch A — AB — BA. Damit
erhalten wir schlieBlich (ad A)(B) = AB — BA = [A, B] wie gewiinscht.

Proposition 4.1.15 (Differential der adjungierten Darstellung). Gegeben eine
Liegruppe G gilt fiir alle X,Y € Lie G die Formel

(ad X)(YV) = [X,Y]

4.1.16. Rechts steht hier der Kommutator der beiden Vektorfelder, die durch links-
invariante Fortsetzung zweier Tangentialvektoren am neutralen Element entste-
hen, oder vielmehr der Wert dieses Kommutatorfeldes am neutralen Element.
Links dahingegegen steht salopp gesprochen das Differential der von der Ope-
ration durch Konjugation unserer Liegruppe auf sich selbst induzierten Operation
auf dem Tangentialraum beim neutralen Element. Wir geben fiir die Proposition
zweil Beweise.

Erster Beweis. Wir verwenden im folgenden meist dieselbe Notation fiir linksin-
variante Vektorfelder und ihre Werte beim neutralen Element, und deuten nur in
Ausnahmefillen den Unterschied durch einen Index e an. Der Fluf} eines linksin-
varianten Feldes X wird nach 3.6.22 gegeben durch

X'g = gexp(tX)

fiir alle g € G und t € R. Bezeichne log die Umkehrung von exp in einer kleinen
Umgebung des neutralen Elements. Da die Lieklammer Verwandschaft respektiert
und da das Differential des Logarithmus bis auf kanonische Identifikationen die
Identitit ist, liefert die Darstellung 3.7.13 des Kommutators zweier Vektorfelder
die Relation

[(X,Y]. = limy 5 (log thXte) —log(Y'e))

(X
= limy o & (log(e' e e™X) —log(e))
= limy_ 5 (Ad(e") (1Y) — tY)

= (ad X)(Y) ]
Zweiter Beweis. Dieser Beweis ist zwar etwas lidnger, dafiir aber unabhéngig von

unseren Erkenntnissen 3.7.13 iiber den Zusammenhang zwischen der Lieklammer
von Vektorfeldern und dem Kommutieren der zugehorigen Fliisse. Um Klammern
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zu sparen, kiirzen wir ad(X) = adx ab. Es reicht, fiir jede glatte Funktion f :
G — R zu zeigen
(X, Y]f = (adx Y) [

Dazu beachten wir zuniichst adx Y = 9;(Ad e!*)(Y"), wobei wir hier und im Rest
des Beweises alle partiellen Ableitungen als ausgewertet bei Null verstehen. Das
Anwenden auf eine glatte Funktion f gefolgt vom Auswerten J, an einem Grup-
penelement g ist eine Linearform auf dem Raum aller glatten Vektorfelder und
damit auch auf dem Raum aller linksinvarianten Vektorfelder, wir haben demnach
auch

Og(adx Y) f = 0, 34((Ad e )(Y)) f

Jetzt beachten wir die Verwandtschaften

(inth) : Y ~  (Adh)(Y)
(inth): fo(inth) ~ f

woraus sofort folgt (int h) : Y (f oint h) ~~ ((Adh)(Y))(f) alias

(Y(fointh))o(inth)™ = ((Adh)(Y))(f)
und damit

Ogladx YV)f = 0, 05((Ade™)(Y))f
= 0, (Y(fointe™)(e™™ ge')
= 0,0, (f ointe™™)(e7™X ge!* ™)
— atas f(getX sYe tX)
_ atas f(g etX esY) o atas f(g esY etX)
= (XM = YV (X))(9)

Dieser Beweis verwendet die Exponentialabbildung nicht wirklich: Statt e'* und
e*Y konnten wir darin ebenso irgendwelche anderen glatten Wege verwenden, die
zum Zeitpunkt ¢ = 0 beziehungsweise s = 0 mit der Geschwindigkeit X bezie-
hungsweise Y durch das neutrale Element fahren. [

4.1.17. Gegeben eine Liegruppe G folgt aus der Beschreibung 1.4.20 der Lie-
algebra des Kerns eines Liegruppenhomomorphismus unmittelbar die Identitéit
Lie(ker Ad) = {X € g | [X,Y] = 0 VY € g}. Dieser Teilraum heif3it im iibrigen
fiir eine beliebige Liealgebra g das Zentrum der Liealgebra g.
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Ubungen
Ergiinzende Ubung 4.1.18. Sei G eine Liegruppe. Wir betrachten das Diagramm

{ glatte Vektorfelder auf G }

glatte linksinvariante glatte rechtsinvariante
Vektorfelder auf G Vektorfelder auf G

Tangentialraum von G
am neutralen Element

wo die beiden unteren Pfeile durch das Auswerten am neutralen Element definiert
werden. Die obere Hilfte unseres Diagramms besteht aus Lie-Algebren und Lie-
Algebren-Homomorphismen. Die beiden unteren Pfeile sind Isomorphismen und
versehen den Tangentialraum am neutralen Element T.G mit zwei Lie-Algebra-
Strukturen. Der Leser moge als Ubung zeigen, daB hier die Lieklammer fiir die ei-
ne Struktur auf T.G gerade das Negative der Lieklammer fiir die andere Struktur
ist. Hinweis: Man fasse die Inversenabbildung G = G°PP auf als Homomorphis-
mus in die Gruppe mit der opponierten Multiplikation.

Ubung 4.1.19. Das linksinvariante Vektorfeld auf der Gruppe G = GL(2; R), des-
sen Wert beim neutralen Element durch die Matrix A € Mat(2; R) gegeben wird,
mulB sich als Linearkombination der partiellen Ableitungen nach den Matrixein-
tragen ) | fi;0;; mit gewissen glatten Funktionen f;; als Koeffizienten schreiben
lassen. Man berechne diese Funktionen und priife explizit, daf3 die linksinvariante
Fortsetzung in diesem Fall ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist, wenn wir
Mat(2; R) mit der durch den iiblichen Kommtator gegebenen Struktur einer Lie-
algebra versehen. Mutige rechnen dasselbe allgemeiner fir G = GL(n;R) und
auch fiir rechtsinvariante Felder, beachten dabei jedoch die vorhergehende Ubung
4.1.18.

Ubung 4.1.20 (Derivierte Liegruppen und Liealgebren). Gegeben eine Gruppe
G bezeichne (G, G) die von allen Kommutatoren aba~'b~! erzeugte Untergruppe,
die sogenannte derivierte Gruppe. Gegeben eine Liealgebra g bezeichne [g, g]
den von allen Kommutatoren [ X, Y] erzeugten Untervektorraum. Er ist, wie man
leicht einsieht, wieder eine Liealgebra, die sogenannte derivierte Liealgebra. Ge-
geben eine zusammenhéingende Liegruppe G mit Liealgebra g zeige man nun, daf3
aus [g, g] = g bereits folgt (G,G) = G. Hinweis: Zunichst zeige man, daB die
(Adg)(X) — X fir g € Gund X € g bereits ganz g als Vektorraum erzeugen.
Dann verwende man den Umkehrsatz um zu zeigen, da8 (G, G) eine Umgebung
des neutralen Elements umfaft.
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Ubung 4.1.21 (Liealgebra einer Gruppe von Fixpunkten, Variante). Gegeben
G eine Liegruppe und ® C GrpTop™ G eine Menge von Automorphismen von
G ist die Liealgebra der abgeschlossenen Untergruppe G* = {g € G | p(g) =
g Yo € ®} der Fixpunkte von ¢ genau die Menge der Fixpunkte in der Liealge-
bra, in Formeln
Lie(G?®) = (Lie G)®

Hier ist rechts die abgeleitete Operation gemeint, ausgeschrieben hitten wir also
Lie(G?) = {X € LieG | (dep)(X) = X Vo € ®}. Hinweis: Man kombiniere
3.6.25 und 3.6.23.

Ubung 4.1.22 (Liealgebra eines Zentralisators). Gegeben eine Liegruppe G und
ein Element h € G gilt stets LieZg(h) = {X € LieG | (Adh)(X) = X}.
Gegeben eine Liegruppe GG und eine Teilmenge H C G gilt stets Lie Zo(H) =
{X € LieG | (Adh)(X) = X VYh € H}. Hinweis: Man wende 3.6.25 an auf
¢ = int h beziehungsweise 4.1.21 auf & = {inth | h € H}.

Ubung 4.1.23. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung G — GL(V)
einer Liegruppe mit der abgleiteten Darstellung ihrer Liealgebra zeige man die
Formel

g(X(g7") = (Adg)(X))v VgeG, X €LieG,veV
Ubung 4.1.24. Man zeige, daB gegeben eine Liegruppe G fiir jedes Gruppenele-

ment g € G die Abbildung Ad(g) ein Liealgebrenhomomorphismus ist.

Ubung 4.1.25. Gegeben eine zusammenhiingende Liegruppe G fillt ihr Zentrum
stets zusammen mit dem Kern der adjungierten Darstellung, in Formeln Z(G) =
ker(Ad).

Ubung 4.1.26. Man zeige: Gegeben eine Liegruppe G und eine abelsche Unteral-
gebra ) C LieGistexp : h — G ein Gruppenhomomorphismus von der additiven
Gruppe des Vektorraums f in unsere Liegruppe GG. Hinweis: Kommutierende Vek-
torfelder haben kommutierende Fliisse.

Ubung 4.1.27. Auf einer Liegruppe ist die Lieklammer eines linksinvarianten
Vektorfeldes mit einem rechtinvarianten Vektorfeld stets das Nullfeld.

4.2 Kompakte Liealgebren

Definition 4.2.1. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra iiber einem Korper
k. Die Killingform von g ist die Bilinearform x = x4 : g X g — k auf unserer
Liealgebra, die gegeben wird durch die Vorschrift

K(X,Y) =tr((ad X)(adY))
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Definition 4.2.2. Eine reelle Liealgebra heif3t kompakt, wenn sie endlichdimen-
sional ist mit negativ definiter Killing-Form.

Proposition 4.2.3. Jede zusammenhdiingende kompakte Liegruppe mit endlichem
Zentrum hat eine kompakte Liealgebra.

Beweis. Sei K unsere kompakte Liegruppe und £ = Lie K ihre Liealgebra. Das
Bild der adjungierten Darstellung ist eine kompakte Matrixliegruppe und nach
2.4.10 gibt es damit auf € ein (Ad K )-invariantes Skalarprodukt. Beziiglich einer
Orthonormalbasis werden mithin alle Ad ¢ fiir ¢ € K durch orthogonale Matrizen
dargestellt und alle ad X fiir X € £ dementsprechend durch schiefsymmetrische
Matrizen. Alle Eigenwerte dieser ad X sind insbesondere rein imaginér, und das
zeigt
tr((ad X)(ad X)) < 0

falls ad X # 0. Hat unsere Gruppe zusitzlich endliches Zentrum und ist zusam-
menhingend, so gilt auch 3(¢) = 0, mithin (ad X = 0) = (X = 0), und ihre
Liealgebra ist in der Tat kompakt. [

Satz 4.2.4 (Kompakte Liegruppen mit trivalem Zentrum). Das Bilden der Lie-
algebra und das Bilden der Einskomponente der Automorphismengruppe liefern
zueinander inverse Bijektionen auf Isomorphieklassen

{ zusammenhdngende kompakte } ~ { kompakte }

Liegruppen mit trivialem Zentrum Liealgebren
K > Lie K
(Aut £)° — ¢

Beweis. Es gilt zu zeigen, daf} die im Satz gegebene Abbidungsvorschrift in der
Gegenrichtung eine Umkehrabbildung liefert. Ist £ eine kompakte Liealgebra,
so ist A = (Aut#$)° als abgeschlossene Untergruppe der orthogonalen Grup-
pe zur Killingform eine kompakte Liegruppe und wir erhalten Isomorphismen
t = Derg€ < Lie A mit 4.2.5 und 1.2.23 oder 1.3.11. Die Komposition die-
ser Isomorphismen ist sogar ein Isomorphismus von Darstellungen von A, wenn
man auf ¢ die offensichtliche Darstellung betrachtet und auf Lie A die adjungierte
Darstellung. Damit zeigt 4.1.25, daf3 unser A triviales Zentrum hat und wir haben
eine Abbildung ¢ — K; := A = (Aut£)° in die Gegenrichtung konstruiert und
auch schon einen Isomorphismus ¢ = Lie K; angegeben. Ist andererseits K ei-
ne zusammenhidngende kompakte Liegruppe mit trivialem Zentrum, so liefert die
adjungierte Darstellung nach 4.1.25 eine Injektion Ad : K < (Aut £)° und damit
einen Homoomorphismus auf das Bild dieser Injektion, das eine abgeschlosse-
ne zusammenhidngende Untergruppe mit Liealgebra ad € sein mufl. Nach 4.2.5
und 1.3.11 hat dies Bild damit dieselbe Liealgebra wie (Aut £)° und nach 1.2.22

122



ist unsere Injektion damit erst ein Isomorphismus von abstrakten Gruppen, dann
aber nach ?? auch ein Isomorphismus von topologischen Gruppen, und dann nach
3.6.16 sogar ein Isomorphismus von Liegruppen. O

Lemma 4.2.5. Fiir jede kompakte Liealgebra ¢ liefert ad einen Isomorphismus
von Liealgebren ad : £ = Derp &.

4.2.6. Dieser Beweis verwendet zwei Aussagen aus der allgemeinen Theorie der
Lie-Algebren, die der Leser aber auch ohne alle Theorie leicht priifen kann: Nach
[HL] 1.7.11 ist die Restriktion der Killingform einer endlichdimensionalen Lieal-
gebra auf ein Ideal die Killingform des besagten Ideals, und nach [HL] 1.6.10 ist
das orthogonale Komplement eines Ideals unter der Killingform stets wieder ein
Ideal.

Beweis. In der Tat ist ad im Fall einer kompakten Liealgebra sicher injektiv. Das
einzige Problem ist nachzuweisen, daf} diese Abbildung surjektiv ist. Da £ = ad ¢
kompakt ist, kann die Restriktion der Killingform xp von D := Derg £ auf ad £
nicht entarten. Ist also I/ C D das orthogonale Komplement von ad ¢ unter der
Killingform xp, so gilt I N adt = 0 und folglich D = I & ad £ mit Dimen-
sionsbetrachtungen. Da nach 1.3.15 beide Ideale sind, folgt [I,ad €] = 0, also
[0,adx] =ad(dz) =0Vd € I,z € ¢, alsodx =0V € [,z € tund damit / =0
wie gewiinscht. [

Ubungen

Ubung 4.2.7. Man zeige: Gegeben eine Liegruppe ist die Killingform auf ihrer
Lie-Algebra invariant unter der adjungierten Darstellung.

Ubung 4.2.8. Man erklire, wie die adjungierte Darstellung von SL(2; R) zu einem
Isomorphismus SL(2; R)/(£id) = SO(2,1)* fiihrt.

Ubung 4.2.9. Man zeige: Gegeben eine kompakte Liegruppe K zerfillt ihre Lie-
algebra ¢ in die direkte Summe £ = [, €] @ 3(¢) der derivierten Liealgebra mit
dem Zentrum. Hinweis: Unter der adjungierten Darstellung zerfédllt € nach 2.4.12
in eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen.

4.3 Von Liealgebren zu Liegruppen

Definition 4.3.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum und U ©
X eine offene Teilmenge. Eine d-dimensionale Distribution D auf U ist eine
Zuordnung, die jedem Punkt p € U einen d-dimensionalen Teilraum

D(p) c X



zuordnet. Eine derartige Distribution heif3t glatt, wenn es um jeden Punkt ¢ € U
eine offene Umgebung V' @ U und glatte Vektorfelder auf V' gibt, deren Werte
an jedem Punkt p € V' den Raum D(p) aufspannen. Eine glatte Distribution heifit
involutiv, wenn diejenigen glatten Vektorfelder auf U, die an jeder Stelle p Werte
in unserem Teilraum D(p) annehmen, im Raum aller glatten Vektorfelder auf U
eine Unter-Liealgebra bilden, wenn also in Formeln fiir je zwei glatte Vektorfelder
AB:U — X mit A,, B, € D(p) Vp € U gilt [A, B], € D(p) ¥p € U.

4.3.2 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Distribution* wird auch
fiir gewisse verallgemeinerte Funktionen oder genauer verallgemeinerte Mal3e
verwendet. Man lasse sich hierdurch nicht verwirren.

Satz 4.3.3 (von Frobenius). Seien X ein endlichdimensionaler reeller affiner
Raum, U @ X eine offene Teilmenge und D eine glatte d-dimensionale Distri-
bution auf U. Genau dann ist D involutiv, wenn man fiir jeden Punkt ¢ € U eine
offene Umgebung V' G U und darauf Koordinaten v, . . . |y, so finden kann, daf}
fiiralle p € 'V gilt

D(p) = ((9/0y1)p, - - -, (0/0Ya)p)r

Beweis. Die einzige Schwierigkeit besteht darin, aus der Involutivitit der Distri-
bution die Existenz der fraglichen lokalen Koordinatensysteme zu folgern. Indem
wir U notfalls verkleinern, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daB es glatte Vektorfelder Al AU — X gibt, deren Werte an
jeder Stelle p € U den Raum D(p) aufspannen. Insbesondere hat dann A' keine
Nullstelle und wir finden nach Satz [AN2] 6.6.6 tiber die Normalform eines Vek-
torfelds ohne Nullstelle, wenn wir U notfalls noch weiter verkleinern, Koordinaten
T1,..., T, auf U mit A' = 9/0x,. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen
wir weiter annehmen, daB unsere Vektorfelder A’ fiir i > 2 keinen 0/0x,-Anteil
haben alias in der Gestalt

A" = abd/0xg + ...+ a’0/0x,

geschrieben werden konnen mit aé» € C*(U,R).Zu den Feldern A" fiir2 <i <mn
gibt es unter dieser Annahme jeweils genau ein verwandtes Feld B* auf der Hy-
perfliche W := {p € U | z1(p) = x1(q)}. Da nach 3.7.12 verwandte Felder ver-
wandte Lieklammern haben, erzeugen die B eine involutive (d — 1)-Distribution
auf 1. Wenn wir W noch etwas verkleinern, so gibt es nach Induktionsannahme
auf W Koordinaten s, . . ., y, mit

(Bﬁ, e Bg> = ((0/0y2)ps - - -, (0/0Ya)p) VpeW

Verkleinern wir U hinreichend weiter, so liefert das Vergessen der ersten Koor-
dinate eine glatte Abbildung 7 : U — W, vermittels derer wir die Koordinaten
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Y2, - .-, Yn zu Funktionen auf U zuriickziehen konnen, die dann zusammen mit
y1 := x; ein Koordinatensystem einer Umgebung von ¢ in U bilden. Das Vektor-
feld A = (9/0x) beziiglich (z1,. .., z,) ist dann auch das Vektorfeld (0/0y; )
beziiglich (y1, . . ., y,). Es reicht nun zu zeigen, daB auf einer Umgebung von ¢ das
Anwenden jedes unserer Felder A* auf jede der Funktionen y; mitd +1 < j <n
die Nullfunktion liefert, denn dann tauchen in der Darstellung

A" = b (0/0y1) + b5(0/0yz) + ... + b (0/Oyy)

nur die J/0y; fur 1 < j < d mit von Null verschiedenen Koeffizienten auf.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zeigen wir das nur fiir j = n und nehmen
d < n an. Fiir 7 = 1 ist die Aussage eh klar, aber dieser Fall kann auch ohne
Schaden im folgenden Argument noch mitlaufen. Aus der Involutivitit unserer
Distribution folgt [A', A"] = >~ ¢t A* fiir geeignete glatte Funktionen ¢i, und das
liefert hinwiederum fiir die (A*(y,)) das System von Differentialgleichungen

0 4 i g

0y1 (A (yn)) - ;CkA (yn)

Schrianken wir diese Identititen von glatten Funktionen ein auf die Fasern von
m : U — W, so bedeuten sie homogene lineare Systeme von Differentialglei-
chungen von Funktionen in y;. Wihlen wir U so klein, da8 alle Fasern von 7 zu-
sammenhédngend sind, so gibt es zu jedem Anfangswert nach [AN2] 6.5.1 genau
eine Losung auf jeder Faser. Bei Punkten p € W ist aber nach Konstruktion der
Koordinaten y; der fragliche Wert (A*(y,,))(p) = (B*(y»))(p) = 0, folglich bilden
unsere Funktionen A°(y,,) auf jeder Faser die Null-Losung und verschwinden also
auf ganz U. [l

Erginzung 4.3.4. Unter einer partiellen Unter-Liegruppe einer Liegruppe ver-
stehen wir wie in 1.3.5 eine Untermannigfaltigkeit M C G derart, da3 (1) die
Identitidt zu M gehort und daf es (2) eine Umgebung U der Identitét gibt mit den
Eigenschaften (U N M)(UNM) C M und (UN M)t C M.

Lemma 4.3.5 (Unter-Liealgebren und partielle Unter-Liegruppen). Ist G eine
Liegruppe und y C Lie G eine Lie-Unteralgebra, so ist fiir eine hinreichend kleine
Umgebung V' © b des Ursprungs das Bild M = exp(V) C G eine partielle
Unter-Liegruppe.

Beweis. Isth C T.G ein Untervektorraum, so ist fiir eine hinreichend kleine Um-
gebung V' @ b des Ursprungs das Bild M = exp(V) C G nach 3.6.8 schon
mal eine Untermannigfaltigkeit und die linksinvarianten Vektorfelder auf G zu
Elementen von h erzeugen eine (dim h)-dimensionale linksinvariante Distributi-
on Dy auf G. Isth C T.G eine Lie-Unteralgebra, so erkennt man leicht, da3 diese
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Distribution auch involutiv und rechtsinvariant sein muf. Nun finden wir mithil-
fe des Frobenius-Theorems 4.3.3 eine offene Umgebung W @ G des neutralen
Elements und darauf ein Koordinatensystem (1, ..., z,) : W — (=1, 1)" derart,
daf3 das neutrale Element dem Nullvektor entspricht und daB fiir d = dim b gilt

Dy(p) = ((9/0x1)p, .., (0/Dxa)) YpeW

Ist dann V' @ b eine konvexe Umgebung des neutralen Elements mit der Eigen-
schaft exp(V') exp(V') C W, so behaupte ich

exp(V)exp(V) C {p € W | za11(p) = ... = z,(p) = 0}

In der Tat, gehen wir fiir X, Y € V erst mit dem Weg ¢ — exp(¢.X') vom neutralen
Element nach exp X und dann mit dem Weg s — exp(X) exp(sY’) weiter nach
exp(X) exp(Y), so liegen die Geschwindigkeitsvektoren beider Wege an jeder
Stelle in unserer Distribution Dy, was die Behauptung zeigt. Andererseits gibt es
eine offene Umgebung A @ W des neutralen Elements mit exp(V) N A = {p €
A | z411(p) = ... = z,(p) = 0}. Wihlen wir U @ A hinreichend klein, so
konnen wir sicher erreichen, daB gilt (exp(V) N U)(exp(V)NU) C A und damit
nach dem vorhergehenden (exp(V) N U)(exp(V) NU) C exp(V'). Man erkennt
damit, daB exp(V') C G in der Tat eine partielle Lie-Untergruppe ist. O

Satz 4.3.6 (Unter-Liegruppen zu Unter-Liealgebren). Gegeben eine Liegruppe
G und eine Unter-Liealgebra ) C Lie G gibt es auf der von (exph) erzeugten
Untergruppe H = (expl) C G genau eine Struktur als Liegruppe derart, daf3
die Injektion H — G ein glatter Gruppenhomomorphismus ist und ihr Differen-
tial beim neutralen Element einen Isomorphismus von Lie-Algebren Lic H = §
induziert.

4.3.7. Man beachte, dal wir keineswegs fordern, dal H die von G induzierte
Topologie trigt. Das typische Gegenbeispiel in eine Gerade, die sich mit dichtem
Bild und injektiv um einen zweidimensionalen Torus windet.

Beweis. Wir finden eine offene konvexe Umgebung des Ursprungs V' G b wie in
4.3.5, so daB also exp(V') exp(V) in einer Umgebung W des neutralen Elements
mit der Distribution Dy, angepaBten Koordinaten (zy,...,z,) : W = (=1,1)"
landet. Dann versehen wir H mit der finalen Struktur eines R-geringten Raums
zur Familie der Abbildungen

(h-)oexp:V — H

fiir h € H. Der Rest des Arguments kann dem Leser iiberlassen bleiben. O
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4.3.8. Ein topologischer Raum heifit einfach zusammenhéngend, wenn er nicht
leer ist und jede zusammenhiingende Uberlagerung unseres Raums im Sinne von
3.3.21 bereits ein Homoomorphismus ist. In [TF] ?? wird gezeigt, da3 eine Man-
nigfaltigkeit genau dann einfach zusammenhingend ist, wenn sie wegweise ein-
fach zusammenhéngend ist im Sinne von [AN2] 8.7.6.

Satz 4.3.9 (Integration von Liealgebrenhomomorphismen). Sind G, H Lie-
gruppen und ist G einfach zusammenhdngend, so liefert das Differenzieren eine
Bijektion

GrpTop(G,H) = Lalgg(LieG,Lie H)
zwischen der Menge aller stetigen Gruppenhomomorphismen von G nach H und
der Menge aller Homomorphismen von reellen Liealgebren von Lie G nach Lie H.

4.3.10. Die inverse Abbildung zur Bijektion in unserem Satz nennt man auch das
Integrieren. Man wiirde etwa sagen, daf} unter gewissen Umstinden ein Homo-
morphismus von Liealgebren zu einem Homomorphismus von Liegruppen inte-
griert werden kann. Den Spezialfall der Gruppe G = R haben wir bereits in 3.3.18
kennengelernt. Der Fall G = S', H = R zeigt, daB die Bedingung G einfach zu-
sammenhingend fiir die Surjektivitdt im zweiten Teil unseres Satzes notwendig
ist.

4.3.11. Der Satz impliziert insbesondere, dal zwei einfach zusammenhéngende
Liegruppen mit isomorphen Liealgebren bereits isomorph sein miissen: In der Tat
1aBt sich sogar jeder Isomorphismus ihrer Liealgebren zu einem Isomorphismus
der Liegruppen selber integrieren.

Beweis. Daf} das Differenzieren im Fall einer zusammenhéngenden Liegruppe G
stets eine Injektion liefert, haben wir bereits als Korollar 3.6.17 gezeigt. Es bleibt,
die Surjektivitit zu zeigen. Der Graph unseres Liealgebrenhomomorphismus ist
offensichtlich eine Unterlieagebra [ C Lie G x Lie H. Nach 4.3.6 gilt es auf der
Untergruppe L := (expl) C G x H eine Struktur als Liegruppe derart, daB die
die Injektion L — G x H ein glatter Gruppenhomomorphismus ist und daf ihr
Differential am neutralen Element einen Isomorphismus Lie L = [ induziert. Die
Projektion L — G ist also auch glatt und ihr Differential am neutralen Element
induziert einen Isomorphismus Lie . = Lie G. Damit aber mul . — G nach
3.3.21 eine Uberlagerung sein und, wenn G bereits einfach zusammenhingend
ist, ein Homdomorphismus von topologischen Rdumen und dann auch sofort ein
Isomorphismus von Liegruppen. Das Inverse dieses Isomorphismus gefolgt von
der Projektion von L auf H ist dann der gesuchte Homomorphismus von Liegrup-
pen G — H mit vorgegebenem Differential beim neutralen Element. [
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Ergdnzung 4.3.12. Ich sollte diskutieren, unter welchen Umstédnden sich ein Lie-
algebrenhomomorphismus von der Liealgebra einer Liegruppe in die glatten Vek-
torfelder einer Mannigfaltigkeit zu einer Gruppenoperation integrieren 1dt. Das
sollte doch wohl mdglich sein, wenn alle Integralkurven der Vektorfelder aus dem
Bild auf ganz R definiert sind und aulerdem unsere Liegruppe einfach zusam-
menhingend ist.

Erginzung 4.3.13 (Liegruppen mit vorgegebener Liealgebra). Man kann zei-
gen, daB sogar jede endlichdimensionale reelle Liealgebra zur Liealgebra einer
einfach zusammenhédngenden Liegruppe isomorph ist, vergleiche etwa [HN91].
Dieser Satz ist fiir uns jedoch im folgenden nicht relevant. Der Beweis geht aus
von Satz [?] ??, der besagt, dal} jede endlichdimensionale reelle Liealgebra zu ei-
ner Unteralgebra einer Liealgebra gl(n; R) isomorph ist. Dann nimmt man schlicht
die nach 4.3.6 zugehorige Untergruppe mit ihrer Struktur einer Liegruppe von
ebendort und deren universelle Uberlagerung [TF] 3.6.3 und macht sie mit 3.2.29
wieder zu einer Liegruppe.

Ergdnzung 4.3.14 (Integration als Linksadjungierter der Differentiation). Le-
ser, die mit der Begrifflichkeit adjungierter Funktoren vertraut sind, mégen Satz
4.3.9 iiber die Beziehung von Liegruppen zu endlichdimensionalen Liealgebren
zusammen mit Bemerkung 4.3.13 auffassen als die Beschreibung eines Links-
adjungierten desjenigen Funktors, der jeder Liegruppe ihre Liealgebra zuordnet:
Dieser Linksadjungierte ordnet jeder endlichdimensionalen Liealgebra g die ein-
fach zusammenhingende Liegruppe G mit Lie G = g zu.

4.4 Quotienten und homogene Riaume

Satz 4.4.1. Jede abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe ist bereits eine Un-
termannigfaltigkeit und damit selbst eine Liegruppe.

Beweis. Mutatis mutandis wie im Fall 1.2.3 von Matrixliegruppen. [

4.4.2. Die Liealgebra einer abgeschlossenen Untergruppe einer Liegruppe H & G
besteht nach 3.6.23 genau aus allen Tangentialvektoren am neutralen Element der
urspriinglichen Liegruppe derart, daf3 der zugehdrige Gruppenweg ganz in unserer
Untergruppe verlduft. In Formeln gilt also

Lie H = {X € LieG | exp(RX) C H}

Satz 4.4.3 (Quotientenkonstruktion). Seien G eine Liegruppe und H @ G eine
abgeschlossene Untergruppe. So gilt:

1. Versehen mit der finalen Struktur eines R-geringten Raums beziiglich der
Projektion  : G — G/ H ist G/ H eine glatte Mannigfaltigkeit;
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2. Jeder Punkt von G | H besitzt eine offene Umgebung U @ G /H derart, dafs
m tiber U einen glatten Schnitt besitzt, und fiir jeden solchen glatten Schnitt
s : U — G ist die Abbildung U x H — G, (xz,h) — s(z)h eine offene
Einbettung von glatten Mannigfaltigkeiten.

4.4.4. Die zweite Eigenschaft des Quotienten besagt insbesondere, da3 die Pro-
jektion G — G/ H eine glatte Submersion im Sinne von 3.3.22 sein muf. In der
Terminologie der Hauptfaserbiindel, die wir in ?? einfiihren, besagt die zweite Ei-
genschaft genauer, dal G mit seiner H-Rechtsoperation und der offensichtlichen
Projektion auf den Quotienten ein glattes H-Hauptfaserbiindel auf G/H ist. Wir
erinnern Teil zwei auch in der Sprechweise, die Quotientenabbildung sei lokal
trivial.

Ergdnzung 4.4.5 (Motivation fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten). In meinen Au-
gen ist eine der wesentlichen Motivationen fiir die Entwicklung der Begrifflich-
keit abstrakter Mannigfaltigkeiten, daf} es diese Sprache erlaubt, die Methoden
der Analysis auf Quotientenrdume der hier betrachteten Art auszudehnen. Ste-
tigkeitsbetrachtungen fiir Quotienten gelingen bereits mit dem Formalismus der
topologischen Ridume, Differenzierbarkeitsbetrachtungen aber erst mit dem For-
malismus der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. In diesem Sinne beginnt also
hier die Belohnung fiir die Arbeit, die wir seit dem Beginn dieses Abschnitts in
die Entwicklung der Theorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gesteckt
haben. Sie kulminiert im Beweis der Weyl’schen Charakterformel, bei dem Ana-
lysis auf Quotientenrdumen mafgeblich eingeht.

Beweis. Nach [TM] 2.2.10 ist der Quotient mit seiner Quotiententopologie schon
einmal Hausdorff. Wir wihlen nun ein Vektorraumkomplement V' C Lie G von
Lie H und betrachten die Abbildung

p: VxH — G
(X,h) — (expX)h

Nach Wahl von V ist ihr Differential in (0, 1) bijektiv, folglich gibt es offene
Umgebungen A @ V von Null und B @ H von 1 derart, da} ¢ eine offene
Einbettung von glatten Mannigfaltigkeiten

p: AXB—=G

induziert. Ich will nun zeigen, dal A so zu einer offenen Umgebung D @ V' von
Null verkleinert werden kann, daf3 ¢ sogar eine Injektion

v:DxH<—=G
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e )t

[lustration zum Beweis des Satzes liber Quotientenmannigfaltigkeiten. Hier ist
etwa G = R? die Papierebene, das neutrale Element ist als fetter Punkt
eingezeichnet, und H = R x Z bestiinde aus lauter horizontalen Linien.
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induziert. Ganz allgemein ist p(X,h) = ¢(Y, k) gleichbedeutend zur Identitt
exp(Y)texp(X) = kh™l. Da H eine Mannigfaltigkeit ist fiir die induzierte
Topologie, gibt es U @ G mit U N H = B. Sicher kénnen wir A so verklei-
nern zu D, daB fiir X, Y € D stets gilt exp(Y) texp(X) € U. Dann folgt aus
©(X,h) = ¢(Y, k) mit X, Y € D jedoch erst

exp(Y) texp(X)=kh '€ UNH=RB

und dann exp(X) = exp(Y)kh™! und daraus wegen der Injektivitit von ¢ re-
stringiert auf A x B wieder (X, 1) = (Y, kh™!') alias (X,h) = (Y, k). Mithin
induziert ¢ fiir unser so verkleinertes D eine Injektion ¢ : D x H — G. Mit
Rechtsverschiebung durch € H erkennen wir, da} ihr Differential an jeder
Stelle bijektiv ist. Folglich ist diese Injektion eine offene Einbettung von glat-
ten Mannigfaltigkeiten und liefert wegen 3.1.27 auch eine offene Einbettung von
R-geringten Rdumen D — G/H. Verkniipfen wir diese Einbettung mit den Au-
tomorphismen (g-) : G/H — G/H, so erkennen wir, da} G/H in der Tat eine
glatte Mannigfaltigkeit ist, und folgern auch die zweite Aussage des Satzes so-
fort. U

4.4.6. Gegeben ein homogener Raum X einer Liegruppe G alias eine transitive G-
Menge derart, dall die Standgruppe eines Punktes abgeschlossen ist, gibt es nach
unserer Quotientenkonstruktion 4.4.3 genau eine Struktur als Mannigfaltigkeit auf
X derart, daB fiir jeden Punkt x € X das Anwenden G — X, g — gx eine finale
Abbildung ist.

4.4.7. Wichtige Mannigfaltigkeiten dieser Bauart sind die reellen und die kom-
plexen GraBmann-Mannigfaltigkeiten

Gr(m; V) ={W CV | dimW =m}

fiir einen endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vektorraum V' sowie die
reellen und die komplexen Stiefel-Mannigfaltigkeiten V,(11) aller angeordne-
ten Orthonormalsysteme mit ¢ Vektoren in einem vorgegebenen reellen Skalar-
produktraum W. Auf allen diesen Mannigfaltigkeiten, sofern sie nicht leer sind,
operiert eine kompakte Gruppe transitiv. Mithin sind sie alle auch selbst kompakt.

Proposition 4.4.8. Ist G eine Liegruppe und H C G eine abgeschlossene Unter-
gruppe, so ist die Operation G X G/H — G/H glatt.

Erster Beweis. Das Produkt von Submersionen ist eine Submersion, das Produkt
von Surjektionen ist eine Surjektion, und surjektive Submersionen sind final nach
3.3.22. Mithin ist G x G — G x G/H final und damit ist die Multiplikation
G x G/H — G/H glatt. O
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Zweiter Beweis. Da Finalitit lokal ist in der Basis nach 3.1.27, und da die Projek-
tionen eines Produkts von Mannigfaltigkeiten auf seine Faktoren final sind, folgt
aus der lokalen Trivialitit des Quotientenmorphismus nach 4.4.3 unmittelbar, daf3
auch G x G — G x G/ H final und damit die Multiplikation G x G/H — G/H
glatt ist. [

Definition 4.4.9. Eine Mannigfaltigkeit X mit einer transitiven Operation einer
Liegruppe G derart, da} fiir jeden Punkt x € X die Operation einen Diffeo-
morphismus G/G, — X induziert, heiit auch ein homogener Raum fiir un-
sere Liegruppe GG. Zum Beispiel ist die Kugelschale ein homogener Raum fiir die
Drehgruppe.

Proposition 4.4.10. Eine Mannigfaltigkeit mit einer transitiven Operation einer
Liegruppe ist stets ein homogener Raum fiir besagte Liegruppe.

4.4.11. Beim Beweis dieser Proposition geht wesentlich ein, dal3 wir bei unse-
rer Definition einer Liegruppe in 3.2.19 mit gefordert hatten, daf} ihre Topologie
abzihlbar basiert sein soll.

Beweis. Sei G x X — X unser homogener Raum. Gegeben x € X liefert das
Anwenden auf = wegen der universellen Eigenschaft des Quotienten eine glatte
bijektive Abbildung G/G, — X vom Quotienten nach der Standgruppe von z
in unseren homogenen Raum. Nach Ubung 3.6.24 ist deren Differential injektiv
beim Bild des neutralen Elements in G/G,, und mit Verschieben folgt, daB es
tiberall injektiv sein muf3. Wir sind fertig, wenn wir zeigen konnen, dal3 es iiberall
bijektiv sein muf. In allen Anwendungen, die mir einfallen, ist nun die Identitéit

dim G = dim X + dim G,,

eh klar und der Rest des Beweises damit iiberfliissig. Auch diese Identitit kann
man jedoch aus unseren Annahmen folgern, wenn man sich erinnert, daf3 wir ja
von unseren Liegruppen fordern, da3 ihre Topologie abzihlbar basiert ist. Gilte
nun unsere Identitdt nicht, so hitten ja die Tangentialriume von G /G, eine Di-
mension k < dim X := n und nach Ubergang zu Karten wiirde folgen, daB es
eine offene Teilmenge W @ R™ gibe und eine abzihlbare Familie (U, ¢, ) mit
U, @ R¥und ¢, : U, — W stetig differenzierbar derart, daB die Bilder ¢, (U,,)
bereits ganz W iiberdecken. Das ist jedoch unmdoglich, da diese Bilder nach [AN3]
1.8.5 alle Lebesgue-Nullmengen sind. 0

Ergdnzung 4.4.12. Mit etwas mehr Miithe kann man im vorhergehenden Beweis
von 4.4.10 die Argumentation mit dem Lebesgue-Integral auch durch eine Argu-
mentation mit dem dem Baire’schen Kategoriensatz [AN3] 4.2.5 ersetzen.
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Beispiel 4.4.13. Versieht man R mit der diskreten Topologie, so erhilt man eine
,hicht abzdhlbar basierte nulldimensionale Liegruppe‘ R;. Die Identitit Ry — R
ist dann ein bijektiver stetiger Gruppenhomomorphismus, aber kein Isomorphis-
mus von Mannigfaltigkeiten.

Vorschau 4.4.14. Die offensichtliche Operation von SO(n + 1) auf der Sphére S™
ist transitiv fiir n > 1 und die Standgruppe des ersten Vektors der Standardbasis ist
offensichtlich die Gruppe von Blockmatrizen diag(1, SO(n)). Wir identifizieren
sie kurzerhand mit SO(n) und erhalten dann nach 4.4.10 einen Isomorphismus

SO(n +1)/80(n) = S"

Die lange exakte Homotopiesequenz [?] ?? dieses Faserbiindels liefert uns dann
fir n > 3 Isomorphismen 7, (SO(n)) = 71 (SO(n + 1)). Nach 1.6.2 wissen wir
bereits, daB SO(3) durch die Sphiire S* zweifach iiberlagert wird. Da diese Sphire
einfach zusammenhingend ist, folgt mit [TF] 4.5.11 unmittelbar 7 (SO(3)) =
Z/27Z und induktiv 71 (SO(n)) = Z/2Z fir n > 3. Nach [TF] 5.2.5 besitzt die
universelle Uberlagerung von SO(n) zu vorgegebenem Urbild des neutralen Ele-
ments genau eine stetige Verkniipfung mit diesem Element als neutralem Element,
fiir die die Uberlagerungsabbildung ein Homomorphismus von Magmas ist, und
die universelle Uberlagerung wird so selbst eine topologische Gruppe. Man sieht
leicht, daf} diese Struktur zur Struktur einer Liegruppe erweitert werden kann, und
daB es nur genau eine derartige Erweiterung gibt, fiir die die Uberlagerungsabbil-
dung glatt ist. Fiir n > 3 heiBt die universelle Uberlagerung von SO(n) mit die-
ser Struktur einer Liegruppe die Spin-Gruppe Spin(n). Wir geben eine konkrete
Konstruktion dieser Gruppe in [?] ??.

Vorschau 4.4.15. Die offensichtliche Operation von SU(n + 1) auf der Sphire
527+ ist transitiv fiir n > 1 und die Standgruppe des ersten Vektors der Stan-
dardbasis ist offensichtlich die Gruppe von Blockmatrizen diag(1, SU(n)). Wir
identifizieren sie kurzerhand mit SU(n) und erhalten nach 4.4.10 einen Isomor-
phismus

SU(n +1)/SU(n) = S2*1

Die lange exakte Homotopiesequenz [?] ?? dieses Faserbiindels liefert uns dann
fir n > 1 Isomorphismen 71 (SU(n)) = m(SU(n + 1)). Das zeigt induktiv,
daf} die Gruppen SU(n) alle einfach zusammenhingend sind. Mit der Iwasawa-
Zerlegung [LA2] 1.11.29 folgt, daB auch die Gruppen SL(n;C) einfach zusam-
menhéngend sind.

4.4.16 (Ebene Geometrien). Unter einer ebenen Geometrie verstehen wir eine
zusammenhingende zweidimensionale Mannigfaltigkeit £ mit einer ausgezeich-
neten Gruppe von Automorphismen K genannt Kongruenzen derart, daf3 es fiir je
zwei Paare (z,.S) und (y,T") bestehend aus einem Punkt und einem Strahl seines
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Tangentialraums genau zwei Kongruenzen gibt, die das eine Paar in das ande-
re Paar tiberfithren. Wir zeigen, dall es bis auf Isomorphismus genau drei ebene
Geometrien gibt: Die euklidische Ebene, die Kugelschale alias shpirische Geo-
metrie S? = O(3)/0(2), und das Hyperboloid alias die hyperbolische Geome-
trie O(2,1)"/0O(2). Dazu betrachten wir das Strahlbiindel T; £ von E alias den
Quotient des Komplements des Nullschnitts im Tangentialbiindel nach R. . Of-
fensichtlich ist es eine Mannigfaltigkeit, auf der die Untergruppe K™ C K der
orientierungserhaltenden Kongruenzen frei und transitiv operiert. Man kann nun
zeigen, daB die so von KT geerbte Struktur einer Mannigfaltigkeit unser K+ zu
einer Liegruppe macht. Dann ist also G := K eine dreidimensionale zusammen-
hingende Liegruppe mit SO(2) als abgeschlossener Unterguppe und wir erhalten
E = G/SO(2). Die Liealgebra g := Lie G ist dann eine dreidimensionale reelle
Liealgebra mit einer Operation von S = SO(2), die als reelle Darstellung von S*
isomorph ist zur Summe R & C der Einsdarstellung mit der offensichtlichen Dar-
stellung. Wir finden also eine Basis h, z,y von g mit [k, z] = y und [h,y] = —x
und dann notwendig [z,y] = ah mit @ € R. Durch Umskalieren kénnen wir
a € {1,0,—1} erreichen. Dann erhalten wir g = sl(2;R), g = R x R? bezie-
hungsweise g = so(3;R) und landen nach einiger weiterer Argumentation bei
unseren drei ebenen Geometrien.

Ubungen

Ubung 4.4.17. Ist G eine Liegruppe und N C G ein abgeschlossener Normaltei-
ler, so ist auch GG/N eine Liegruppe. Hinweis: Man orientiere sich an 4.4.8.

Ubung 4.4.18. Sind G D H D K eine Liegruppe mit abgeschlossenen Untergrup-
pen, so ist die offensichtliche Abbildung G/K — G/H eine glatte Submersion.
Ist K ein Normalteiler in H, so trigt G/K zusitzlich eine glatte Rechtsopera-
tion von H/K. Spiter wird klar sein, dal wir so ein (H /K )-Hauptfaserbiindel
erhalten.

Ubung 4.4.19. Man zeige fiir einen R-Vektorraum V' der Dimension n, daB die
Dimension der GraBmann’schen seiner m-dimensionalen Teilrdume gegeben wird
durch die Formel

dim(Gr(m;V)) = m(n —m)

Ubung 4.4.20. Ist ¢ : G — H ein stetiger Homomorphismus von Liegruppen
mit abgeschlossenem Bild, so induziert ¢ einen Isomorphismus von Liegruppen
(G/ker p) = im p. Hinweis: 4.4.10. Auch hier ist wesentlich, da G abzéhlbar
basiert ist.

Ergiinzende Ubung 4.4.21. Gegeben G O K eine Liegruppe mit einer kompakten
Untergruppe zeige man, dal die Abbildung G — G /K eigentlich ist.
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Ubung 4.4.22. Gegeben ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum V' und
ein Liegruppenhomomorphismus G — PGL(V') erhalten wir durch Bilden des
Faserprodukts mit SL(V) — PGL(V') eine Hochhebung zu einem Liegruppenho-
momorphismus G — SL(V/) fiir eine Uberlagerung G — G.

4.5 Abelsche Liegruppen

Lemma 4.5.1 (Charakterisierungen abelscher Liegruppen). Fiir eine zusam-
menhdngende Liegruppe sind gleichbedeutend:

1. Unsere Liegruppe ist abelsch;
2. Ihre Liealgebra ist abelsch;

3. Die Exponentialabbildung definiert einen Gruppenhomomorphismus von
der additiven Gruppe der Liealgebra in unsere Liegruppe;

4. Die Exponentialabbildung definiert einen surjektiven Gruppenhomomor-
phismus von der additiven Gruppe der Liealgebra in unsere Liegruppe.

Beweis. Sei GG unsere Liegruppe. Wir erinnern das Korollar 3.6.17, wonach ein
Homomorphismus von einer zusammenhingenden Liegruppe in eine weitere Lie-
gruppe bereits durch sein Differential beim neutralen Element eindeutig festgelegt
wird. Wir beginnen mit (1) < (2) und bemerken dazu, daB fiir jede zusammen-
hingende Liegruppe gilt

Gabelsch < Intg=id: G —> G V ged
< Adg=id: LieG — LieG V ge(G
< adX =0:LieG — LieG V X € LieG
< [X,Y]=0 V X,Y € LieG

Hier haben wir zweimal das Korollar 3.6.17 angewendet. Zum Nachweis der Im-
plikation (1) = (3) bemerken wir, daf fiir abelsches G und X,Y € Lie G be-
liebig ja auch t — exp(tX)exp(tY’) ein Gruppenhomomorphismus R — G ist.
Berechnen wir seine Geschwindigkeit bei ¢ = 0, so folgt exp(tX)exp(tY) =
exp(t(X +Y)) fur alle ¢ € R und damit exp(X +Y') = exp(X) exp(Y). Die Ex-
ponentialabbildung ist also ein Gruppenhomomorphismus. Thr Bild exp(Lie G) ist
dann eine Untergruppe von G, die offen ist, da sie eine offene Umgebung des neu-
tralen Elements umfaft. Wegen GG zusammenhizngend folgt daraus exp surjektiv,
und das zeigt (3) = (4). SchlieBlich ist (4) = (1) offensichtlich. O

Proposition 4.5.2 (Abelsche Liegruppen). Jede zusammenhdingende abelsche
Liegruppe ist isomorph zu genau einer Gruppe der Gestalt

Sl ... xS'"xRx...xR
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Beweis. Sei G unsere Liegruppe. Nach 4.4.20 und 4.5.1 induziert die Exponenti-
alabbildung einen Diffeomorphismus Lie G/ ker(exp) — G und der Kern ker(exp) C
Lie GG ist eine diskrete Untergruppe. Nun kann man die Klassifikation 4.5.5 dis-
kreter Untergruppen endlichdimensionaler reeller Vektorriume anwenden, die im
Anschluf3 diskutiert wird. ]

Ergdnzung 4.5.3. Wir hiitten diesen Satz auch fiir Matrixliegruppen bereits formu-
lieren und beweisen konnen. Dennoch sind dieser Satz und sein Beweis in meinen
Augen eine gute Illustration fiir die Kraft unserer neuen abstrakteren Methoden.

4.5.4. Eine Untergruppe einer topologischen Gruppe ist diskret genau dann, wenn
es eine Umgebung des neutralen Elements gibt, die unsere Untergruppe nur im
neutralen Element trifft. Eine diskrete Untergruppe der additiven Gruppe eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist abgeschlossen, da fiir eine beliebig
vorgegebene Norm jede Cauchy-Folge in unserer diskreten Untergruppe bis auf
endlich viele Glieder konstant sein muf3.

Satz 4.5.5 (Diskrete Untergruppen reeller Vektorriume). Eine Untergruppe
der additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist diskret
genau dann, wenn sie als Untergruppe von einer linear unabhdngigen Teilmenge
unseres Vektorraums erzeugt wird.

Beweis. Das Gruppenerzeugnis einer linear unabhéngigen Teilmenge ist offen-
sichtlich diskret. Um auch die andere Implikation zu zeigen, versehen wir unseren
endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt ( , ) und
argumentieren durch Induktion tiber die Dimension. Nach ?? trifft unsere diskrete
Untergruppe L C V jedes Kompaktum in einer endlichen Menge. Ist L trivial,
so ist der Satz klar. Sonst finden wir in L\0 einen Vektor v kiirzester Lange. Wir
bezeichnen dann mit p : V' — v+ die orthogonale Projektion auf das orthogona-
le Komplement von v und behaupten, da auch p(L) diskret ist. Sonst finden wir
namlich in p(L)\0 Vektoren beliebig kleiner Linge. Gegeben a € p(L) hat jedoch
sein Urbild in L die Gestalt

pHa)NL=a+cv+Zv mit |c| < 1/2
Insbesondere hat a + cv die quadrierte Léinge [|a + cv||* < ||al|* + §[|v]|%, und fiir
0 < [la|]| < % erhielten wir Vektoren in L\0, die noch kiirzer wiren als v. Dieser
Widerspruch zeigt, da3 p(L) diskret liegen muf. Nach Induktionsannahme finden
wir also linear unabhiingige 7, . . ., 7, € v+, die p(L) erzeugen. Sind dann v; € L
Urbilder der v;, so sind v, vy, . .., v, linear unabhingig in V und erzeugen L. []

Definition 4.5.6. Eine topologische Gruppe heift ein Torus oder priziser ein
kompakter Torus genau dann, wenn sie isomorph ist zu einem Produkt von end-
lich vielen Kopien der Kreislinie S'. Die Zahl der benétigten Kopien ist nach
3.6.16 wohlbestimmt und heilit der Rang unseres Torus.
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Die fetten Punkte stellen Elemente einer diskreten Untergruppe der
Verschiebungsgruppe der Papierebene dar, beziiglich des durch einen Kringel
markierten Ursprungs. Die Kreuzchen stellen Elemente der Projektion p(L)
unseres Gitters L auf den als gestrichelte Linie eingezeichneten Teilraum v+
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4.5.7. Nach der Klassifikation in 4.5.2 zusammenhingender abelscher Liegrup-
pen kann man Tori charakterisieren als abelsche kompakte zusammenhéngende
Liegruppen.

Definition 4.5.8. Eine topologische Gruppe heilit topologisch zyklisch genau
dann, wenn es ein Element darin gibt, dessen Erzeugnis dicht liegt. Solch ein
Element heiflt dann ein topologischer Erzeuger.

4.5.9. Nach [TM] 2.1.13 ist jede topologisch zyklische topologische Gruppe kom-
mutativ, da sie eben eine dichte kommutative Untergruppe hat.

Proposition 4.5.10. Jeder kompakte Torus ist topologisch zyklisch.

4.5.11. In 4.5.13 geben wir sogar die vollstindige Klassifikation aller topologisch
zyklischen Liegruppen, aber fiir den weiteren Fortgang der Theorie ist das nicht
mehr von Belang.

Beweis. Wir zeigen genauer, daB fir a = (a1,...,a;) € R* gleichbedeutend
sind:

(1) a € R*/ZF ist kein topologischer Erzeuger;
(2) Die Elemente 1, a4, ..., a; sind linear abhzngig tiber Q;

(3) Es gibt einen surjektiven stetigen Homomorphismus von Liegruppen ¢ :
R*/ZF — R/Z mit p(a) = 0.

Hier ist (3) = (1) offensichtlich und (1) = (3) ergibt sich, da der Quotient nach
dem Abschlufl des Erzeugnisses von a ja nach 4.5.2 ein nichttrivialer Torus sein
muB. Weiter muB jeder Morphismus wie in (3) die Gestalt

(bl,...,bk)r—>n1b1+...+nkbk

haben fiir geeignete ny,...,n; € Z, nicht alle Null wegen der Surjektivitit, und
p(a) = 0 bedeutet dann nja; + ... + ngar = ng fiir ein ng € Z und damit
(2). Dasselbe Argument zeigt aber auch (2) = (3). Folglich ist in der Tat jeder
kompakte Torus topologisch zyklisch. [

Erginzung 4.5.12. Im Verlauf des vorhergehenden Beweises haben wir unter an-
derem gezeigt, daB fiir a = (ay,...,a;) € R* genau dann Za + Z* in R* dicht
liegt, wenn 1, ay, ..., a; linear unabhédngig sind tiber Q. Der Beweis dieser Aus-
sage im Rahmen der Lie-Theorie scheint mir besonders transparent.

Lemma 4.5.13 (Topologisch zyklische kompakte Liegruppen). Eine kompakte
Liegruppe ist topologisch zyklisch genau dann, wenn sie abelsch ist mit zyklischer
Komponentengruppe.
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4.5.14. Das Lemma wird in 5.5.11 noch gebraucht, wo wir zeigen, dafl der Zen-
tralisator eines Torus in einer zusammenhingenden kompakten Liegruppe stets
zusammenhingend ist. Stirkere Aussagen, die im folgenden nicht mehr gebraucht
werden, faBt dann der anschlieBende Satz 4.5.15 zusammen.

Beweis. Jede topologisch zyklische Gruppe ist abelsch nach [TM] 2.1.13 und je-
der Quotient einer topologisch zyklischen Gruppe ist offensichtlich auch topo-
logisch zyklisch. Es bleibt zu zeigen, dal} jede kompakte abelsche Liegruppe mit
zyklischer Komponentengruppe topologisch zyklisch ist. Sei dazu GG unsere Grup-
pe und g € G ein Reprisentant eines Erzeugers der Komponentengruppe G/G°.
Diese Komponentengruppe ist endlich, sagen wir von der Ordnung |G /G°| = m.
Es folgt ¢ € G°, und da G° ein Torus ist, finden wir a € T' mit ™™ = ¢g™. Indem
wir g durch a~!g ersetzen, diirfen wir also ¢™ = 1 annehmen, und dann erhalten
wir einen Isomorphismus G° x (G/G°) = G vermittels der Abbildungsvorschrift
(b,g") — bg™. Ein topologischer Erzeuger dieses Produkts ist aber offensichtlich
jedes Paar (c, g), bei dem wir ¢ so wihlen, daB ¢ ein topologischer Erzeuger von
G° wird. Das schlieBlich ist nach 4.5.10 stets moglich. [l

Satz 4.5.15 (Klassifikation topologisch zyklischer Liegruppen). Jede topolo-
gisch zyklische Liegruppe ist entweder isomorph zu 7 oder aber isomorph zu
St x ... x SY x Z/mZ fiir eine wohlbestimmte Zahl v > 0 von Kopien von
St und ein wohlbestimmtes m > 1.

Beweis. Der kompakte Fall wurde bereits im Beweis von Lemma 4.5.13 voll-
standig geklirt. Es bleibt zu zeigen, daf} jede nichtkompakte topologisch zyklische
Liegruppe isomorph ist zu Z. Nach Ubung 4.5.20 ist unsere Gruppe ja isomorph
zum Produkt ihrer Komponentengruppe mit ihrer Einskomponente. Die Einskom-
ponente muf} ein kompakter Torus sein, da unsere Gruppe sonst einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus auf die nicht topologisch zyklische Gruppe R hitte.
Desgleichen muf3 die Komponentengruppe zyklisch sein, und im nichtkompakten
Fall muf} die Komponentengruppe dann natiirlich unendlich zyklisch sein. Es ist
jedoch leicht zu sehen, da} das Produkt eines nichttrivialen kompakten Torus mit
Z nicht topologisch zyklisch sein kann. [

Ubungen

Ubung 4.5.16. Eine diskrete Untergruppe einer Hausdorffgruppe ist stets abge-
schlossen. Hinweis: Sonst gibe es einen Punkt auB3erhalb unserer Untergruppe
derart, daf jede seiner Umgebungen Punkte aus besagter Untergruppe enthilt.

Ubung 4.5.17. Man bestimme alle stetigen Gruppenhomomorphismen zwischen
zwel beliebigen zusammenhingenden abelschen Liegruppen.
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Ergiinzende Ubung 4.5.18 (Untergruppen reeller Vektorriume). Eine Unter-
gruppe L der additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums
V' ist abgeschlossen genau dann, wenn es in V' eine linear unabhingige Familie
von Vektoren vy, ..., v, gibtund ein £ mit 0 < k£ < n und

L=Ruv;+...+Rop + Zvgy1 + ... + Zv,

Hinweis: Eine abgeschlossene Untergruppe ist stets glatt und ihre Einskomponen-
te L° ist abgeschlossen. Da V/L° die Quotiententopologie trigt, ist das Bild von
L darin auch abgeschlossen. Man mag auch elementar ohne alle Lietheorie mit
1.2.25 und 4.5.5 argumentieren.

Erginzende Ubung 4.5.19. Die diskreten Untergruppen von C* sind genau die
Gruppen, die von einer Einheitswurzel oder einer invertierbaren komplexen Zahl
aullerhalb des Einheitskreises oder je einem Element dieser beiden Arten erzeugt
werden.

Ubung 4.5.20 (Struktur abelscher Liegruppen). Man zeige, daB jede abelsche
Liegruppe G isomorph ist zum Produkt ihrer Einskomponente G° mit ihrer Kom-
ponentengruppe GG/G°, einer diskreten Gruppe. Hinweis: Man beschrinke sich
der Einfachkeit halber auf den Fall, dal die Komponentengruppe endlich erzeugt
ist. Wenn die entsprechenden Vorkenntnisse vorhanden sind, kann man sehr ele-
gant mit [TS] 6.6.5 und [TS] 6.5.6 argumentieren: Die exakte Sequenz G° —
G — G/G° muB spalten, da G° divisibel und mithin eine injektive abelsche Grup-
pe ist.

4.6 Morphismen von Tori

4.6.1. Die Menge der stetigen Gruppenhomomorphismen von einer topologischen
Gruppe G nach S! notieren wir

X(@G) := GrpTop(G, S1)

und versehen sie wie in [AN3] 3.10.21 mit der kompakt-offenen Topologie. Of-
fensichtlich bildet X(G) eine Untergruppe der Einheitengruppe des Rings C(G)
mit seiner punktweisen Verkniipfung. Wir notieren jedoch die Verkniipfung in
X(G) additiv in der Hoffnung, dafl das anschaulicher wirkt. Elemente \ € X(G)
schreiben wir in der Form e*, wenn wir sie als komplexwertige Funktionen auf-
fassen und insbesondere, wenn wir sie als komplexwertige Funktionen addieren
wollen, so daB also im Ring C(G) gilt e*™# = e e#. Gegeben ein stetiger Homo-
morphismus topologischer Gruppen ¢ : G — H induziert das Vorschalten von
© in der Gegenrichtung einen stetigen Homomorphismus abelscher topologischer
Gruppen
(0p) : X(H) — X(G)
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4.6.2. Ist G eine Liegruppe, so liefert fiir jeden stetigen Gruppenhomomorphis-
mus y : G — S1, ja sogar fiir jeden stetigen Gruppenhomomorphismus y : G —
Cx, das Differential gefolgt von der offensichtlichen Identifikation T;C* = C ei-
ne R-lineare Abbildung d.x : Lie G — C. Dann liefert er mit der universellen Ei-
genschaft der Komplexifizierung auch eine C-lineare Abbildung d.x : Liec G —
C, also ein Element d.y € (Liec G)* des Dualraums. Nach der Produktregel ist
X — d¢x ein Gruppenhomomorphismus X(G) — (Liec G)*, und man sieht auch
leicht, daB} er natiirlich ist in GG, daB} also fiir jeden Homomorphismus von Lie-
gruppen ¢ : G — H das Diagramm

X(H) — (Liec H)*
\’ \J

kommutiert, mit (o) und dem Transponierten des komplexifizierten Differentials
(de)" in den Vertikalen. Ist G' zusammenhingend, so liefert die Vorschrift y
d.x sogar eine Injektion

X(G) — (Liec G)*

Es ist dann iiblich, diese Injektion schlicht als Einbettung einer Teilmenge zu den-
ken und zu schreiben und insbesondere d.y auch schlicht y zu notieren.

Erginzung 4.6.3. In der Fouriertheorie hatten wir fiir verschiedene kommutati-
ve topologische Gruppen auch die Notation GrpTop(G, S*t) = G eingefiihrt und
diese Menge als die Menge der unitiren Charaktere von GG bezeichnet. Im nicht-
kommutativen Fall meint G jedoch meist die Menge der Isomorphieklassen ir-
reduzibler unitirer Darstellungen, und im Fall nichtkommutativer Gruppen sind
diese keineswegs alle eindimensional.

Lemma 4.6.4. Ist G eine topologische Gruppe und T' ein Torus, so induziert die
offensichtliche Abbildung eine Bijektion zwischen den stetigen Gruppenhomomor-
phismen von G — T und den Morphismen abelscher Gruppen X(T') — X(QG) in
die Gegenrichtung, in Formeln eine Bijektion

X : GrpTop(G,T) = Ab(X(T), X(@G))

Beweis. Gilt die Aussage fiir zwei Tori T} und 75, so auch fiir ihr Produkt 7" :=
T, x Ty,. Es reicht also, den Fall T = S* zu priifen, und der ist evident. L]

Ergdnzung 4.6.5. Sind G und H abelsche lokal kompakte Hausdorff’sche topolo-
gische Gruppen, so erhalten wir in derselben Weise eine Bijektion

GrpTop(G, H) = GrpTop(]:I, G)

mit G = X(G) der ,,Pontrjagin-dualen Gruppe.
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Ubungen

Ubung 4.6.6 (Kompakte abelsche Liegruppen). Der Funktor X liefert sogar eine
Aquivalenz von Kategorien

Kompakte abelsche ~ Endlich erzeugte abelsche | ™"
. — .
Liegruppen diskrete Gruppen

Z — X(2)

Um das zu sehen, zeige man die Aussage des Lemmas 4.6.4 allgemeiner fiir H ei-
ne nicht notwendig zusammenhingende kompakte abelsche Liegruppe. Hinweis:
4.5.20. Des weiteren priife man fiir jede zyklische, ja fiir jede endliche kommu-
tative Gruppe FE, daB es Isomorphismen £ = X(FE) gibt. Diese sind jedoch im
allgemeinen unkanonisch.

Ubung 4.6.7. Man zeige, daB eine Sequenz von kompakten abelschen Gruppen
T — T — T" exakt ist genau dann, wenn die auf den Charaktergruppen indu-
zierte Sequenz X(71") — X(T') — X(T") exakt ist. Hinweis: 4.6.6.
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S Struktur kompakter Liegruppen

5.1 Maximale Tori in kompakten Liegruppen

Lemma 5.1.1. Seien K O N eine kompakte Liegruppe und eine abgeschlossene
normale Untergruppe. Sind N und K /N Tori, so ist auch K ein Torus.

5.1.2. Diese Aussage hitten wir auch schon viel frither zeigen konnen. Ich habe
sie hierher gestellt, weil sie erst hier beim Beweis des Satzes 5.1.7 iiber maxi-
male Tori gebraucht werden wird. Eine analoge Aussage gilt im nichtkompakten
Fall nicht mehr: Zum Beispiel finden wir in der Gruppe der unipotenten oberen
Dreiecksmatrizen mit drei Zeilen und Spalten einen Normalteiler, der isomorph
ist zur Liegruppe R, so daB der Quotient danach isomorph ist zur Liegruppe R2.
Dennoch ist unsere Gruppe von oberen Dreiecksmatrizen nicht kommutativ.

Beweis. Wire K nicht zusammenhingend, so konnte auch K/N nicht zusam-
menhéngend sein, etwa nach [TM] 2.2.11. Also ist A zusammenhingend und
wir miissen nach 4.5.1 und 4.5.7 nur zeigen, dal} seine Liealgebra abelsch ist.
Nach 2.4.10 finden wir auf Lie K ein (Ad K)-invariantes Skalarprodukt. Das lie-
fert eine Zerlegung von Lie K in ein Produkt von (Ad K)-stabilen und damit auch
ad(Lie K)-stabilen Teilrdumen alias Idealen

Lie K = Lie N @ (Lie N)*

Die Projektion definiert nun aber offensichtlich einen Isomorphismus von Lieal-
gebren (Lie N)* = Lie(K/N), woraus folgt, daB Lie K abelsch ist. O

Definition 5.1.3. Unter einem Torus in einer topologischen Gruppe versteht
man eine Untergruppe, die mit der induzierten Topologie ein Torus ist, genauer
ein kompakter Torus im Sinne von 4.5.6. Unter einem maximalen Torus versteht
man einen Torus, der nicht in einem anderen Torus echt enthalten ist.

Definition 5.1.4. Gegeben eine Gruppe G und darin eine Teilmenge 7' C G setzen
wir
Zo(T):={geG|gtg =t VteT}

und nennen diese Untergruppe den Zentralisator von 7" in G.

Lemma 5.1.5. Der Zentralisator eines maximalen Torus T in einer kompakten
Liegruppe K hat als Einskomponente genau den besagten Torus selbst, in Formeln

Zx(T)° =T
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Vorschau 5.1.6. In 5.5.11 zeigen wir, daB in einer kompakten zusammenhingen-
den Liegruppe der Zentralisator eines Torus stets zusammenhingend sein muf3,
so daB fir K zusammenhingend sogar gilt Zx (7)) = T'. Der Beweis dieses Re-
sultats basiert jedoch auf dem Satz iiber maximale Tori 5.1.7, und unser Lemma
hinwiederum wird beim Beweis dieses Satzes gebraucht.

Beweis. Sei K unsere kompakte Liegruppe und 7' C K ein maximaler Torus. In
Formeln behauptet die Proposition Zx (7")° = 7. Nach 3.6.21 reichtes, Lie Zx (T")
Lie T zu zeigen. Fiir jedes x € Lie Zk (T) istaber Rx T — K, (a,t) — exp(ax)t
ein Gruppenhomomorphismus, und hétten wir « ¢ Lie T, so wire das Bild dieses
Gruppenhomomorphismus eine zusammenhingende abelsche Untergruppe von
K, die T echt umfaf3t. Der Abschluf3 dieses Bildes wire dann zusitzlich kom-
pakt und immer noch abelsch und damit nach 4.5.2 ein Torus. Dieser Torus miifite
T echt umfassen, und dann konnte 7" nicht maximal gewesen sein. [

Satz 5.1.7 (iiber maximale Tori). In einer kompakten zusammenhdngenden Lie-
gruppe gehort jedes Element zu einem maximalen Torus und je zwei maximale
Tori sind konjugiert.

Beispiel 5.1.8. In der Gruppe U(n) bilden die unitiren Diagonalmatrizen einen
maximalen Torus, und man zeigt leicht direkt, daB in diesem Fall je zwei maxi-
male Tori konjugiert sind: Das Argument geht davon aus, dall eine Menge von
paarweise kommutierenden diagonalisierbaren Matrizen stets simultan diagona-
lisierbar ist nach Ubung [LA2] 7.8.10. Wenn wir eine Basis aus simultanen Ei-
genvektoren wihlen, liegt unsere Untergruppe in der Menge der beziiglich dieser
Basis diagonalen Matrizen.

Beweis. Sei K unsere zusammenhédngende kompakte Liegruppe. Aus Dimensi-
onsgriinden gibt es in K einen maximalen Torus 7. Wir zeigen im folgenden

K = U gTg™?

geK

Der Satz folgt, denn ist dann S C K ein weiterer maximaler Torus, so finden wir
nach 4.5.10 einen topologischen Erzeuger s € S und ein g € K mits € gTg*
und damit S C gT¢g ! und so S = ¢gT'¢g~'. Es bleibt also wie oben in Formel-
sprache behauptet zu zeigen, da3 die Konjugierten eines festen maximalen Torus
bereits die ganze Gruppe iiberdecken. Das zeigen wir durch vollstindige Indukti-
on iiber die Dimension unserer Gruppe. Der Fall einer nulldimensionalen Gruppe
ist klar. Ist ganz allgemein Z C K das Zentrum und Z° seine Einskomponen-
te, so ist 7'Z° nach 4.5.7 ein Torus und es folgt 7" O Z°. Nach 5.1.1 ist dann
auch T'/Z° C K/Z° ein maximaler Torus, und ist Z° nicht trivial, so folgt unsere
Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. Wir diirfen also Z° trivial alias £
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Dies Bild soll illustrieren, daB in der Gruppe SO(3) aller Drehungen des Raums
Jje zwei maximale Tori konjugiert sind. In der Tat ist in dieser Gruppe jeder
maximale Torus eindimensional und besteht aus den Drehungen zu einer festen
Drehachse. Je zwei maximale Tori sind dann konjugiert, da eben je zwei
Drehachsen ihrerseits durch eine Drehung ineinander iiberfiihrt werden konnen,
wie im Bild durch den gestrichelten Pfeil angedeutet.
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diskret und damit endlich annehmen und diirfen auch annehmen, dal /K positive
Dimension hat, also nicht nur aus einem Punkt besteht. Unter diesen Vorausset-
zungen behaupten wir nun zunéchst

UeM\2)g" = K\z (%)

geK

Haben wir das gezeigt, so gehen wir auf beiden Seiten zum Abschluf} in K iiber.
Der Abschluf} der rechten Seite ist sicher /. Der Abschlufl von 7'\ Z ist T', da in
einer kompakten Gruppe positiver Dimension auch jeder maximale Torus positive
Dimension haben muf, was man etwa daran erkennt, dafl der Abschluf3 des Bil-
des jeder Einparameteruntergruppe ein Torus ist. Der Abschluf der linken Seite
umfaBt also | J geK gTg~'. Er muB aber sogar mit dieser Vereinigung zusammen-
fallen, da sie abgeschlossen ist als Bild einer stetigen Abbildung K x T — K
von einem Kompaktum in einen Hausdorffraum. Es reicht also, wenn wir aus der
Induktionsvoraussetzung unsere Behauptung () folgern unter der zusitzlichen
Annahme, dafl K endliches Zentrum hat und nicht nur aus einem Punkt besteht.
Nach 4.5.1 hat dann K mindestens die Dimension zwei und insbesondere ist nach
[TM] 1.4.13 mit K auch K\Z zusammenhéngend. Es reicht also, wenn wir zei-
gen, daf3

U 9(m\2)g™!

geK
sowohl offen als auch abgeschlossen ist in K\ Z. DaB es abgeschlossen ist in K\ Z
folgt aus der Identitit

Uem\2)g" = (U 9T9‘1> \Z

geK geK

zusammen mit unserer Erkenntnis von eben, daf die Vereinigung auf der rechten
Seite abgeschlossen ist in /. Um zu zeigen, dal es auch offen ist, miissen wir
nur fiir jeden Punkt ¢ € T\ Z nachweisen, daB eine ganze Umgebung von ¢ zu
Ugex 9(T\Z)g~" gehort. Da ¢ nicht im Zentrum von K liegt, diirfen wir auf die
Einskomponente seines Zentralisators H := Z(t)° die Induktionsvoraussetzung
anwenden und finden erst H = (J el gTg~! und als Folgerung dann auch H\Z =
Uger 9(T\Z)g~". Nun betrachten wir die Abbildung

K x(H\Z) - K
(9, h) +— ghg

und sind fertig mit dem Umkehrsatz, wenn wir nur zeigen konnen, daf sie an der
Stelle (1,t) surjektives Differential hat. Gleichbedeutend kénnen wir natiirlich
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zeigen, daB die Abbildung K x H — K, (g, h) — t~*gthg~' an der Stelle (1,1)
surjektives Differential hat. Nun ist aber dieses Differential gerade die Abbildung

Lie K x LieH — LieK
(z, y) = (Adt™)(z) +y—a

und nach 4.1.21 wissen wir um die Gleichung
Lie H = ker(Adt — id) = ker(Ad ¢ —id)

Andererseits ist Ad ¢ diagonalisierbar iiber C nach 2.4.10, es muf ja auch auf der
Restriktion der adjungierten Darstellung von K auf 7' ein 7T-invariantes Skalar-
produkt geben, und beziiglich dieses Skalarprodukts ist Ad¢ dann sogar unitér.
Ebenso ist auch (Ad ¢)~! — id tiber C diagonalisierbar. Fiir jeden diagonalisierba-
ren Endomorphismus f eines endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vek-
torraums V' gilt aber V' = ker f & im f. Diese Identitit wenden wir an auf die
Komplexifizierung V' = Liec K der Liealgebra von K mit f = (Ad¢)™! —id und
folgern die Surjektivitdt unseres Differentials zunidchst nach Komplexifizierung,
aber damit dann auch schon auf Lie K selbst. [

Korollar 5.1.9. In einer kompakten zusammenhdingenden Liegruppe ist das Zen-
trum der Schnitt aller maximalen Tori.

Beweis. Jedes Element des Zentrums liegt in einem maximalen Torus, also in
jedem dazu konjugierten Torus, also in jedem maximalen Torus. Liegt umgekehrt
ein Element in jedem maximalen Torus, so kommutiert es mit jedem Element
jedes maximalen Torus. [

Ubungen

Ubung 5.1.10. Die maximalen abelschen Unteralgebren der Liealgebra einer kom-
pakten Liegruppe sind genau die Liealgebren der maximalen Tori.

Ubung 5.1.11. Eine maximale abelsche Unteralgebra einer Liealgebra liefert eine
maximale abelsche Unteralgebra unter jeder Erweiterung des Grundkorpers.

5.2 Klassifikation im Rang Eins

Satz 5.2.1 (Kompakte Liegruppen vom Rang Eins). Jede zusammenhdngende
kompakte Liegruppe mit eindimensionalen maximalen Tori ist isomorph zu genau
einer der drei Liegruppen SO(3), SU(2) oder S*.

5.2.2. Die nach 5.1.7 wohldefinierte Dimension eines maximalen Torus in einer
kompakten Liegruppe heit auch der Rang unserer kompakten Liegruppe, daher
der Name des Satzes. Im folgenden notieren wir fiir jede Liegruppe G ihre kom-
plexifizierte Liealgebra im Sinne von 2.2.13 mit Liec G.
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Beweis. Sei K unsere Gruppe. Wir nehmen dim A > 1 an und miissen zeigen,
daB K isomorph ist zu SO(3) oder zu SU(2). Wir zeigen zunichst dim K = 3. Sei
dazu 7' C K ein maximaler Torus und g := Liec K die komplexifizierte Liealge-
bra. Die komplexe Konjugation induziert eine schieflineare Involution ¢ : g — g,
deren Invarianten in natiirlicher Weise mit der urspriinglichen Liealgebra Lie K
selbst identifiziert werden konnen. Jetzt zerlegen wir g unter der adjungierten
Operation des maximalen Torus wie in 2.5.9 in Gewichtsriume

= P s

aeX(T)

In Formeln haben wir also g, = {X € g | (Ad?)(X) = «a(t)X Vt € T}. Hier
gilt [ga, 95] C ga+p, Wie der Leser unschwer nachrechnet. Weiter gilt die Formel
c(ga) = 9_a, denn fiir X € g, und alle ¢ € T haben wir notwendig

(AdD)(c(X)) = c(AdD)X

= c(at)X)
= a(t)le(X)

Hier verwenden wir, daBB a(t) stets eine komplexe Zahl auf dem Einheitskreis
ist, und fiir diese fillt das Inverse mit dem komplex Konjugierten zusammen.
Da unser maximaler Torus nach 5.1.5 zumindest die Einszusammenhangskompo-
nente seines eigenen Zentralisators ist — dafl unser maximaler Torus sogar genau
sein eigener Zentralisator ist, zeigen wir erst spiter — folgt mit 4.1.22 zunichst
LieT = LieZg(T) = {X € LieK | (Adt)(X) = X Vt € T} und dann auch
in der Komplexifizierung g, = Liec 7. Ist die Dimension unserer Gruppe grof3er
als Eins, so gibt es folglich mindestens ein « € X(7)\0 mit g, # 0 # g_..
Jetzt wihlen wir einen Erzeuger v der Charaktergruppe X(7") unseres maxima-
len Torus und m > 0 kleinstmdéglich mit g,,, 7# 0. Wihlen wir dann X € g,
von Null verschieden, so haben wir [X, ¢(X)] # 0, da sonst die c-Invarianten in
CX @ Cc(X) eine zweidimensionale abelsche Unteralgebra von Lie K bildeten,
im Widerspruch zu 5.1.10. Also ist [X, ¢(X)] eine Basis von g,. Jetzt betrachten
wir in g den Untervektorraum

V =Ce(X @@gm

n>0

Er ist offensichtlich stabil unter ad X und ad ¢(X), folglich hat der Kommutator
[ad X, ad ¢(X)] = ad[X, ¢(X)] Spur Null auf V, und damit auch ad(H) fiir alle
H € Liec T. Bezeichnen wir der Einfachheit halber das Differential von v auch
mit v : LieT" — C, so erhalten wir fiir alle H € Lie T nach 4.6.2 die Identitit

O=tr(adH:V = V)= —my(H) + Z ny(H) dime(gny)

n>m
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A

Versuch einer graphischen Darstellung dessen, was wir iiber g O V' in der Mitte
des Beweises von 5.2.1 wissen. Die fetten Punkte stellen Basisvektoren von g
dar, die fetten Punkte in einer Vertikalen Basisvektoren eines Gewichtsraums g,,.
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Daraus folgt sofort dim g,,,, = 1 und dimg,, = 0 fiir n > m. Wenden wir
dieselbe Uberlegung mit —v an statt mit ~, oder beachten wir alternativ unsere
Symmetrie ¢, so erhalten wir dimc g = 3 wie gewiinscht. Andererseits wissen
wir, da} Lie K triviales Zentrum hat, da ja nach 5.1.10 jede maximale abelsche
Unteralgebra von Lie K eindimensional ist, so daf also die maximalen abelschen
Unteralgebren von Lie K genau die eindimensionalen Teilrdume sind. Die adjun-
gierte Darstellung
K — GL(Lie K)

hat nach 4.1.17 also injektives Tangential. Wihlen wir mithilfe von 2.4.10 ein
K-invariantes Skalarprodukt auf Lie K, so hat durch Dimensionsvergleich der in-
duzierte Homomorphismus

K — SO(Lie K)

bijektives Tangential beim neutralen Element und ist folglich eine stetige Surjek-
tion mit diskretem, also endlichem Kern. Ist diese Surjektion ein Isomorphismus,
so gilt K = SO(3) und wir sind fertig. Sonst wenden wir das im Anschluf} bewie-
sene Lemma 5.2.3 an und sind auch fertig. [

Lemma 5.2.3. Sei K eine kompakte zusammenhdingende Liegruppe. Gibt es einen
surjektiven stetigen Homomorphismus mit endlichem Kern ¢ : K — SO(3), so

gilt K = SU(2) oder K = SO(3).

5.2.4. Ich gebe drei verschiedene Beweise. Der erste baut nur auf in dieser Vorle-
sung bereits bewiesenen Resultaten auf, die anderen setzen jeweils verschiedene
zusitzliche Kenntnisse voraus.

Erster Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

Lie K —==Lie SO(3)

exp i l exp

K —2350(3)

Die Exponentialabbildung ist fiir zusammenhidngende kompakte Liegruppen nach
5.1.7 stets surjektiv. Aus der expliziten Beschreibung der Exponentialabbildung
der Drehgruppe in 1.2.27 erkennt man, daB das Urbild exp~!(id) C Lie SO(3)
beziiglich eines geeigneten Skalarprodukts eine disjunkte Vereinigung von kon-
zentrischen Kugelschalen Sy U S; U Sy U ... der Radien 0, 1,2, . .. ist, wobei .S
nur aus dem Ursprung besteht, aber doch noch als ,,entartete Kugelschale* durch-
gehen mag. Unter exp : Lie X' — K miissen alle diese Kugelschalen oder genauer
deren Urbilder Sg C Lie K jeweils auf einen einzigen Punkt der diskreten Unter-
gruppe ker ¢ abgebildet werden, und die Vereinigung dieser Bilder ist auch ganz
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ker ¢. Insbesondere geht die Kugelschale S} mit Radius Eins auf einen einzigen
Punkt z € K. Durch diesen Punkt z laufen notwendig alle nichtkonstanten Ein-
parameteruntergruppen v von kK, ja es gibt fiir jedes derartige nichtkonstante
sogar ein ¢ mit y(t) = z = y(—t), und das zeigt sofort 22 = e. Induktiv folgt
exp(S%) = 2". Die einzig moglichen Fille sind also | ker ¢| = 1 und | ker | = 2.
Im ersten Fall ist ¢ ein Isomorphismus. In jedem Fall mag man einen surjektiven
stetigen Gruppenhomomorphismus ¢ : SU(2) — SO(3) wihlen und die Liegrup-
pe H={(g,s) € K xSU(2) | p(g) = ¢(s)} betrachten mitsamt dem offensicht-
lichen stetigen Gruppenhomomorphismus H — SO(3). Die Einskomponente H°
von H palit in ein kommutatives Diagramm von Liegruppen der Gestalt

SO(3)

Auf den Liealgebren induzieren alle Morphismen dieses Diagramms Isomorphis-
men, folglich sind alle Morphismen dieses Diagramms surjektiv. Da aber der Kern
der Vertikale H° — SO(3) nach unseren bisherigen Erkenntnissen, nun ange-
wandt auf H° statt auf /', auch hochstens zwei Elemente haben kann, miissen im
zweiten Fall die oberen schrigen Pfeile beide Isomorphismen sein. Wir folgern
K = H° =2 SU(2). ]

Zweiter Beweis. Dieser Beweis setzt Kenntnisse in Uberlagerungstheorie voraus.
Da die Sphire SU(2) = S? einfach wegzusammenhingend ist nach [TF] 1.2.23,
und da K — SO(3) sicher eine Uberlagerung ist, existiert nach [TF] 3.4.13 ein
Lift von s : SU(2) — SO(3) zu einer stetigen Abbildung s : SU(2) — K
mit 1 — 1. Wir zeigen, daf} dieser Lift ein Gruppenhomomorphismus ist. In der
Tat sind aber sowohl m o (§ x §) als auch § o m Lifts der Abbildung s o m :
SU(2) x SU(2) — SO(3) mit (1,1) + 1 und stimmen folglich iiberein. Da der
Kern eines und jedes surjektiven Gruppenhomomorphismus SU(2) — SO(3) aus
zwei Elementen besteht, muf in der Sequenz SU(2) — K — SO(3) einer der
beiden Pfeile ein [somorphismus sein. O

Dritter Beweis. Dieser Beweis setzt zusitzliche Kenntnisse iiber Darstellungs-
theorie voraus, genauer die Tatsache, da3 nach [TM] 4.7.7 auBBer dem Neutralen
jedes Element einer kompakten topologischen Gruppe auch auf mindestens einer
stetigen endlichdimensionalen Darstellung nichttrivial operiert. Ist unsere Surjek-
tion K — SO(3) kein Isomorphismus, so hat K nach [TM] 4.7.7 auch irreduzible
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Darstellungen, die nicht von irreduziblen Darstellungen von SO(3) herkommen.
Wegen der Klassifikation der Darstellungen der Liealgebra hat K also eine irre-
duzible Darstellung gerader Dimension. Darin ist die von exp(Lie K') erzeugte
Untergruppe aber nach 1.3.13 isomorph zu SU(2) und wir erhalten so einen ste-
tigen Gruppenhomomorphismus K — SU(2). Dieser muf3 bijektiv sein, da sonst
K nach [TM] 4.7.7 auch irreduzible Darstellungen besitzen miiflite, die nicht von
irreduziblen Darstellungen von SU(2) herkommen. Die einfachen Darstellungen
der SU(2) liefern jedoch bereits alle einfachen endlichdimensionalen Darstellun-
gen seiner komplexifizierten Liealgebra. 0

5.3 Weylgruppen kompakter Liegruppen

Satz 5.3.1 (Starrheit kompakter Tori). Seien S und T kompakte Tori und sei
¢ : Z — GrpTop(S,T) eine durch einen zusammenhdngenden topologischen
Raum Z parametrisierte Familie stetiger Gruppenhomomorphismen S — T, die
stetig vom Parameter z € Z abhdingt in dem Sinne, daf; die induzierte Abbildung
Z xS — T stetig ist. So ist unsere Familie © konstant.

5.3.2. Der Satz gilt mit demselben Beweis fiir beliebige kompakte abelsche Lie-
gruppen, aber der Fall von Tori ist fiir das Weitere besonders wichtig. Eine gewisse
Intuition mag [AN3] 2.7.29 geben.

Beweis. Gegeben z € Z bezeichnen wir den zugehorigen Homomorphismus mit
@, : S — T. Fiir beliebige s € S,t € T ist

Zsy ={2€ Z|p,(s) =t}

abgeschlossen in Z. Fiir n > 1 betrachten wir nun in einer beliebigen Gruppe
G die Teilmenge G[n] := {g € G | g" = 1} aller Elemente, deren Ordnung
n teilt. In unserem Fall sind S[n| und 7'[n] endlich und jeder Gruppenhomomor-
phismus schickt sicher S[n] nach T'[n]. Fiir s € S[n| haben wir also eine endliche
Zerlegung in abgeschlossene Teilmengen

Z=|J Z.
]

teTn

Da Z zusammenhingend ist, muf} fiir s € S von endlicher Ordnung also . (s)
unabhingig sein von z. Da jedoch die Elemente endlicher Ordnung in unserem
Torus S dicht liegen, folgt daraus, da} o, unabhéngig ist von z. [

Definition 5.3.3. Der Normalisator einer Untergruppe H in einer Gruppe G ist
definiert als die Untergruppe Ng(H) := {g € G | gHg™' = H} von G.
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Proposition 5.3.4. Gegeben S C G ein Torus in einer topologischen Gruppe
liegt die Einszusammenhangskomponente seines Normalisators bereits in seinem
Zentralisator, in Formeln

(NGS)° C ZaS

Beweis. Wir wenden Proposition 5.3.1 iiber die Starrheit von Tori an auf die Ab-
bildung ¢ : (NgS)° — GrpTop(S, S), g — int g und folgern int g konstant, also
int g = inte = idg furalle g € (Ng5)°. O

Definition 5.3.5. Die Weylgruppe W = W(K, T') einer kompakten Liegruppe,
genauer eines Paars X' D 1" bestehend aus einer kompakten Liegruppe mitsamt
einem maximalen Torus, ist der Quotient des Normalisators unseres Torus nach
dem Torus selbst, in Formeln

W = (NgT)/T

Beispiel 5.3.6. Der Normalisator des maximalen Torus 7' aller Diagonalmatrizen
in der unitiren Gruppe U(n) besteht genau aus allen Matrizen, die die simultanen
Eigenrdume Ce, unserer Diagonalmatrizen permutieren, als da heifit aus allen
unitidren Matrizen, die in jeder Zeile und Spalte genau einen von Null verschiede-
nen Eintrag haben. In diesem Fall bilden die Permutationsmatrizen ein Représen-
tantensystem fiir die Weylgruppe.

Beispiel 5.3.7. Im Fall der Drehgruppe SO(3) besteht ein maximaler Torus aus
allen Drehungen um eine feste Achse und sein Normalisator aus allen Drehungen,
die besagte Achse in sich selber iiberfiihren, aber nicht notwendig punktweise
festhalten. Die Weylgruppe besteht aus zwei Elementen, und Reprisentanten des
nicht neutralen Elements sind alle Drehungen, die besagte Achse ,,auf den Kopf
stellen®.

Korollar 5.3.8. Ist K eine kompakte Liegruppe und T' C K ein maximaler Torus,
so ist die Weylgruppe W = (NkT) /T endlich.

Bweis. Wir haben (NgT')° = (ZxT)° = T nach 5.3.4 und 5.1.5, folglich ist
(NgT')/T diskret als topologischer Raum. Dieser Raum ist jedoch auch kompakt
und folglich endlich. [

Ubungen

Ubung 5.3.9. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung V' einer Lie-
gruppe G und ein Torus 7" C G induziert die Operation seines Normalisators
N¢T durch Konjugation auf 7" natiirlich eine Operation von N7T" auf der Charak-
tergruppe X(7'). Man zeige fiir die Gewichtsrdume von V' unter 7" aus 2.5.9 die
Formel

nVy =V, firallen € Ng(7)und x € X(7).
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5.4 Gitterspiegelungsgruppen

Definition 5.4.1. Eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe X nennen wir ein
Gitter. Unter einer Gitterspiegelung oder kurz Spiegelung verstehen wir einen
Automorphismus eines Gitters s : X = X derart, daB sein Quadrat die Identi-
tat ist und die Untergruppe der Elemente, die auf ihr Negatives gehen, unendlich
zyklisch, in Formeln s = idx und X —* = Z. Unter einer Wurzel zu einer Git-
terspiegelung verstehen wir ein Element unseres Gitters o € X derart, daf} sich
jeder Punkt unseres Gitters von seinem Spiegelbild um ein ganzzahliges Vielfa-
ches des besagten Elements unterscheidet, in Formeln s\ — A € Za VA € X.

5.4.2 (Gitterspiegelungen, Wurzeln und Kowurzeln). Ist X ein Gitter und s :
X — X eine Gitterspiegelung und o € X eine Wurzel zu s, so gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus " : X — Z, sprich ,,Alpha Tschek*, mit

sA=A—(\a)a YaeX

Hier verwenden wir fiir das Auswerten von y € X* = Hom(X,Z) auf A € X
die symmetrischere Notation x(A) = (), x). Unser o” heifit die Kowurzel zur
Wurzel « der Spiegelung s. Wegen s = —a gilt stets (o, a¥) = 2. Umgekehrt
ist auch fiir jedes Paar («,@¥) mit @« € X und oV € X* und (o, ") = 2 die
Abbildung s, v @ A — A — (\, ")« eine Gitterspiegelung. Das Negative einer
Wurzel zu einer Gitterspiegelung ist stets wieder eine Wurzel zu derselben Git-
terspiegelung. Zu jeder Gitterspiegelung s gibt es mindestens zwei und hochstens
vier Wurzeln: Genauer sind die beiden Erzeuger der unendlich zyklischen Gruppe
X ¢ aller Vektoren A € X mit s\ = — ) stets mogliche Wurzeln, und nehmen die
zugehorigen Kowurzeln auf X nur gerade Werte an, so sind die Doppelten besag-
ter Erzeuger auch noch mogliche Wurzeln. Damit sind dann aber auch bereits alle
Moglichkeiten ausgeschopft.

Definition 5.4.3. Eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine endliche Grup-
pe von Automorphismen eines Gitters, die von Spiegelungen erzeugt wird. Eine
stabile Wurzelwabhl fiir eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine Teilmenge
des zugrundeliegenden Gitters, die (1) stabil ist unter der Spiegelungsgruppe, die
(2) aus Wurzeln zu Spiegelungen der Spiegelungsgruppe besteht und die (3) zu
jeder Spiegelung der Spiegelungsgruppe genau zwei Wurzeln enthélt, von denen
die Eine dann natiirlich die Negative der Anderen sein muf.

Ergdnzung 5.4.4. In der Literatur trifft man statt endlichen Gitterspiegelungsgrup-
pen mit stabiler Wurzelwahl meist das dquivalente Konzept eines Wurzeldatums
an. Darunter versteht man ein Datum

(X, R, X", R", ¢,7)
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SR
/[lf.’-__._---.-_ A

Eine Gitterspiegelung, zu der es vier Wurzeln gibt.

r-h.
—-'-l"'--a-i-—'--_--lg..--—r—'-———-—--.—-—-;) A

Eine Gitterspiegelung, zu der es nur zwei Wurzeln gibt
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bestehend aus zwei Gittern X, XV, einer bilinearen Abbildung ¢ : X x XV — Z,
die das eine Gitter mit dem Dualen des Anderen identifiziert und iiblicherweise
(A, v) — (A, V) notiert wird, sowie endlichen Teilmengen R C X und RY C XV
mitsamt einer Bijektion 7 : R = RY, die iiblicherweise o — o notiert wird, so
daB gilt (0,a¥) =2Va € Rundf € R= 3 — (f,a")a € Rund ¥ € R =
BY —{a,")a¥ € R und o € R = 2a ¢ Rund a¥ € RV = 2a¥ ¢ R. Diese
Begrifflichkeit hat den Vorteil, eine zusitzliche Symmetrie sichtbar zu machen in
dem Sinne, dafl unmittelbar klar wird, was unter dem dualen Wurzeldatum zu
verstehen ist. Jedes derartige Wurzeldatum liefert eine Gitterspiegelungsgruppe
auf dem Gitter X mit Spiegelungen A — A— (\, @)« und stabiler Wurzelwahl R,
und umgekehrt konnen wir aus den Spiegelungen und Wurzeln R auch unschwer
unser Wurzeldatum zuriickgewinnen.

Erginzung 5.4.5. Ein minimalistischer Zugang besteht darin, ein Wurzeldatum
zu erkldren als ein Tripel (X, R, 7) bestehend aus einer endlich erzeugten freien
abelschen Gruppe X, einer Teilmenge R C X und einer Injektion 7 : R — XV
in die duale Gruppe derart, daf3 die offensichlichen Eigenschaften erfiillt sind.

Ubungen

Ubung 5.4.6. Die Transponierte einer Gitterspiegelung ist stets eine Gitterspiege-
lung des dualen Gitters und jedes Paar von Wurzel und Kowurzel zu einer Gitter-
spiegelung ist ein Paar von Kowurzel und Wurzel zu ihrer Transponierten.

5.5 Struktur der kompakten Liegruppen

Definition 5.5.1. Gegeben K D T eine kompakte Liegruppe mit einem maxima-
len Torus erklédrt man das zugehorige Wurzelsystem

R(K,T) C X(T)

als die Menge R(K,T') := Pp(Liec K)\O aller von Null verschiedenen Gewichte
der komplexifizierten Liealgebra von K unter der adjungierten Operation von 7'.

Beispiel 5.5.2 (Wurzelsystem der unitiren Gruppen). Wir besprechen den Fall
der unitdren Gruppen K = U(n). Als maximalen Torus 7" kénnen wir nach
5.1.8 etwa die unitdren Diagonalmatrizen nehmen. Eine Basis des Charaktergit-
ters X(7) iiber Z bilden die ¢; : T — S*, die jeder unitiren diagonalen Matrix
ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnen, fiir 1 < ¢ < n. Die Operation der Weyl-
gruppe auf dem Charaktergitter identifiziert unsere Weylgruppe nach 5.3.6 mit
der Gruppe aller Permutationen der €; und wir erhalten so einen kanonischen Iso-
morphismus W = §,,. Die Einbettung Lie U(n) — Mat(n; C) fithrt zu einem
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ue) .

Die Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl zu U(2). In diesem Fall
haben wir zwei Wurzeln, die als Pfeile eingezeichnet sind, und die
Gitterspiegelungsgruppe besteht aus dem neutralen Element und der anschaulich
orthogonalen Spiegelung an der zu den Wurzeln senkrechten Geraden durch den
Ursprung.
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Isomorphismus Liec U(n) = Mat(n; C) von Liealgebren, etwa nach 2.2.13, da
ja Lie U(n) die Fixpunktmenge einer schieflinearen Involution auf Mat(n; C) ist.
Als Wurzelsystem ergibt sich so die Menge

R(U(n), T) ={ei —¢; | i #j}

Der zur Wurzel a = ¢; — ¢; gehdrende Wurzelraum (Liec U(n)), entspricht un-
ter unserer Identifikation mit den quadratischen Matrizen der Gerade CL;; aller
Matrizen, denen nur in Zeile 7 und Spalte 7 ein von Null verschiedener Eintrag
erlaubt ist.

Satz 5.5.3 (Klassifikation der zusammenhéingenden kompakten Liegruppen).
Ordnen wir jeder zusammenhdngenden kompakten Liegruppe die Charaktergrup-
pe eines maximalen Torus zu mitsamt der Operation der zugehorigen Weylgruppe
und dem zugehorigen Wurzelsystem, so erhalten wir eine Bijektion auf Isomor-
phieklassen

Zusammenhdingende ~ Endliche Gitterspiegelungsgruppen
kompakte Liegruppen mit stabiler Wurzelwahl

K > W(K,T) % X(T) > R(K,T)

5.5.4. Eine zusammenhingende kompakte Liegruppe mit einem ausgezeichneten
maximalen Torus nennen wir eine torierte zusammenhédngende kompakte Lie-
gruppe. Die zugehorige Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl nennen
wir ihr Gitterdatum.

5.5.5. Danach 5.1.7 je zwei maximale Tori einer kompakten Liegruppe zueinan-
der konjugiert sind, hidngt unsere Abbildung nicht von der Wahl eines maximalen
Torus ab. Im folgenden zeigen wir zunéchst nur, daf die im Satz erklirte Abbil-
dungsvorschrift in der Tat eine Abbildung zwischen den angegebenen Mengen
liefert, und auch das steht verstreut an verschiedenen Stellen. Wendet man 5.3.9
auf die adjungierte Darstellung an, so folgt schon einmal, da3 die Weylgruppe
die Wurzeln permutiert. Demnéchst zeigen wir als Proposition 5.5.14, dal} jede
Wurzel des Wurzelsystems durch genau eine Spiegelung aus Weylgruppe negativ
gemacht wird. Dann zeigen wir in 5.6.9, dal} die Spiegelungen zu Wurzeln die
Weylgruppe erzeugen und daB keine anderen Elemente der Weylgruppe als Git-
terspiegelungen auf der Charaktergruppe des maximalen Torus operieren. Alles
zusammen zeigt dann, dal die im Satz erklidrte Abbildungsvorschrift in der Tat
eine Abbildung zwischen den angegebenen Mengen liefert. Dal} diese Abbildung
tatsidchlich eine Bijektion ist, zeigen wir in 5.7. Dazu benétigen wir Methoden
und Ergebnisse der Uberlagerungstheorie und der Theorie halbeinfacher komple-
xer Liealgebren und ihrer Darstellungen, die iiber den Rahmen dieser Vorlesung
hinausgehen.
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Das Gitterdatum zu S*. In diesem Fall ist die Menge der Wurzeln leer und die
Gitterspiegelungsgruppe besteht nur aus dem neutralen Element.

J—Q

SU(2) -+ o o ¢ e

v

S0(3) . . < : > . .

Die Gitterdaten zu SU(2) und SO(3). In diesen Fillen haben wir zwei Wurzeln,
die als Pfeile eingezeichnet sind, und die Gitterspiegelungsgruppe besteht aus
dem neutralen Element und der Punktspiegelung am Ursprung. Das Gitter zu

SU(2) kann man als Quotient des Gitters zu U(2) verstehen, das Gitter zu SO(3)

als Untergitter des Gitters zu SU(2).
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Beispiel 5.5.6 (Gitterdatum der unitiren Gruppen). Wir setzen die in 5.5.2
begonnene Diskussion des Falls X' = U(n) fort. Die Spiegelung zur Wurzel ¢, —¢;
entspricht unter der offensichtlichen Identifikation W —= §,, der Transposition
(,7), und in der Tat erzeugen diese Transpositionen die symmetrische Gruppe.
Die zugehorige Kowurzel entspricht der Abbildung S' — T gegeben durch

2z diag(l,...,z,...,27 % ..., 1)

mit einem z an der i-ten Stelle, einem z~! an der j-ten Stelle und Einsen sonst.
In der Notation €} : z — diag(1,...,z,...,1) mit einem z an der i-ten Stelle hat
*

die Kowurzel zur Wurzel a = ¢; — ¢; also die Gestalt a” = € — €7.

Proposition 5.5.7 (Bilder von Tori). Gegeben ein Homomorphismus von kom-
pakten Liegruppen sind die maximalen Tori des Bildes die Bilder der maximalen
Tori.

Beweis. Weil wir eh nur am Bild unseres Homomorphismus interessiert sind,
diirfen wir ihn auch gleich als surjektiv annehmen. Sei also ¢ : K — H ein sur-
jektiver Homomorphismus von kompakten Liegruppen. Ist S C H ein maximaler
Torus, so finden wir dazu nach 4.5.13 einen topologischen Erzeuger s € S und
finden dazu nach ?? ein Urbild in der Einszusammenhangskomponente ¢t € K°
und dariiber nach 5.1.7 einen maximalen Torus 7' C K mitt¢ € 7. Dann haben wir
offensichtlich ¢(7") = S. Da je zwei maximale Tori in K konjugiert sind, ist dann
auch umgekehrt das Bild jedes maximalen Torus von K ein maximaler Torus von
H. ]

Proposition 5.5.8 (Homomorphismen und Weylgruppen). Unter einem
surjektiven Homomorphismus mit zentralem Kern von zusammenhdingenden kom-
pakten Liegruppen ist das Urbild jedes maximalen Torus ein maximaler Torus und
das Urbild seines Normalisators der Normalisator seines Urbilds und wir erhal-
ten so einen Isomorphismus zwischen den zugehorigen Weylgruppen.

5.5.9. In der Situation der Proposition ist auch das Urbild des Zentrums das Zen-
trum. In der Tat liegt nach der Proposition das Urbild des Zentrums im Zentrali-
sator jedes maximalen Torus, und eine zusammenhingende kompakte Liegruppe
wird ja bereits von ihren maximalen Tori tiberdeckt.

Beweis. Sei ¢ : K — H unser surjektiver Homomorphismus. Da K zusam-
menhéngend ist, liegt nach 5.1.9 sein Zentrum in jedem maximalen Torus 1" C
K. Nach Annahme haben wir dann erst recht ker p C 7' und folglich T' =
01 (p(T)). Da wir bereits nach 5.5.7 wissen, daB jeder maximale Torus in H das
Bild eines maximalen Torus in K ist, folgt die erste Behauptung. Die beiden wei-
teren Behauptungen folgen nun ohne weitere Schwierigkeiten. Fiir eine formale
Argumentation scheint mir das Neunerlemma [LLA2] 4.7.5 besonders iibersicht-
lich. Die bendotigten Rechnungen macht 5.5.10 explizit. [
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5.5.10. Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H und Teil-
mengen A, B C H gilt o7 (AB) = ¢ '(A)p!(B). Gegeben eine Teilmenge
S C H und ein Element g € G gilt mit der ad hoc erfundenen der Situation ange-
paften nur hier giiltigen Notation & fiir das Inverse eines Gruppenelements a des
weiteren die Aquivalenz gp1(S9)g C ¢ 1(S) < ©(g)S¢(g) C S. Das alles
kann der Leser leicht selbst priifen.

Proposition 5.5.11. In einer kompakten zusammenhdingenden Liegruppe ist der
Zentralisator eines Torus stets zusammenhdngend.

5.5.12. Diese Proposition dient vorerst nur dazu, im folgenden Beweis die Notati-
on zu vereinfachen und uns zu erlauben, dort stets Zx (.5) statt Z (S)° zu schrei-
ben. Thr Korollar 5.6.7 wird jedoch zum Abschluf3 des folgenden Abschnitts noch
eine entscheidende Rolle spielen.

Beweis. Seien K unsere Gruppe, S C K unser Torus und z € Zg(S) ein Ele-
ment seines Zentralisators. Sicher ist B = (z, S) abelsch und kompakt und B/B°
ist topologisch erzeugt von z und mithin zyklisch. Damit ist aber B topologisch
zyklisch nach 4.5.13 und liegt folglich in einem maximalen Torus von K. Wir
folgern, dal Zx (S) die Vereinigung aller der maximalen Tori von K ist, die S
umfassen. Nach [TM] 1.3.17 ist Zx (S) dann zusammenhingend als Vereinigung

einer Familie zusammenhédngender Teilmengen mit nichtleerem Schnitt. [

Korollar 5.5.13. In einer kompakten zusammenhdngenden Liegruppe ist jeder
maximale Torus sein eigener Zentralisator.

Beweis. In jeder kompakten Liegruppe ist jeder maximale Torus die Einzusam-
menhangskomponente seines Zentralisators nach 5.1.5, und ist unsere Liegrup-
pe zusammenhédngend, so ist der Zentralisator unseres Torus bereits zusammen-
hingend nach 5.5.11. [

Proposition 5.5.14 (Wurzeln und ihre Spiegelungen). Seien K D T eine zu-
sammenhdngende kompakte Liegruppe mit einem maximalem Torus, X = X(T))
das Charaktergitter, R = R(K,T) C X das Wurzelsystem und W = W(K,T)
die Weylgruppe. So gilt fiir jede Wurzel o € R :

1. Der Wurzelraum (Liec K),, ist eindimensional und kein positives Vielfaches
von « ist auch positives Vielfaches einer anderen Wurzel (3, so daf3 in For-
meln fiir § € R gilt (o # B) = (NaNNg =0);

2. Es gibt genau ein Element der Weylgruppe s, € W, das auf X als Spiege-
lung operiert und die Eigenschaft s, (o) = —« hat;

3. Es gibt genau ein o : X — Z mit so(A\) = X — (N, aV)a VA € X.
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Beweis. 1. Wir betrachten die Einskomponente des Kerns von o : T — S, den
Torus S := (ker &)° C T, und bilden das kommutative Diagramm

T Zc(S)
T%SHZK(i)/S

Ein Beispiel fiir diese Konstruktion wird in 5.5.15 skizziert. Die obere Horizontale
ist offensichtlich die Einbettung eines maximalen Torus, und wegen 5.5.7 gilt das-
selbe fiir die untere Horizontale. Die obere und damit auch die untere Horizontale
ist weiter wegen

(Liec K)o C (Liec K) ' = Liec Zx (ker a) C Liec Zg/(S)

keine Bijektion. Aus Dimensionsgriinden haben wir 7//S = S!. Nach der Klas-
sifikation der Gruppen vom Rang Eins 5.2.1 ist folglich Z (S)/S dreidimensio-
nal und das Wurzelsystem dieser Gruppe in Bezug auf den Torus 7'/S enthilt
a € X(T/S) c X(T) und es folgt R(Zk(S5)/S,T/S) = {«,—a}. Es folgt
R(Zk(S),T) = {a, —a}. Andererseits kann die komplexifizierte Liealgebra des
Zentralisators mithilfe von 4.1.22 und 2.2.5 auch dargestellt werden als

Liec Zx (S) = (Lieg K)*) = (Liec K)*9 = @ (Liec K)g
ker dfDker do

Hier verwenden wir im zweiten Schritt, dal S zusammenhingend ist, und im
Dritten die Formel Lie S = ker da. Aus dem Vergleich dieser beiden Beschrei-
bungen von Liec Z(S) als Darstellung von 7" folgt sofort Teil 1. Weiter folgt
Lie Zg (ker o) = Lie Zk (S), was wir spiter noch brauchen werden.

2. Nach 5.5.11 wissen wir, da Z (S) zusammenhéngend ist. Wenn wir das nicht

wiiflten, konnten wir im Ubrigen den Beweis in derselben Weise fithren und miiflten
nur stets statt Zx (S) seine Einskomponente betrachten. Ein mogliches s € W er-

hilt man, indem man das nichttriviale Element der Weylgruppe von Zg(S)/S

beziiglich 7'/S mithilfe von 5.5.8 unter unserem Homomorphismus Zg (S) —»

Zk(S)/S in die Weylgruppe W (Zg(S),T) von Zk(S) beziiglich T zuriickholt,

die ja offensichtlich als Untergruppe von W (K, T') aufgefait werden kann. Nun

haben wir nach 4.6.7 eine kurze exakte Sequenz

X(T/S) = X(T) - X(S)

Unser s operiert per definitionem vorne durch —1, und da es einen Reprisentanten
in Zx (S) hat, muB es hinten als die Identitit operieren. Sein Quadrat operiert auf
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X(T') also durch einen Automorphismus, der unipotent ist, also den einzigen Ei-
genwert Eins hat, und der dariiber hinaus endliche Ordnung hat, da die Weylgrup-
pe endlich ist. Damit muf dies Quadrat nach [LA2] 3.3.18 auf X(7") die Identitét
sein. Das zeigt, daB} s als Gitterspiegelung auf X(7") operiert. Die Eindeutigkeit
folgt @hnlich, da das Produkt von zwei moglichen Wahlen s,¢ € W durch einen
unipotenten Automorphismus von endlicher Ordnung auf X(7") operieren muB.

3. Die Surjektion o : T — S! induziert eine kurze exakte Sequenz ker v —
T —» S' und damit nach 4.6.7 in der Gegenrichtung eine kurze exakte Sequenz
X(SY) <= X(T) — X(ker «) alias

Za — X(T) — X(ker «)

Die Operation von s induziert natiirlich die Multiplikation mit (—1) auf Za. Sie
induziert jedoch zusitzlich die Identitit auf X (ker o), da Zx (ker ) nach der Be-
merkung zu Schlufl des Beweises von Teil 1 dieselbe Liealgebra hat wie die a
priori groBere Gruppe Z g (S) und folglich s in Z (ker o) = Z (S) reprisentiert
wird. Die Abbildung X(7T") — X(T), A — (A—sA\) faktorisiert somit iiber Za und
liefert daher einen Gruppenhomomorphismus o : X(7') — Z mit (o, ") = 2
und a¥ os = —a". Die Abbildung A — XA — (A, ")« ist also auf Za die Multipli-
kation mit (—1) und auf der Fixpunktmenge von s die Identitit und muB folglich
mit s libereinstimmen. [

5.5.15 (Beispiele zum vorhergehenden Beweis bei unitiren Gruppen). Im Fall
K = U(n) und T" den Diagonalmatrizen und a = ¢; — ¢; wird S = (kera)® =
ker o die Gruppe der unitidren Diagonalmatrizen, die an der i-ten Stelle denselben
Eintrag haben wie an der j-ten Stelle. Der Zentralisator dieser Untergruppe besteht
aus allen unitdren Matrizen, die hochstens auf der Diagonalen und an den Stellen
mit Indizes (7, ) oder (j,7) von Null verschiedene Eintrige haben. Man kann
damit leicht einen Isomorphismus SU(2)/{£id} = Zk(S)/S angeben.

Ubungen

Ubung 5.5.16. Man zeichne das Gitterdatum fiir die kompakten zusammenhéingen-
den Liegruppen SU(3) und SO(4).

Ubung 5.5.17. Ein Element eines maximalen Torus in einer kompakten Liegruppe
liegt in keinem anderen maximalen Torus genau dann, wenn es im Kern keiner
Wurzel liegt.

Ubung 5.5.18. Ein Element eines maximalen Torus in einer zusammenhingen-
den kompakten Liegruppe liegt im Zentrum genau dann, wenn es im Kern jeder
Wurzel liegt.

163



Ubung 5.5.19. Gegeben ein Torus 7' faktorisiert das Ableiten von Charakteren
X(T) — Homg(Lie(T"),C) tiber Homg(Lie(T),iC). Ist T' ein maximaler To-
rus einer kompakten Liegruppe mit endlichem Zentrum, so ist die Killingform
nach 4.2.3 negativ definit auf Lie(7") und entspricht so unter dem durch die Kil-
lingform gegebenen Isomorphismus einer negativ definiten Bilinearform auf dem
Dualraum Lie(7)*. Auf dem Erzeugnis der Differentiale der Wurzeln (R)g C
Liec(T)* ist diese Bilinearform folglich positiv definit.

5.6 Spiegelungen in der Weylgruppe

5.6.1 (Bestimmung des Zentrums aus den Gitterdaten). Seien K D T eine zu-
sammenhingende kompakte Liegruppe mit einem maximalen Torus. Die vorher-
gehende Ubung 5.5.18 liefert uns schon mal eine linksexakte Sequenz Z(K) —
T — [],cg S" mit dem Auswerten aller Wurzeln als rechtem Pfeil. Gehen wir zu
den Charaktergruppen iiber, so erhalten wir mit 4.6.7 eine exakte Sequenz

(R) = X(T) - X(Z(K))

Genau dann hat also unsere Gruppe K triviales Zentrum, wenn die Wurzeln die
Charaktergruppe des maximalen Torus erzeugen, und genau dann ist das Zentrum
diskret, wenn das von den Wurzeln erzeugte Gitter endlichen Index in der Cha-
raktergruppe hat.

Ergdnzung 5.6.2 (Rang-Eins-Untergruppen zu Wurzeln). Ist K D 7T eine zu-
sammenhingende kompakte Liegruppe mit einem maximalem Torus, so gibt es
fiir jede Wurzel o € R(K, T') genau eine zusammenhingende abgeschlossene Un-
tergruppe K“ vom Rang Eins mit Liec(K*) D (Liec K),. Wir zeigen zunichst
die Eindeutigkeit. Gegeben so ein K “ ist sicher Liec (K*) stabil unter der komple-
xen Konjugation und muB folglich mit (Liec K), auch (Liec K)_, umfassen und
damit die von diesen beiden Wurzelrdaumen erzeugte Unteralgebra, die wir mit
g¢ bezeichnen. Diese Unteralgebra ist nach 5.5.14.1 von der Dimension hochs-
tens drei und sie muf} surjektiv und folglich vermittels eines Isomorphismus in
den Notationen des vorhergehenden Beweises von 5.5.14 mit S = (ker «)® auf
Liec Zk(S)/S gehen. Unsere Unteralgebra ist offensichtlich auch stabil unter der
komplexen Konjugation, folglich schneidet sie Lie Zx (S) in einer Unteralgebra
g“, die unter der Projektion isomorph auf Lie Zx(S)/S alias su(2) abgebildet
wird. Invertieren wir diesen Isomorphismus, so erhalten wir einen Homomorphis-
mus von Liealgebren
su(2) — Lie Zg(9)

mit Bild g%, der sich nach 4.3.9 integrieren 148t zu einem Homomorphismus von
Liegruppen
SU(2) — Zk(95)
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Das Bild dieses Homomorphismus ist dann eine Untergruppe K mit den ge-
wiinschten Eigenschaften. Unser oV entspricht in diesem Bild der von unserem
Homomorphismus induzierten Abbildung eines geeigneten maximalen Torus von
SU(2) nach T.In 5.7.11 zeigen wir im iibrigen, daB K genau die derivierte Grup-
pe von Zg(S) ist.

Definition 5.6.3. Ein Automorphismus eines Vektorraums iiber einem Korper ei-
ner von Zwei verschiedenen Charakteristik heifit eine Spiegelung, wenn er eine
Hyperebene punktweise festhilt und einen Vektor auBerhalb dieses Spiegels auf
sein Negatives wirft.

5.6.4. Seien K D T eine zusammenhingende kompakte Liegruppe mit einem
maximalen Torus. Die Weylgruppe W (K, T') operiert auch auf dem reellen Vek-
torraum Lie 7. Die Spiegelung s, zu einer Wurzel « € R(K,T) nach 5.5.14
hilt darin die Hyperebene ker(da)) punktweise fest und operiert folglich auch auf
Lie T als Spiegelung mit dem Spiegel ker(d«). Die Zusammenhangskomponen-
ten des Komplements
LieT \ | J ker(da)
acR

der Vereinigung aller Spiegel zu Spiegelungen s, heilen Alkoven. Die Menge
aller Alkoven bezeichnen wir mit A C P(LieT’). Sicher permutiert die Weyl-
gruppe W die Spiegel ker(da) C Lie T, folglich erhalten wir auch eine Operation
der Weylgruppe auf der Menge A aller Alkoven.

Proposition 5.6.5 (Spiegelungen in der Weylgruppe). Seien K O T' eine zu-
sammenhdngende kompakte Liegruppe mit einem maximalen Torus. So gilt:

1. Die Weylgruppe W = W (K, T) wird von den Spiegelungen s, zu Wurzeln
a € R(K,T) erzeugt;

2. Aufler den Spiegelungen zu Wurzeln operieren keine weiteren Elemente der
Weylgruppe als Spiegelungen auf Lie T';

3. Die Weylgruppe operiert frei und transitiv auf der Menge der Alkoven in
LieT. In Formeln liefert also fiir jeden Alkoven A das Anwenden eine Bi-
jektion W = A, w — wA.

Ergdnzung 5.6.6. Teile des anschlieBenden Beweises werden wir spiter im Rah-
men der allgemeinen Theorie endlicher Spiegelungsgruppen [SPW] 1.6.1 noch
besser verstehen konnen. Insbesondere kann man ganz allgemein zeigen, daf3 jede
endliche von Spiegelungen erzeugte Gruppe von Automorphismen eines endli-
chen reellen Vektorraums frei und transitiv auf der Menge ihrer Alkoven operiert,
ud daB} jede Spiegelung einer derartigen Gruppe konjugiert ist zu einer der erzeu-
genden Spiegelungen.
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Beweis. Wir zeigen etwas technischer die beiden folgenden Aussagen:
1. Die Operation der Weylgruppe auf der Menge aller Alkoven ist frei;

2. Die Operation der von allen Spiegelungen s, an Wurzeln « erzeugten Un-
tergruppe auf der Menge aller Alkoven ist transitiv.

Hier und im folgenden meinen wir mit Alkoven stets die Zusammenhangskompo-
nenten des Komplements der Vereinigung aller Spiegel von Spiegelungen s, € W
zu Wurzeln o« € R. Erst im nachhinein wird klar werden, daf} das auch die Verei-
nigung aller Spiegel zu Spiegelungen aus W ist. Zusammen liefern unsere beiden
technischen Aussagen sofort, dal die Weylgruppe frei und transitiv auf der Menge
aller Alkoven operiert und von den Spiegelungen an Wurzeln erzeugt wird, also
die Aussagen 1 und 3 der Proposition. Um auch die zweite Aussage der Proposi-
tion abzuleiten, beachten wir, daf3 es nach 2.4.10 oder einfacher [NAS] 4.1.4 auf
LieT" ein W -invariantes Skalarprodukt gibt, so daf} eine Spiegelung aus W durch
ihren Spiegel bereits eindeutig festgelegt wird. Hétten wir zusétzlich zu den s,
noch eine weitere Spiegelung s in 11/, so miilte deren Spiegel ganz offensichtlich
und formal nach [AL] 3.10.1 einen Alkoven A treffen und es folgte sA = A im
Widerspruch zur Freiheit der Operation. Es reicht folglich, wenn wir unsere bei-
den technischen Aussagen zeigen.

Wir beginnen mit der Ersten. Es gilt zu zeigen, da} ein Element der Weylgrup-
pe, das einen Alkoven festhilt, bereits die Identitit sein mufl. Aber bildet ein
Element der Weylgruppe einen Alkoven auf sich selber ab, so hat es in diesem
Alkoven auch einen Fixpunkt, sagen wir den Schwerpunkt einer Bahn der Unter-
gruppe, die von besagtem Element erzeugt wird. Unser Element der Weylgruppe
wird also reprisentiert im Zentralisator eines Elements X € LieT’, auf dem das
Differential keiner Wurzel verschwindet. Fiir jeden Punkt X € Lie7’, der vom
Differential keiner Wurzel annulliert wird, gilt aber Liec Zx (X) = Liec T und
damit Lie Zx (X) = Lie T. Weil nun nach dem im Anschlufl bewiesenen Lemma
5.6.7 der Zentralisator eines Elements der Liealgebra stets zusammmenhéngend
ist, folgt Zx (X) = T und unser Element der Weylgruppe war die Identitit.

Nun zeigen wir die Zweite unserer technischen Aussagen. Bezeichne W/ C W
die von den Wurzelspiegelungen erzeugte Untergruppe. Wir wihlen wieder ein
W -invariantes Skalarprodukt auf Lie7" und finden wir fiir beliebige Vektoren
v,w € LieT ein x € W’ derart, daBl der Abstand ||v — zw|| kleinstmdglich wird.
Dann konnen v und zw durch keinen Spiegel einer Wurzelspiegelung mehr ge-
trennt werden, da ja sonst aus elementargeometrischen Griinden fiir s,, die Spiege-
lung an besagtem Spiegel v und s, zw noch ndher aneinander wiren. Also liegen v
und xw fiir jeden Spiegel einer Wurzelspiegelung in demselben abgeschlossenen
Halbraum und damit im Abschluf} desselben Alkoven. ]
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Lemma 5.6.7. In einer zusammenhdngenden kompakten Liegruppe ist der Zen-
tralisator eines Elements der Liealgebra stets zusammenhdngend.

Beweis. Der Zentralisator eines Elements der Liealgebra fillt zusammen mit dem
Zentralisator der Gerade durch besagtes Element, dann auch mit dem Zentralisa-
tor ihres Bildes unter der Exponentialabbildung, und dann schlieflich auch mit
dem Zentralisator des Abschlusses dieses Bildes. Dieser Abschluf} aber ist eine
zusammenhingende kompakte abelsche Liegruppe, als da heilit ein Torus, und
der Zentralisator eines Torus in einer kompakten zusammenhédngenden Liegruppe
ist nach 5.5.11 auch zusammenhingend. [

5.6.8 (Liealgebra und Charaktergitter). Gegeben eine abelsche kompakte Lie-
gruppe 1" liefert das Ableiten eine Abbildung

X(T) — Homg(LieT,iR)
a = da

Im Fall eines Torus ist sie sogar injektiv. Hierbei fassen wir den Charakter « als
Gruppenhomomorphismus « : 7" — S* auf und S* als Untergruppe S C C*
mit Liealgebra Lie S' = iR C LieC* = C. Man sieht nun leicht ein, daB diese
Einbettung einen Isomorphismus von reellen Vektorraumen

Homgz(X(T),iR) = LieT

induziert, der auch natiirlich ist in 7" in dem Sinne, daf} jeder Homomorphismus
in eine weitere abelsche kompakte Liegruppe ¢ : 7' — S ein kommutatives Dia-
gramm liefert der Gestalt

Homyz(X(T'),iR) —— LieT

| [+

Homgz(%(S),iR) —=Lie S

Gegeben K D T’ eine kompakte zusammenhéngende Liegruppe mit einem maxi-
malen Torus wirkt also insbesondere ein Element der Weylgruppe W (K, T') auf
Lie T als Spiegelung genau dann, wenn es auf X(7") als Gitterspiegelung wirkt.

5.6.9. Aufler den Spiegelungen zu Wurzeln operieren keine weiteren Elemente
der Weylgruppe einer kompakten zusammenhéngenden Liegruppe als Gitterspie-
gelungen auf dem Charaktergitter des zugehorigen maximalen Torus. In der Tat
miilten diese Elemente 5.6.8 als Spiegelungen auf der Liealgebra unseres maxi-
malen Torus wirken, und das tun nach 5.6.5 auBler den Wurzelspiegelungen keine
weiteren Elemente der Weylgruppe.
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5.7 Klassifikation der kompakten Liegruppen*

5.7.1. In diesem Abschnitt brauchen wir Grundkenntnisse iiber Uberlagerungen
und die Fundamentalgruppe, wie sie etwa in [TF] 3.1.1 folgende erklirt werden.
Weiter miissen wir die Klassifikation der kompakten Liegruppen mit trivialem
Zentrum durch Wurzelsysteme voraussetzen, die wir in [HL] 3.5.21 im Rahmen
der Theorie der halbeinfachen Liealgebren zeigen und gleich in 5.7.8 wiederho-
len. SchlieBlich miissen wir aus dieser Theorie auch noch wissen, dal} jedes ganze
Gewicht des Wurzelsystems einer halbeinfachen komplexen Liealgebren als Ge-
wicht einer endlichdimensionalen Darstellung besagter Liealgebra auftritt, was
etwa aus der Klassifikation durch das hochste Gewicht [?] ?? unmittelbar folgt.

Lemma 5.7.2 (Erweiterung von Gittern zu Vektorraumen). Sei k& ein Korper.

1. Gegeben eine abelsche Gruppe X gibt es ein Paar (X}, cany) bestehend
aus einem k-Vektorraum X und einem Gruppenhomomorphismus cany :
X — Xy derart, daf3 fiir jeden k-Vektorraum W das Vorschalten von can
eine Bijektion Homy (X, W) = Ab(X, W) liefert;

2. Unser Paar ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ist genauer
(V, k) ein weiteres derartiges Paar, so ist der eindeutig bestimmte Vektor-
raumhomomorphismus ¢ : X, — V mit p o canx = k ein Isomorphismus;

3. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : X — Y von abelschen Gruppen gibt es
genau eine lineare Abbildung py. : Xy, — Y mit o) o cany = cany op.

5.7.3. Man sagt in diesem Zusammenhang, der Vektorraum X, entstehe aus der
abelschen Gruppe X durch Erweiterung der Skalare. Da das Paar (X}, cany)
eindeutig ist bis auf eindeutigen Isomorphismus, erlauben wir uns den bestimmten
Artikel. In der Sprache der Kategorientheorie ist X — X der Linksadjungierte
des VergiBfunktors von der Kategorie der k-Vektorrdume in die Kategorie der
abelschen Gruppen.

Beispiel 5.7.4. Fir X = Z" ist die Erweiterung der Skalare offensichtlich der
Vektorraum X; = k" zusammen mit dem offensichtlichen Gruppenhomomor-
phismus cany : Z" — k™. Damit haben wir bereits erkannt, wie fiir jedes Gitter
X eine Erweiterung der Skalare X konstruiert werden kann. Mehr brauchen wir
im folgenden gar nicht zu wissen.

Beweis. Im allgemeinen erhélt man eine Erweiterung der Skalare mithilfe des
Tensorprodukts [TS] ?? als X; = X ®gz k. Ich gehe nicht ndher darauf ein,
weil wir die Erweiterung der Skalare hier nur im Fall eines Gitters X brauchen
werden. In diesem Fall und allgemeiner fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen X
konnen wir die Erweiterung der Skalare alternativ auch als den Dualraum X, =
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Ab(X, k)* des Raums der Gruppenhomomorphismen X — & mit der durch das
Auswerten gegebenen Abbildung X — X konstruieren. [

5.7.5. Schreiben wir V¢, so muf} der Leser von nun an aus dem Kontext erschlie-
Ben, ob die Komplexifizierung eines reellen Vektorraums V' oder vielmehr die Er-
weiterung einer endlich erzeugten abelschen Gruppe V' zu einem C-Vektorraum
gemeint ist.

Beispiel 5.7.6. Mit unseren neuen Notationen liefert etwa das Ableiten wie in
5.6.8 fiir jede kompakte abelsche Liegruppe 7' einen Isomorphismus von reellen
Vektorrdaumen X(7)g — Homg(Lie7,iR) und einen Isomorphismus von kom-
plexen Vektorraumen X(7")c — (Liec T')* der zu einem C-Vektorraum erweiter-
ten Charaktergruppe mit dem Dualraum der komplexifizierten Liealgebra.

5.7.7. Gegeben eine endliche Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl
W 4 X D R wie in 5.4.3 ist im von R erzeugten Q-Vektorraum (R)g C Xg
die Teilmenge R ein abstraktes Wurzelsystem im Sinne von [SPW] 2.1.2. Kommt
unsere endliche Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl von einer zu-
sammenhédngenden kompakten Liegruppe K mit maximalem Torus 7" her, so nen-
nen wir dies abstrakte Wurzelsystem das Wurzelsystem von (K, 7") und notieren
es R(K,T). Es hingt bis auf Isomorphismus nicht von 7" ab und heifit je nach
Kontext auch das Wurzelsystem von K.

5.7.8 (Kompakte Liegruppen mit trivialem Zentrum). Ordnen wir jeder kom-
pakten Liegruppe ihr Wurzelsystem zu, so erhalten wir eine Bijektion auf Isomor-
phieklassen

zusammenhingende kompakte N abstrakte
Liegruppen mit trivialem Zentrum Wurzelsysteme

Das wurde bereits in [HL] 3.5.21 bewiesen. Dem Wurzelsystem A,,_; entspricht
etwa der Quotient U(n)/Z der unitidren Gruppe U(n) nach ihrem Zentrum, das
im iibrigen als Z = S' id explizit angegeben werden kann. Die Klassifikation ab-
strakter Wurzelsysteme wird in [SPW] 2.3.9 besprochen. Will man die Aussage
noch elementarer formulieren, mag man beachten, dall kompakte Liegruppen nach
3.2.22 stets Matrixliegruppen sind und stetige Homomorphismen von Matrixlie-
gruppen nach 1.4.10 glatt. Folglich erhalten wir mit obigen Argumenten sogar
eine Bijektion auf Isomorphieklassen

zusammenhingende kompakte N abstrakte
Matrixliegruppen mit trivialem Zentrum Wurzelsysteme

Satz 5.7.9 (Uberlagerungen kompakter Liegruppen). 1. Gegeben eine zu-
sammenhdngende kompakte Liegruppe mit endlichem Zentrum ist auch ihre
universelle Uberlagerung kompakt;
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2. Genau dann ist eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe einfach zu-
sammenhdngend, wenn die Kowurzeln eines und jedes maximalen Torus T’
bereits das volle duale Gitter X(T')* := Ab(X(T'),7Z) zum Charaktergitter
X(T) erzeugen.

Beweis. 1. Seien K eine zusammenhingende Liegruppe und p : K — K eine
zusammenhingende Uberlagerung. Nach [TF] 5.2.2 kann K so mit einer Verk-
niipfung versehen werden, daf} es zu einer topologischen Gruppe wird und K —
K zu einem Gruppenhomomorphismus. Immer noch nach [TF] 5.2.2 ist der Kern
dieses Gruppenhomomorphismus dann zentral. Mit der im Sinne von 3.2.28 étale
induzierten Struktur als C°°-Mannigfaltigkeit ist dann nach 3.2.29 auch K eine
Liegruppe. Ist unsere Uberlagerung endlich und K kompakt, so ist offensichtlich
auch K kompakte Liegruppe. Formal zeigen die Resultate [TM] 2.4.4 und [TM]
2.4.15 und [TM] 2.4.16 zu eigentlichen Abbildungen sogar ganz allgemein, daf3
jede Uberlagerung eines Kompaktums mit endlichen Fasern wieder kompakt ist.
Nach 5.5.8 ist dann fiir 7 C K ein maximaler Torus auch sein Urbild 7' C K ein
maximaler Torus und wir haben eine kurze exakte Sequenz ker p — T — T und
dual eine kurze exakte Sequenz ¥(7) < ¥(T') — X(ker p). Hat unsere kompakte
Liegruppe K zusitzlich endliches Zentrum, so hat nach 5.6.1 die von den Wurzeln
erzeugte Untergruppe (R) C X(7') endlichen Index. Damit ist notwendig

X={ eX(T)g|\a')€EZ VYae R}

ein Gitter, das ,,Gitter der ganzen Gewichte unseres Wurzelsystems*, und X(7")
hat darin endlichen Index. Nun induziert die Einbettung einen Isomorphismus
X(T)g = X%(T)g, und unter dessen Inversem muf auch X(7) im Gitter der
ganzen Gewichte X landen. Mit | kerp| = |X(kerp)| folgern wir fiir alle zu-
sammenhiingenden endlichen Uberlagerungen von K dieselbe endliche Schranke
| ker p| < |X/X(T)| ihrer Blitterzahl. Wenn die universelle Uberlagerung

7K » K

unendliche Fasern hat, kann es aber solch eine universelle Schranke nicht geben.
In der Tat ist die Fundamentalgruppe 7 (/K; 1) als Fundamentalgruppe einer kom-
pakten Mannigfaltigkeit endlich erzeugt nach [TF] 1.2.30 und als Fundamental-
gruppe einer lokal zusammenziehbaren topologischen Gruppe abelsch nach [TF]
5.2.2 oder [TF] 1.2.29, und die Operation der Fundamentalgruppe auf der Faser
iiber dem neutralen Element liefert nach [TF] 5.2.2 einen Gruppenisomorphismus

c:m(K;1) = kerm

Als endlich erzeugte unendliche abelsche Gruppe hitte diese Gruppe Untergrup-
pen I" von beliebig groem endlichen Index. Dann aber wiren die K /I" — K end-
liche Uberlagerungen mit beliebig groBer Blitterzahl im Widerspruch zu Existenz
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einer universellen Schranke.

2. Erzeugen die Kowurzeln eines maximalen Torus bereits das volle duale Gitter,
so gilt in den Notationen aus dem Beweis des ersten Teils X = X(7") und un-
sere Gruppe hat endliches Zentrum nach 5.6.1 und besagte universelle Schranke
ist Eins. Dann folgt wie im Beweis des ersten Teils, da jede universelle Uberla-
gerung ein Isomorphismus sein muf. Erzeugen die Kowurzeln eines maximalen
Torus nicht das volle duale Gitter, so unterscheiden wir zwei Félle: Erzeugen un-
sere Kowurzeln noch nicht einmal eine Untergruppe von endlichem Index, so hat
nach 5.6.1 das Zentrum von K positive Dimension und damit auch das Zentrum
3(€) der Liealgebra von K. Die Zerlegung £ = [, £] @ 3(£) aus 4.2.9 zeigt, daB jede
Linearform 3(¢) — C zu einem Homomorphismus von Liealgebren ¢ — C fortge-
setzt werden kann. Wire K einfach zusammenhingend, so miiite also nach 4.3.9
das Differenzieren eine Surjektion X(Z(K)) — Homg(3(¢), C) liefern. Das aber
kann offensichtlich nicht sein, da die rechte Seite nicht endlich erzeugt ist als abel-
sche Gruppe. Also erzeugen unsere Kowurzeln notwendig eine Untergruppe von
endlichem Index, und nach 5.6.1 ist das Zentrum von K endlich. Nun ist ¢ nach
[HL] 1.7.9 eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit Cartan’scher b := Liec 7.
Sei R = R(c,b) das Wurzelsystem und X C b* das Gitter der ganzen Ge-
wichte. Mit [?] ?? finden wir eine endlichdimensionale komplexe Darstellung V'
der halbeinfachen Liealgebra £¢, deren Gewichte das Gitter der ganzen Gewichte
erzeugen. Ist K einfach zusammenhingend, so muf sich die £-Operation auf V'
nach 4.3.9 zu einer K -Operation integrieren lassen, und diese zeigt unmittelbar
X(T)=X. [

Korollar 5.7.10. Jede zusammenhdingende Liegruppe mit kompakter Liealgebra
ist kompakt.

Beweis. Sei G unsere Liegruppe. Die adjungierte Darstellung Ad : G — (Aut g)°
induziert nach 4.2.5 einen Isomorphismus ad : g = Derg g auf den jeweiligen
Liealgebren und muf also nach 3.3.21 eine Uberlagerung sein. Wir wissen aber
schon aus 4.2.4, daB (Aut g)° fiir eine kompakte Liealgebra g eine kompakte Lie-
gruppe mit trivialem Zentrum ist. Damit folgt das Korollar aus Satz 5.7.9, nach
dem jede zusammenhingende Uberlagerung einer kompakten Liegruppe mit end-
lichem Zentrum kompakt ist. 0

Lemma 5.7.11 (Zentrum und derivierte Gruppe kompakter Liegruppen). Ge-
geben eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe K ist die derivierte Gruppe
eine abgeschlossene Untergruppe (K, K) @ K, deren Schnitt mit dem Zentrum
Z(K) ist endlich, und die Multiplikation ist ein surjektiver Liegruppenhomomor-
phismus mit endlichem Kern

(K,K) x Z(K)° - K
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Beweis. Gegeben eine kompakte Liegruppe K zerfillt ihre Liealgebra £ nach
429 als ¢ = [t,¢] @ 3(¢). Dann ist [¢,¢] = Lie(K/Z(K)) eine kompakte Lie-
algebra und nach 4.3.6 gibt es eine zusammenhéngende Liegruppe L und einen
Liegruppenhomomorphismus L < K, der einen Isomorphismus Lie L. = [¢, ¢
induziert. Nach 5.7.10 ist L kompakt und geht folglich isomorph auf eine abge-
schlossene Untergruppe L. @& K, die wir der Einfachkeit halber mit demselben
Buchstaben bezeichnen. Die Betrachtung des Differentials zeigt, da die Multi-
plikation eine Surjektion
LxZ(K) - K

mit diskretem und dann sogar endlichem Kern induziert. Es bleibt also nur noch,
die Identitdt L = (K, K') zu zeigen. Aber wir wissen ja aus 4.1.20 um die Identitit
(L, L) = L, und daraus folgt die Behauptung mit unserer Surjektion sofort. ]

5.7.12 (Kompakte Liegruppen mit fixiertem Zentrumsquotienten). Gegeben
eine zusammenhingende kompakte Liegruppe L mit trivialem Zentrum betrach-
ten wir die Kategorie

Lie®
aller Paare (K, p) bestehend aus einer zusammenhingenden kompakten Liegrup-
pe K und einem surjektiven Homomorphismus mit zentralem Kern p : K — L.
Gegeben ein weiteres derartiges Paar (H, ¢) erkldren wir einen Morphismus in
LieZLk als einen Morphismus von Liegruppen ¢ : H — K mit po ¢ = ¢q. Man
beachte, daf fiir jedes unserer Paare (K, p) das Differential der Projektion einen
Isomorphismus dp : Lie(K, K) = Lie L induziert.
5.7.13 (Gitterdaten mit fixiertem Wurzelsystem). Gegeben ein rationales Wur-
zelsystem R betrachten wir die Kategorie

GittSpieg”

aller Paare bestehend aus einer Gitterspiegelungsgruppe (X <P W) mit einer Ein-
bettung ¢ : R — X, die sich zu einer Z-linearen Einbettung ¢ : (R)z — X
fortsetzen 148t und deren Bild w(R) eine stabile Wurzelwahl ist. Fiir « € R be-
zeichnen wir das Element s,y € W dann kurz als s,. Morphismen von (¢ : R <
X < W)nach (¢ : R X' «¢ W) erkldren wir als Gruppenhomomorphismen
¢: X — X' mitd = pocund s, 0¢p = ¢o s, firalle « € R. Insbesondere
miissen Fixvektoren unter 1/ auf Fixvektoren unter 11" abgebildet werden.

Proposition 5.7.14 (Zentrale Erweiterungen bei kompakten Liegruppen). Ge-
geben L eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe mit trivialem Zentrum und
darin ein maximaler Torus S mit Wurzelsystem R := R(L, S) erhalten wir eine
Aquivalenz von Kategorien

Lie?® 5 (GittSpieg’)°rp
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durch die Vorschrift (K,p) — (X(p~1S) «¢ W(K, (p~'S))) mit der durch X(p)
induzierten Einbettung ¢ : R — X(p~19).

5.7.15. Diese Proposition zeigt insbesondere unseren Satz 5.5.3, nach dem kom-
pakte zusammenhéngende Liegruppen durch ihr Gitterdatum klassifiziert werden.

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Unser Funktor ist sicher treu, denn je zwei Morphismen ¢,¢ : H — K in
Lie%*, die dieselbe Abbildung auf den Charaktergittern derjenigen maximalen To-
ri induzieren, die wir als Urbilder von S erhalten, miissen auf diesen maximalen
Tori schon mal iibereinstimmen. Andererseits miissen sie aber auch dieselbe Ab-
bildung, ja denselben Isomorphismus Lie(H, H) — Lie( K, K) induzieren, da die
Projektionen ¢, p Isomorphismen beider Seiten mit Lie L induzieren. Damit aber
sind unsere Morphismen ¢, ¢) notwendig gleich.

2. Im Fall der universellen Uberlagerung H = L von L ist unser Funktor sogar
volltreu fiir von L ausgehende Morphismen. In der Tat bestehen dann die fragli-
chen Morphismenrdume alle aus genau einem Morphismus: Auf der Gruppenseite
muB jeder Morphismus L — K iiber (K, K) faktorisieren, und da (K, K) — L
eine iiberlagerung ist, gibt es genau einen Morphismus L — (K, K) tber L. Auf
der Gitterseite muB unser Morphismus X(p~15) — X(¢~'9S) alle TW-Invarianten
auf Null werfen, und der Quotient nach diesen Invarianten besitzt nach jeweils
genau einen wurzelvertrdglichen Morphismus in das groBtmogliche Gitter zu un-
serem Wurzelsystem, als da heiB3t das duale Gitter zum Erzeugnis der Kowurzeln.
Nach 5.7.9 ist das auch genau das Charaktergitter unserer universellen Uberlage-
rung.

3. Im Fall des Produkts H = T x L der universellen Uberlagerung mit einem
Torus ist unser Funktor auch volltreu fiir von / ausgehende Morphismen. In der
Tat ist ein Morphismus iiber L. dann festgelegt und festlegbar durch den induzier-
ten Morphismus 7" — Z(K) alias die Angabe eines Gruppenhomomorphismus
X(p~1S) — X(T), unter dem alle Wurzeln nach Null abgebildet werden. Umge-
kehrt liefert das auch genau alle méglichen Morphismen auf der Gitterseite.

4.Tm Fall eines Quotienten H = (T x L) /I nach einer endlichen zentralen Unter-
gruppe schlieBlich besteht das Gitterdatum aus dem Teilgitter der auf I' verschwin-
denden Charaktere von 7' x L und der Morphismenraum auf der Gitterseite ist die
Teilmenge derjenigen Morphismen, die bereits in diesem Teilgitter landen. Sie
entsprechen auf der Gruppenseite genau den Homomorphismen, die auf I' trivial
sind. Lemma 5.7.11 zeigt, daB3 das bereits der allgemeine Fall ist. Unser Funktor
ist also volltreu.

5. Es bleibt nur noch zu zeigen, da} er surjektiv ist auf Isomorphieklassen. Gege-
ben ein Datum R C X «p TV haben wir sicher eine Zerlegung X = (R)o® X .
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Jetzt betrachten wir die Bilder R C X C (R)g von R und X unter der Projektion
von X auf den ersten Summanden. Dann ist R C (R)q ein Wurzelsystem und
X liegt im Gitter P C (R)q der ganzen Gewichte des Wurzelsystems R C (R)q.
Bezeichne andererseits Y das Bild von X unter der Projektion auf den zweiten
Summanden. So erhalten wir eine Einbettung X <+ X @ Y als Untergitter von
endlichem Index, und das zeigt die Surjektivitdt unseres Funktors auf Isomorphie-
klassen. ]

Erginzung 5.7.16 (Wie es besser gemacht werden sollte). Betrachten wir allge-
meiner die Kategorie
KonTorLie

Als Objekte nehmen wir alle Paare (K, T') bestehend aus einer zusammenhéngen-
den kompakten Liegruppe mit einem maximalen Torus. Gegeben ein weiteres Ob-
jekt (L, S) nehmen wir als Morphismen (K,7") — (L, S) alle S-Konjugations-
klassen von stetigen Gruppenhomomorphismen (Oder 7-Konjugationsklassen?
Oder kommt das eh nicht drauf an?), die den ausgezeichneten Torus in den aus-
gezeichneten Torus abbilden und eine Surjektion (K, K') — (L, L) auf den deri-
vierten Gruppen induzieren. Betrachten wir andererseits die Kategorie

GittSpieg

Als Objekte nehmen wir alle Gitterspiegelungsgruppen mit stabiler Wurzelwahl
(W 9+ X D R). Als Morphismen nehmen wir alle Homomorphismen abelscher
Gruppen ¢ : X — X' mit ¢(R) C R und sy 0@ = pos, Yoo € R und
sgow = ¢ VB € R'\p(R). So erhalten wir mit unseren Konstruktionen einen
Funktor und vermutlich sogar eine Aquivalenz von Kategorien

KonTorLie = GittSpieg

Das mag einmal ein Student ausarbeiten.

Ubungen

Ubung 5.7.17. Gegeben eine exakte Sequenz X’ — X — X” von abelschen
Gruppen ist auch die durch Erweiterung der Skalare zu QQ entstehende Sequenz
Xg — Xg — X exakt. Diese Aussage ist im iibrigen ein Spezialfall der ,,Exakt-
heit der Lokalisierung® [KAG] 4.3.11.

5.8 Einfache Darstellungen kompakter Liegruppen

Definition 5.8.1. Seien (K, 7T') eine zusammenhingende torierte kompakte Lie-
gruppe und R C X(T') ihr Wurzelsystem. Eine Teilmenge RT C R heiBt ein
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System positiver Wurzeln, wenn es eine Linearform X(7') — Z gibt, die auf
keiner Wurzel verschwindet und genau auf den Wurzeln aus R positiv ist. Ge-
geben ein System positiver Wurzeln erkldren wir eine Teilordnung < auf X(7")
durch die Vorschrift

A<u&eper+|RT)

Hier bezeichnet |R™) das von den positiven Wurzeln erzeugte Monoid, also die
Menge aller endlichen Summen von positiven Wurzeln unter Einbeziehung der
leeren Summe 0.

Beispiel 5.8.2. Im Fall der Gruppe K = U(n) ist BT := {&;, —¢;|i < j} in unserer
Notation aus 5.5.2 ein System positiver Wurzeln.

Proposition 5.8.3. Seien (K, T) eine zusammenhiingende torierte kompakte Lie-
gruppe und Rt C R(K,T) ein System positiver Wurzeln. So gilt:

1. Gegeben eine endlichdimensionale irreduzible komplexe Darstellung L von
K gibt es in der Menge Pr(L) C X(T') ihrer Gewichte aus 2.5.9 ein grifites
Element fiir die Ordnung 5.8.1. Es heifit das hochste Gewicht unserer Dar-
stellung. Der zugehorige Gewichtsraum ist eindimensional.

2. Haben zwei irreduzible Darstellungen von K dasselbe hochste Gewicht, so
sind sie isomorph.

Beweis. 1. Sicher gibt es in jeder endlichdimensionalen Darstellung ein maxima-
les Gewicht A. Sei vy, € V), ein Gewichtsvektor von diesem Gewicht. Gegeben
a € Rund z,, € (Liec K), gilt fiir jeden Gewichtsraum z,V,, C V4, denn die
Operation der komplexifizierten Liealgebra ist stets ein Homomorphismus

(Lie(cK) ®(CV—> %

von Darstellungen. Es folgt z,v, = 0 Va € R™. Ich behaupte, daB} wir eine K -
Unterdarstellung erhalten, wenn wir auf unseren maximalen Gewichtsvektor in
irgendeiner Reihenfolge irgendwelche Wurzelvektoren zu negativen Wurzeln an-
wenden und von den so erhaltenen Vektoren das Vektorraumerzeugnis nehmen. In
der Tat ist es sicher stabil unter 7" und unter dem Anwenden von Wurzelvektoren
zu negativen Wurzeln. Wendet man aber einen Wurzelvektor zu einer positiven
Wurzel z,, an auf einen Ausdruck g1 . . . g(,)vx mit negativen Wurzeln B(i), so
ergibt sich

TaTH1)TH() - - - TH()UN = TH1)TaTB(2) - - - Ta(m)UA T [Ta, To)|T5(2) - - - Tp(n)UN

und unabhingig davon, ob a + (1) eine positive Wurzel, eine negative Wurzel
oder gar keine Wurzel ist, kommen wir mit einer Induktion ans Ziel. War nun
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V' = L irreduzibel und haben wir v, # 0, so muf} unsere Unterdarstellung bereits
ganz L gewesen sein und Teil 1 folgt.

2. Seien L und L’ unsere einfachen Darstellungen und sei A ihr gemeinsames
hochstes Gewicht. Wir wihlen von Null verschiedene Vektoren vy, € Ly und v} €
L', betrachten in V' := L & L’ die von (v, v}) erzeugte Unterdarstellung W,
und zeigen zundchst, da3 auch I einfach ist. Wie wir beim Beweis von Teil 1
gesehen haben, ist der Gewichtsraum W, genau die Gerade durch (v, v}). Jede
echte Unterdarstellung U C W liegt damit notwendig in uizx Wy Damit folgt
fiir jede echte Unterdarstellung U C W schon pry(U) # L, pry(U) # L. Da
aber L und L' einfach sind, folgt pry(U) = 0, pry(U) = 0 und damit U = 0.
Mithin ist IV einfach, und die von Null verschiedenen Abbildungen pr; : W — L,
pry, : W — L' miissen Isomorphismen sein, denn bei beiden Abbildungen sind ja
Bild und Kern Unterdarstellungen der einfachen Darstellungen W, L, L. Daraus
folgt dann L ~ W ~ L' wie gewiinscht. [

5.8.4. Seien (K,T) eine zusammenhingende torierte kompakte Liegruppe und
R*™ C R(K,T) ein System von positiven Wurzeln. So setzen wir

XMt ={NeX(T)| (\a')>0Va e R}

und nennen die Elemente dieser Menge die dominanten Gewichte. Diese Menge
hingt natiirlich von der Wahl eines Systems positiver Wurzeln R* ab.

Satz 5.8.5 (Klassifikation der einfachen Darstellungen). Gegeben (K, T') eine
torierte zusammenhiingende kompakte Liegruppe und RT C R(K,T) ein Sys-
tem positiver Wurzeln liefert die Vorschrift, die jeder einfachen Darstellung ihr
hochstes Gewicht zuordnet, eine Bijektion

Einfache endlichdimensionale
stetige komplexe = X(T)*
Darstellungen von K

L —  (Das hichste Gewicht von L)

5.8.6. Man betrachte in der Reellifizierung X(7")r = X(T") ®z R unseres Charak-
tergitters das Komplement der Vereinigung der Fixpunkthyperebenen aller Spie-
gelungen der Weylgruppe. Seine maximalen konvexen Teilmengen heilen Alko-
ven oder Weylkammern. Diese Alkoven entsprechen nach [SPW] 2.2.6 einein-
deutig Systemen von positiven Wurzeln unter der Zuordnung, die einem System
R* die konvexe Menge

C(RY)={ eX(Dr|(\a')>0Vae R"}
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zuordnet. Per definitionem ist dann die Menge der dominanten Gewichte der
Schnitt des Charaktergitters mit dem Abschluf3 der Weylkammer zu R™, in For-
meln

X(T)" =X(T)NC(RT)
Beweis. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V' von K ist die Menge
P1 (V) ihrer Gewichte offensichtlich stabil unter der Weylgruppe W, genauer gilt
wVy = Vjy fiir jeden Reprisentanten w € Ng(7) eines Elements w € W. Ist
nun ein Gewicht A € X(7') einer Darstellung von K nicht dominant, so existiert
a € RT mit (A\,a") < 0 und folglich s,(A) > A und A kann kein maximales
Gewicht gewesen sein. Das hochste Gewicht einer einfachen Darstellung ist al-
so stets dominant. Damit ist die Abbildung aus unserem Satz schon mal sinnvoll
definiert. Nach 5.8.3 ist sie schon mal injektiv. Es bleibt zu zeigen, dal} sie auch
surjektiv ist, da} also zu jedem dominanten Gewicht auch eine einfache Darstel-
lung mit diesem hochsten Gewicht existiert. Das verschieben wir auf Abschnitt
5.10. O]

5.9 Differentialformen und Integration

5.9.1. Wir verallgemeinern nun den Formalismus der Differentialformen, wie er in
[AN2] 9.2 folgende entwickelt wurde, auf abstrakte Mannigfaltigkeiten. Gleich-
zeitig besprechen wir auch allgemeinere Felder. Wir verwenden im folgenden die
Sprache der Kategorientheorie [LLA2] 7.1.1.

5.9.2. Sei A : Modfg — Modfg’™ ein Opfunktor von der Kategorie der endlich-
dimensionalen reellen Vektorrdume in sich selbst. Solch ein Opfunktor A heifit
glatt, wenn die Abbildungen A : Hom(V, W) — Hom(A(W), A(V)) glatt sind.
Ausfiihrlicher reden wir dann von einem reellen glatten Opfunktor.

5.9.3. Ausformuliert ist solch ein Opfunktor eine Zuordnung, die jedem endlichdi-
mensionalen R-Vektorraum V' einen endlichdimensionalen R-Vektorraum A(V)
zuordnet und jedem Vektorraumhomomorphismus f : V' — W einen Vektor-
raumhomomorphismus A(f) : A(W) = A(V) in die Gegenrichtung derart, daf3
fiir jeden endlichdimensionalen R-Vektorraum V' gilt A(idy) = id () und, wann
immer f, g verkniipfbare Homomorphismen sind, A(f o g) = A(g) o A(f).

Beispiele 5.9.4. Fir jede natiirliche Zahl n € N ist die Vorschrift V' — V™,
f +— fT, die jedem endlichdimensionalen Raum seinen Dualraum zuordnet und
jedem Isomorphismus die transponierte Abbildung, ein glatter Opfunktor. Allge-
meiner ist fiir r > 0 die Vorschrift V' +— Alt" V aus [AN2] 9.1.1 oder auch [LA2]
6.5.3 mit der Vorschrift f — f' auf Morphismen in der Notation [AN2] 9.1.13
ein glatter Opfunktor. Auch die Vorschriften Bil und SBil, die jedem Vektorraum
den Raum seiner Bilinearformen beziehungsweise symmetrischen Bilinearformen
zuordnen, sind glatte Opfunktoren.
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5.9.5 (Anwenden glatter Opfunktoren auf Vektorbiindel). Gegeben eine glatte
Mannigfaltigkeit /M und ein glatter Opfunktor A und ein glattes Vektorbiindel
p: . — M im Sinne von 3.4.3.4 gibt es auf der disjunkten Vereinigung

AE) = | | A(E,)

zeM

genau eine Struktur als glattes Vektorbiindel auf M derart, dal} fiir jede Biindel-
karte f : U xV — EmitU @ M und V ein reeller Vektorraum der entspre-
chenden Dimension die Abbildung U x A(V') — A(FE) gegeben durch (x,v)
(A(fz)"1)(v) eine Biindelkarte von A(FE) ist. Hierbei verstehen wir f, als den
Isomorphismus f, : V = E, gegeben durch f : (x,v) — f,(v). Um das einzu-
sehen, mufl man nur priifen, da3 die Kartenwechsel der so erkldrten Biindelkarten
glatt sind, und das folgt unmittelbar aus der Glattheit des Opfunktors A. Offen-
sichtlich ist dies A : F +— A(FE) dann ein Opfunktor von der Kategorie der glatten
Vektorbiindel auf M in sich selbst und fiir endlichdimensionale Vektorrdume V'
haben wir natiirliche Biindelisomorphimen M x A(V) = A(M x V).

Ergdnzung 5.9.6. Zum Anwenden auf Vektorbiindel wire es natiirlicher gewesen,
statt mit ,,glatten Opfunktoren* mit ,,glatten Funktoren von der Isomorphismenka-
tegorie der endlichdimensionalen reellen Vektorrdume in sich selber* zu arbeiten.
Der Kontext der Opfunktoren erlaubt jedoch das Zuriickziehen der zugehdrigen
Felder unter beliebigen glatten Abbildungen und ist deshalb der Diskussion von
Differentialformen besonders gut angepalt.

5.9.7. Wir konnen zu jedem glatten Vektorraumbiindel £ insbesondere durch An-
wenden des Dualraumfunktors das duale Biindel £* und allgemeiner die Biindel
Alt"(E) bilden.

5.9.8. Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und A ein glatter Opfunktor. Unter
einem A-Feld auf M verstehen wir einen Schnitt o : M — A(TM) des Biindels
A(TM) und schreiben meist o(z) = o,. Ist unsere Mannigfaltigkeit eine offene
Teilmenge M @ X eines reellen affinen Raums, so haben wir einen natiirlichen
Isomorphismus M x X = TM von glatten Vektorbiindeln und damit auch einen
natiirlichen Isomorphismus A(TM) = M x A(X). Unter diesem Isomorphismus
entspricht ein A-Feld o einer Abbildung

—

o: M — A(X)
Wenn wir den glatten Opfunktor nicht explizit machen wollen, reden wir von ei-
nem Opfunktorfeld.

5.9.9. Das duale Biindel des Tangentialbiindels einer glatten Mannigfaltigkeit M
heifit das Kotangentialbiindel T*1/. Die Schnitte des Kotangentialbiindels hei-
Ben Kovektorfelder. Auf einer offenen Teilmenge M @ X eines reellen affinen
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Raums X konnen wir insbesondere ein Kovektorfeld identifizieren mit einer Ab-
bildung M — X™ und unser neuer Begriff erweitert unseren Begriff eines Kovek-
torfelds aus [AN2] 8.1.5.

5.9.10. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Schnitte des Biindels Alt"(TM) zum
Opfunktor Alt" der alternierenden r-Multilinearformen heilen r-Formen und,
wenn man r im Unbestimmten lassen will, Differentialformen auf ). Eine n-
Form auf einer n-Mannigfaltigkeit heit auch eine Volumenform. Auf einer of-
fenen Teilmenge M @ X eines reellen affinen Raums X konnen wir insbeson-
dere eine r-Form identifizieren mit einer Abbildung M — Altr()? ). Unser neuer
Begriff erweitert damit unseren Begriff von Differentialform aus [AN2] ??. Den

Raum der glatten r-Formen auf M notieren wir 2" (M).

5.9.11 (Dachprodukt). Gegeben Differentialformen w, n auf einer Mannigfaltig-
keit M erkldren wir ihr Dachprodukt punktweise, in Formeln (w A7), := w, A1,
fiir alle # € M. Man erkennt miihelos, dafl das Dachprodukt glatter Formen wie-
der glatt ist.

5.9.12 (Bezug zu den Differentialformen aus der Analysis). Eine relative Dif-
ferentialform im Sinne von [AN2] 9.2 auf einer Untermannigfaltigkeit M/ C X
positiver Kodimension alias eine Abbildung M — Alt" X ist nicht dasselbe wie
eine Differentialform im hier erkldrten Sinne: Salopp gesprochen liegt der Un-
terschied darin, dal unsere r-Formen hier an jeder Stelle p € M nur je r Tan-
gentialvektoren aus T, M eine Zahl zuordnen, im Gegensatz zu unseren relativen
Differentialformen im Sinne von [AN2] 9.2, die sogar je r beliebigen Vektoren
des Richtungsraums X des umgebenden affinen Raums X eine Zahl zuordneten.
Allerdings liefert jede relative Differentialform auf einer Untermannigfaltigkeit
durch Einschrinkung auch eine ,,absolute* Differentialform auf besagter Unter-
mannigfaltigkeit. Hier ist vielleicht auch der richtige Moment fiir das Eingestédnd-
nis, da} das Konzept einer relativen Differentialform vom hoheren Standpunkt
aus gesehen ziemlich sinnlos ist und nur als Etappe beim didaktischen Aufbau der
Theorie eine gewisse Berechtigung haben mag.

Definition 5.9.13 (Verwandtschaft von Opfunktorfeldern). Seien ¢ : M — N
eine glatte Abbildung von Mannigfaltigkeiten und A ein glatter Opfunktor. Zwei
A-Feldero : M — A(TM)und 7 : N — A(TN) heilen verwandt unter ¢ und
wir schreiben ¢ : 0 ~» 7, wenn fiir alle z € M in Vektorraum A(T, M) gilt

0z = (A(de®))(To())

5.9.14. Natiirlich hat jedes Opfunktorfeld genau einen Riickwirtsverwandten. Ist
unsere Abbildung ein Diffeomorphismus, so hat es auch genau einen Vorwirtsver-
wandten. Verwandtschaft von Opfunktorfeldern ist transitiv im Sinne von [AN2]
8.2.18.
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5.9.15. Nach 5.9.14 liefert jede glatte Abbildung ¢ : M — N von Mannigfal-
tigkeiten lineare Abbildungen ¢* : Q"(N) — Q"(M) in die Gegenrichtung, die
man das Zuriickholen von Differentialformen nennt. Sie verallgemeinern unse-
ren Riickzug von Differentialformen aus [AN2] 9.2.9, erfiillen die bei Verwandt-
schaftsbeziehungen iiblichen Identitdten id"(w) = w und ¢* o ¥* = (1) 0 ¢)*, und
sind vertriglich mit dem Dachprodukt, in Formeln

¢*(wAn) = (¢*w) A (¢™)

Um eine Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit anzugeben, reicht es aus,
einen Atlas zu wihlen und den Riickzug unserer Form unter jeder Karte anzuge-
ben. Haben wir umgekehrt Differentialformen auf den Definitionsbereichen aller
Karten gegeben und passen diese zusammen unter dem Riickzug ldngs Karten-
wechseln, so kommen sie von einer wohlbestimmten Differentialform auf unserer
Mannigfaltigkeit her.

Lemma 5.9.16 (AuBere Ableitung). Gegeben eine Mannigfaltigkeit M gibt es
genau eine Abbildung
d: QF(M) — Q¥1(M)

mit der Eigenschaft, dap fiir jede Karte ¢ : W — M und alle w € QF(M) gilt
©*(dw) = d(p*w) mit unserer duferen Ableitung aus [AN2] 9.5.4 auf der rechten
Seite.

Vorschau 5.9.17. Diese Abbildung heifit wieder die duBlere Ableitung. Eine ko-
ordinatenfreie Beschreibung der duleren Ableitung wird in [?] ?? gegeben.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, da unsere Mannigfaltigkeit ja durch
Bilder von Karten iiberdeckt wird. Die Existenz folgt aus [AN2] 9.5.11, das uns
sagt, daB} es nicht darauf ankommt, in welcher Karte wir lokal die du3ere Ablei-
tung unserer Differentialform berechnen. [

5.9.18 (Differentiale von Funktionen). Auch auf Mannigfaltigkeiten sind Null-
formen Funktionen und Einsformen Kovektorfelder. Jeder glatten Funktion f :
M — R auf einer Mannigfaltigkeit ordnet die duB3ere Ableitung nach 5.9.16 also
ein Kovektorfeld df zu. Dieses Kovektorfeld ist dadurch definiert, daf fiir jede
Karte ¢ : W — M gilt ¢*(df) = d(f o ). Es kann aber alternativ auch wie
folgt beschrieben werden: Eine differenzierbare Abbildung f : M — R hat ja
in jedem Punkt p € M nach 3.3.3 ein Differential d,,f : T, M — Ty R. Mit-
hilfe der natiirlichen Identifikation T ;)R = R konnen wir unser Differential
mithin als Linearform auf dem Dualraum d,, f € T, M auffassen und die Zuord-
nung M — T*M, p — d,f als ein Kovektorfeld. Dieses Kovektorfeld notieren
wir auch d f und iiberlassen dem Leser den Nachweis, daf es mit unserem vermit-
tels 5.9.16 erkldrten Kovektorfeld df tibereinstimmt. In diesem Fall kommt es also
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nicht darauf an, ob wir das gerade d oder das kursive d verwenden. Wir nennen
dieses Kovektorfeld df das Differential von f.

Satz 5.9.19 (Rechnen mit der duBleren Ableitung). Gegeben eine glatte Man-
nigfaltigkeit M gilt:

1. Die duflere Ableitung d : Q" (M) — Q'Y (M), w > dw ist R-linear fiir
aller € N;

2. Fiir Nullformen alias Funktionen f gilt df = df;

3. Fiir das Differential eines Dach-Produkts glatter Differentialformen gilt die
Leibniz-Regel

d(w An) = (dw) A+ (=1)¥lw A dn

4. Gegeben ein glatter Morphismus ¢ : M — N von Mannigfaltigkeiten ha-
ben wir die Verwandtschaftsvertriglichkeit der duBBeren Ableitung

d(¢"w) = ¢" (dw)

5. Fiir jede Differentialform auf M gilt d(dw) = 0.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition der dufleren Ableitung in 5.9.16
und ihren bereits bewiesenen Analoga [AN2] 9.5.11 im Fall offener Teilmengen
endlichdimensionaler reeller Rdume. U

5.9.20. Die Existenz einer duleren Ableitung von Differentialformen mit den im
Satz formulierten bemerkenswerten Eigenschaften ist eine Besonderheit, die fiir
allgemeinere Felder keine Entsprechung hat. Der Kalkiil der Differentialformen
wird dadurch ein auBBerordentlich bequemer und niitzlicher Formalismus.

5.9.21. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M und k > 0 bezeichne C/{2*(M) den
reellen Vektorraum aller stetigen k-Formen auf M mit kompaktem Triger. Den
Begriff der Orientierung einer abstrakten Mannigfaltigkeit definieren wir wie im
eingebetteten Fall in [AN2] 9.3.3.

Satz 5.9.22 (Integration von Volumenformen). Fiir jede orientierte k-Mannig-
faltigkeit M gibt es genau eine Linearform [ : CQF(M) — R mit der Eigen-
schaft, daf fiir jede Karte p : W — M der Orientierung ¢ und jede kom-
pakt getragene Volumenform w € CQF(M) mit Triger im Bild dieser Karte

suppw C p(W) gilt
/ﬁw :5/ (p*w)(er,...,ex)
N W
18
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Beweis. Das geht genau wie der einfache Teil des Beweises von [AN2] 9.4.3. Man
wihlt eine Uberdeckung des Trigers der Volumenform durch die Bilder endlich
vieler orientierter Karten und dazu eine Teilung der Eins genau wie in [AN2]
5.2.14 und schreibt so unsere Volumenform als Summe von Formen, die jeweils
nur Triager im Bild einer Karte haben. Damit ist dann die Eindeutigkeit bereits
gezeigt. Um die Existenz zu zeigen, mufl man nur nachweisen, daf} das Ergebnis
dieser Konstruktion von allen Wahlen unabhingig ist, und das folgert man aus der
Transformationsformel. 0

5.9.23 (Invariante Volumenformen auf Liegruppen). Fiir jede Liegruppe GG und
jeden glatten Opfunktor A liefert unser in 3.4.9 konstruierter Isomorphismus von
Vektorbiindeln G x T.G = TG gegeben durch (g, B) +— (dc(g-))(B) einen
Isomorphismus
A(TG) = G x A(T.G)

Es ist leicht zu sehen, daB fir w € A(T.G) der zugehorige konstante Schnitt
p — (p,w) rechts einem A-Feld links entspricht, daB unter allen Linkstranslatio-
nen zu sich selbst verwandt ist. Insbesondere finden wir auf jeder Liegruppe eine
von Null verschiedene unter allen Linkstranslationen zu sich selbst verwandte ste-
tige Volumenform w®. Mit |w®| finden wir dann auch eine unter allen Linkstrans-
lationen zu sich selbst verwandte stetige positive Dichte alias ein Haarmal3 oder
genauer ein linksinvariantes Haar’sches Borelmaf3 im Sinne von [TM] 4.3.13.

Ubungen

Ubung 5.9.24. Seien H @& G Liegruppen. Jede H-invariante Volumenform auf
T1(G/H) laBt sich auf genau eine Weise zu einer G-invarianten Volumenform
auf G/ H fortsetzen, und diese Fortsetzung ist stetig, ja sogar glatt.

Ubung 5.9.25. Gegeben eine nirgends verschwindende stetige Volumenform w auf
einer Mannigfaltigkeit X erhalten wir eine Orientierung auf X, indem wir jeder
angeordneten Basis (vq, ..., v,) eines Tangentialraums T, X das Vorzeichen der
von Null verschiedenen reellen Zahl w,(vy,...,v,) zuordnen. Notieren wir X
unsere Mannigfaltigkeit mit dieser Orientierung, so gilt fiir jede stetige Funktion
f + X — R5( mit kompaktem Triger ( | P fw) > 0, und gilt zusitzlich f # 0, so
ist unser Integral positiv.

Ubung 5.9.26. Jede Liegruppe ist orientierbar. Jeder Quotient einer Liegruppe
nach einer zusammenhéngenden Untergruppe ist orientierbar.

5.10 Die Weyl’schen Formeln

Satz 5.10.1. Seien K D T eine zusammenhdingende kompakte Liegruppe und
ein maximaler Torus. Fiir t € T bezeichne Adgr(t) die von der adjungierten
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Darstellung auf dem Quotienten Lie K/ Lie T induzierte Abbildung. So gilt fiir
alle stetigen Klassenfunktionen f : K — C die Weyl’sche Integrationsformel

1 .
/K ) (b = 7 / 1) (B

mit j(t) := det(id — Ady 7 (t)) fiirt € T.

5.10.2. Hier bezeichnet IV die Weylgruppe und (g) x sowie (t)r deuten die Inte-
grationen iiber die normalisierten Haarmale unserer kompakten Gruppen an. Der
Beweis der Integrationsformel wird erst zu Ende dieses Abschnitts gegeben. Dal3
eine Formel dieser Art gelten konnte, wirkt zumindest plausibel, wenn man sich
daran erinnert, dal} jeder maximale Torus jede Konjugationsklasse trifft.

5.10.3. Wir schreiben die Gruppenstruktur des Charaktergitters X = X(7") additiv
in der Hoffnung, daB das der Anschauung hilft. Fassen wir Elemente A € X(7)
dahingegen als konkrete Funktionen 7' — C oder auch als Elemente des Grup-
penrings Z[X(T')] auf, so schreiben wir ¢*, so daB also gilt e* e# = e*# £ et + e
fir A\, u € X(T'). Unsere Funktion j erhilt in diesen Notationen, da ja die Zahl
der Wurzeln gerade ist, die Gestalt

j=1la - =Tl -1

a€ER a€ER

5.10.4. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V' eines Torus 7' gilt fiir
ihren Charakter in unseren Notationen offensichtlich y, = Zuex(T) dimV, e”.
Insbesondere haben wir xy € Z[X(T)] C C(T).

5.10.5. Seien (K, T) eine torierte zusammenhingende kompakte Liegruppe mit
Gitterdatum W & X D R und sei Rt C R ein System positiver Wurzeln. Wir
wihlen nun ein System positiver Wurzeln R im Sinne von 5.8.1 und betrachten
im halbierten Gewichtegitter X /2 := (1/2)X(T") C X(T')g die Halbsumme der
positiven Wurzeln alias den Weylvektor

Satz 5.10.6 (Weyl’sche Charakterformel). Seien (K,T') eine torierte zusam-
menhiingende kompakte Liegruppe, W & X D R ihr Gitterdatum und R™ C R
ein System positiver Wurzeln. So gilt fiir den Charakter einer irreduziblen Darstel-
lung L(\) von K mit hichstem Gewicht X im Gruppenring 7.|X /2] des halbierten
Gewichtegitters die Formel

> wew det(w) e+
2 wew det(w) e
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5.10.7. Der Gruppenring Z[I'] eines Gitters I' = Z" ist ein Ring von Laurent-
polynomen in endlich vielen Veridnderlichen und damit ein Integritdtsbereich und
sogar ein faktorieller Ring. Unsere Formel ist im Quotientenkorper dieses fakto-
riellen Rings zu verstehen. Mit det w = =+1 ist die Determinante des durch w
gegebenen Endomorphismus des Charaktergitters gemeint.

5.10.8. Aus der Weyl’schen Charakterformel folgt die Weyl’sche Dimensions-

formel Y
Ha€R+<)\ + P, & >

[aers (p:0¥)

Wir geben den Beweis der Dimensionsformel und weitere kombinatorische Iden-
titdten fiir Charaktere im Kontext der Darstellungstheorie von Liealgebren in [?]
?? folgende. Es handelt sich im wesentlichen um eine geschickte Auswertung der
Weyl’schen Charakterformel am neutralen Element mit Hilfe der Regel von de
I’Hospital.

dim L(\) =

5.10.9. Der hier gegebene Beweis der Weyl’schen Charakterformel stiitzt sich auf
die Integrationsformel 5.10.1 und die Weyl’sche Nennerformel 5.10.10. Sie sagt
uns, wie wir im Gruppenring Z [X/2] des halbierten Wurzelgitters eine Art ,,Qua-
dratwurzel von j auch als alternierende Summe schreiben konnen.

Lemma 5.10.10 (Weyl’sche Nennerformel). Gegeben W & X D R eine Git-
terspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl und Rt C R ein System positiver
Wurzeln mit Halbsumme p gelten in Z[X /2] die Identitciten

e? H (1—e) = H (e2/? —e /%) = Z det(w) e"”

aceRt a€R* weWw

5.10.11. Multiplizieren wir die linke Seite dieser Gleichung mit e™”, so ergibt sich
das Produkt der Terme zu negativen Wurzeln aus unserer Produktdarstellung der
Funktion j. Die Funktion j selber ist also das Quadrat der Norm der linken und
dann natiirlich auch der rechten Seite unserer Gleichung.

Beweis der Nennerformel. Die erste Gleichung ist evident. Zum Beweis der zwei-
ten Gleichung brauchen wir einiges zu Spiegelungsgruppen und Wurzelsystemen.
Ich erinnere daran, daf} wir in [SPW] 2.2.6 zu einem System von positiven Wur-
zeln R* die Teilmenge IT C R™ der einfachen Wurzeln erklirt hatten als die
Menge aller positiven Wurzeln, die sich nicht als Summe iiber eine Multimen-
ge von zwel oder mehr Elementen des besagten Systems schreiben lassen, also
die kleinste Teilmenge II C R* mit R™ C |II). In [SPW] 2.2.6 hatten wir auch
gezeigt, daB die Spiegelungen zu einfachen Wurzeln von R*, auch genannt die
einfachen Spiegelungen, genau die Spiegelungen an den Wiinden des R™ zuge-
ordneten Alkoven sind. Damit erzeugen sie nach [SPW] 1.6.1 oder auch [SPW]

184



2.2.12 bereits die Weylgruppe und nach [SPW] 2.2.7 gilt fiir jede einfache Wurzel
a € I die Formel s, Rt = (R*\a)U{—a} und insbesondere s, (p) = p — o und
folglich (p, ") = 1. Anschaulich bedeutet das, daB ein Alkoven unter der Spie-
gelung an einer seiner Winde in einen Alkoven iibergeht, der vom urspriinglichen
Alkoven nur durch diese eine Wand getrennt wird. Damit ist klar, da} in unserer
Nennerformel beide Seiten bei Anwendung einer einfachen Spiegelung nur ihr
Vorzeichen dndern. Die linke Seite setzt sich nun zusammen aus Summanden e*
mit A € p— |R™), wo wir mit | R) das Monoid-Erzeugnis meinen. Es reicht also
zu zeigen, da} von diesen A nur p selbst im Inneren der dominanten Weylkam-
mer liegt. Fiir alle von Null verschiedenen p € |R*) gibt es nun eine einfache
Wurzel o € 11, deren Kowurzel darauf positiv ist, denn wo alle einfachen Ko-
wurzeln nichtpositiv sind, ist der Abschluf3 des Negativen unserer Weylkammer
C(R™). So folgt (p — pu, @) < 0und p — p liegt nicht im Inneren der dominanten
Weylkammer. 0

Beweis der Charakterformel 5.10.6. Wir betrachten die zum Fixpunkt (—p) €
X /2 verschobene sogenannte dot-Operation der Weylgruppe auf X/2, gegeben
in Formeln durch w - A := w(\ + p) — p. Wegen p — s,p = « fiir jede einfache
Waurzel « stabilisiert sie das Untergitter X. Wir bilden fiir jedes Gewicht A € X
im Gruppenring des Gewichtegitters die alternierende Summe

AN =) det(w) e

Die Weyl’sche Nennerformel 5.10.10 besagt

A0)= T a-e)

acRt

Die 1 — e @ fiir &« € R" sind darin paarweise teilerfremd, wie der Leser selbst
priifen mag. Die Identitét

(1—e*)(14e*+... +e") = (1 —enthe)

zeigt dann, dal A(0) bereits im Gruppenring des Charaktergitters Z[X] jedes A(\)
teilt, denn e¥* — e%*®A ist stets ein Vielfaches von einem Ausdruck der Gestalt
(1—e™*1)) Wir kénnen mithin fiir alle dominanten ganzen Gewichte \ im Grup-
penring des Charaktergitters den Quotienten

xa = AXN)/A(0) € Z[X]

bilden. Er ist invariant unter der Weylgruppe, denn rechnen wir im vergrof3erten
Gruppenring Z[X/2] und erweitern unseren Bruch mit e”, so wechseln Nenner
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und Zdhler unter jeder Spiegelung aus der Weylgruppe nur ihr Vorzeichen und der
Bruch bleibt gleich. Wir interpretieren unseren Quotienten nun als eine unter der
Weylgruppe invariante Funktionen auf 7" und dehnen sie aus zu einer Klassen-
funktion y, auf K. So erhalten wir ein Orthonormalsystem von Klassenfunktio-
nen, denn mit der Weyl’schen Integrationsformel 5.10.1 und der offensichlichen
Formel [ e" = &, ergibt sich

_ AMNA) g 1 /_
XXVZ/— = AN A(V) =
/K = L Ty WISy VAT =0
Andererseits gilt A(0)e" = e+ _ ¢, e, als da heifit, die Multiplikation mit

A(0) dndert nicht die Koeffizienten der ,,Leitterme*. Folglich hat x, = A(\)/A(0)
wie A()\) den einzigen Leitterm e* alias die Gestalt

X,\:eA+che”

v<p

Daraus folgern wir nun, daf diese Funktionen y, genau die irreduziblen Charak-
tere von K sein miissen. In der Tat bilden sie sicher eine Z-Basis des Teilrings
Z[X]W . Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von K, so liegt die Restrikti-
on ithres Charakters auf 7" in diesem Teilring und wir kénnen sie mithin darstellen
als eine endliche Linearkombination mit ganzzahligen Koeffizienten

Xv =) mxw

Ist nun V irreduzibel, so gilt zusitzlich (xy, xy) = 1. Daraus folgt sofort yy, =
X fiir ein wohlbestimmtes dominantes ganzes Gewicht )\, das dann natiirlich das
hochste Gewicht von V' sein muf}, und wir erhalten fiir V' = L(\) auch gleich die
Weyl’sche Charakterformel

Voo |y = 2zwew deU) e 3 e det(w) e
B 2 wew det(w) e ? Y wew det(w) ewr

Das zeigt ein zweites Mal, dall je zwei einfache Darstellungen mit demselben
hochsten Gewicht isomorph sind. Da weiter die Charaktere dicht liegen miissen im
Raum der Klassenfunktionen, zeigt es auch, da3 es zu jedem dominanten Gewicht
eine einfache Darstellung gibt, die dies hochste Gewicht hat. [

Lemma 5.10.12 (Konjugationsklassen in kompakten Liegruppen). Gegeben
eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe K und ein maximaler Torus T' C K
induziert die Einbettung unseres Torus einen Homoomorphismus zwischen dem
Raum der Bahnen der Weylgruppe auf dem Torus und dem Raum der Konjuga-
tionsklassen in unserer Gruppe

T/W = K/ int(K)
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5.10.13. Besonders anschaulich scheint mir die Aussage des Lemmas im Fall der
Drehgruppe SO(3) und besonders leicht priift man es im Fall U(n). Das nor-
mierte HaarmaB3 auf K hat ein BildmaB auf dem Raum der Konjugationsklas-
sen K/int(K) und dem entspricht notwendig ein nichtnegatives Borelmal} auf
T/W. Man kann sich mit etwas Miihe auch formal klarmachen, dafl dieses und
iiberhaupt jedes BorelmaB auf 7'/W das direkte Bild eines wohldefinierten WW/-
invarianten BorelmaBes auf 7" sein muf3. Die Weyl’sche Integrationsformel 5.10.1
gibt das besagte I/ -invariante Borelmal} auf 7" explizit an.

Beweis. Die Surjektivitit unserer Abbildung folgt aus der Erkenntnis 5.1.7, dal3
jedes Element zu einem maximalen Torus gehort. Um die Injektivitidt zu zeigen,
nehmen wir an, es gebe t,5 € T und g € K mit gtg~! = s. Dann sind 7" und
gT g~ zwei maximale Tori in Zx(s), also gibt es wieder nach 5.1.7 ein Element
h € Zx(s) mit T = hgTg 'h~" und wir haben y = hg € Ng(T) gefunden mit
yty~! = 5. Um schlieBlich zu zeigen, daB unsere Abbildung ein Homdomorphis-
mus ist, miissen wir nach [TM] 1.5.13 nur nachweisen, daf} die Konjugationsklas-
sen in einer kompakten Hausdorffgruppe einen Hausdorffraum bilden. Das folgt
jedoch aus [TM] 2.2.14. OJ

Beweis der Weyl’schen Integrationsformel. Wir interessieren uns fiir die Abbil-
dung
K/TxT % K
(T, t) = gtg~

Thre anschauliche Bedeutung im Fall X' = SO(3) diskutieren wir im AnschluB.
Der homogene Raum K /T heifit die Fahnenmannigfaltigkeit. Unsere Abbil-
dung ist dquivariant fiir die K'-Operation von links auf dem Definitionsbereich und
die K-Operation durch Konjugation auf dem Wertebereich. Unsere Abbildung ist
auch dquivariant fiir die damit kommutierende Operation der Weylgruppe durch
w(gT,t) :== (gw 'T,wt) auf dem Definitionsbereich und die triviale Operation
auf dem Wertebereich. Jetzt betrachten wir

1

Tieg ={t€eT|at) #1Vae R} cT

Ihre Elemente heiflen die reguléren Elemente unseres maximalen Torus 7. Diese
Menge ist offensichtlich W -stabil. Gegeben ¢t € T, erkennt man in der Lie-
Algebra, da3 T die Einskomponente seines Zentralisators ist, so dal der ganze
Zentralisator in N (7") enthalten sein mufl. Bezeichnen wir mit K,., C K die
Menge aller zu einem Punkt in 7}, konjugierten Elemente, also aller Elemente
g € K mit Zk(g)° ein maximaler Torus, so sind die Fasern von

Oreg : KT X Theg — Kieg
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folglich Bahnen unter der Weylgruppe V. Das Komplement von K., ist die Ver-
einigung der Bilder (K /T x ker«) fir « € R und damit abgeschlossen und
eine Nullmenge fiir das Haarmal3. Die Menge der reguldren Punkte ist folglich
eine offene Teilmenge K., © K. Wir werden bald sehen, dal3 .., an jeder Stelle
bijektives Differential hat und dal 1 frei auf allen seinen Fasern operiert, aber
alles der Reihe nach. Jetzt wihlen wir erst einmal beliebige nirgends verschwin-
dende glatte Volumenformen w®/”, wT und w® auf K/T,T und K. Das geht
nach den Ubungen 5.9.25 und 5.9.26. Wir verwenden die Notation w’/T K w’ :=
prt w®/T A priw?. Sicher gibt es eine glatte Funktion ¢ : K/T x T — R mit

0wk = ¢ ST R T

Nun haben wir ja ¢ o (h-) = (inth) o ¢ fiir alle h € K. Falls w®* invariant
ist unter Links- und Rechtstranslation und w®/7 invariant unter Linkstranslation,
was wir von jetzt an beides annehmen wollen und nach 5.9.23 und 5.9.24 auch
annehmen diirfen, so hingt offensichtlich ¢ nur von der zweiten Koordinate ab
und kann geschrieben werden als ¢(g7T',t) = c(t). Jetzt nehmen wir zusitzlich w’
auch noch invariant unter Linkstranslation an und betrachten fiir gegebenes ¢t € T’
die Verkniipfung

K/T xT — K/T xT 45 K = K
(g,7) — (g,t7) = ogttgTt o tlgtTg”
To(K/T) x T, T — TK/T)xT,T — TK — T.K

1

Um ¢(¢) bis auf einen konstanten Faktor zu berechnen, miissen wir nur irgendei-
nen Vektorraumisomorphismus T.K = Tg(K/T) x T.T nachschalten und die
Determinante der Komposition bestimmen. Das Differential T:(K/T") x T.T —
T.K unserer Verkniipfung ist gegeben durch (X,Y) — Ad(t D)X +Y — X
fir X € T.(K/T). Wiahlen wir irgendein lineares Linksinverses T,K — T.T
zur offensichtlichen Einbettung, so erhalten wir einen fiir unsere Zwecke beson-
ders praktischen Isomorphismus T, K — T¢(K/T) x T.T. Die Determinante der
Verkniipfung ergibt sich aus der allgemeinen Regel fiir Determinanten von Block-
Dreiecksmatrizen zu det(Ad /7 (¢t~1) — id). Fiir notfalls mit einer multiplikativen

Konstante angepaBte Wahlen von w’, w” und w’/7 erhalten wir so

o(t) = det(Adgr(t™") — id)

Da Adg/r(t) auf dem reellen Vektorraum Lie K/ Lie T" fiir ein geeignetes Ska-
larprodukt eine orthogonale Abbildung ist und offensichtlich in der Einskompo-
nente von O(Lie K/ LieT) liegt, hat es die Determinante Eins und wir folgern
c(t) = j(t). Insbesondere ist das Differential von ¢,., an jeder Stelle ein Iso-
morphismus ist. Hitte eine Faser von ¢, weniger als |1V/| Punkte, so folgte das

188



mit unserer J//-Operation auch fiir alle Fasern in einer offenen Umgebung. Weil
aber in jeder nichtleeren offenen Teilmenge von 7' offensichtlich Punkte liegen,
die von keinem Element der Weylgruppe festgehalten werden, kann 1 auch kei-
ne Fixpunkte in 7;., haben. In der Sprache der Topologie wire (.., ein Beispiel
fir eine |W|-bléttrige Uberlagerung. Die Wirkung von W erhilt des weiteren die
Orientierung, denn betrachten wir die adjungierte Operation von w € Ny (7T) auf
LieT < Lie K — Lie K/ Lie T, so muB sie in der Mitte orientierungserhaltend
sein als Einschriankung der Wirkung einer zusammenhéngenden Gruppe und folg-
lich links und rechts denselben Effekt auf den Orientierungen haben. Wihlen wir
nun Orientierungen auf K, 7" und K /T, so erhalten wir fiir f : K’ — C stetig eine
Kette von Gleichheiten ,,bis auf von f unabhingige multiplikative Konstanten*
der Gestalt

/K f(g) = /K fuk = /ﬁ,ﬁww)

Der Punkt iiber den Gleichheitszeichen deutet dabei an, dafl unsere Gleichungen
nur bis auf von f unabhéngige von Null verschiedene multiplikative Konstanten
gelten. Fiir die zweite Gleichung argumentieren wir, dal es ausreicht, Funktionen
mit Triger in K., zu betrachten, und dann sogar Funktionen mit Tréger in einer
offenen Teilmenge U @ K¢, derart, dafl <p;e§(U ) eine disjunkte Vereinigung von
|W| offenen Mengen ist, die jeweils diffeomorph und orientierungserhaltend auf
U abgebildet werden. Fiir f eine Klassenfunktion erhalten wir weiter

i/fcfwTi/Tc(t)f(t)i/Tj(t)f(t)

Damit ist bereits gezeigt, dal die Weyl’sche Integrationsformel gilt bis auf eine
von der zu integrierenden Funktion f unabhingige multiplikative Konstante C'.
Um diese Konstante C' auch noch zu bestimmen, testen wir auf der konstanten
Funktion f = 1 und miissen damit nur noch [, j(t) = |W| zeigen. Dazu erinnern
wir uns daran, daf} wir ja bereits im Anschlufl an die Weyl’sche Nennerformel in
5.10.11 eine Identitit diskutiert hatten, die auch j(t) = A(0)A(0) geschrieben
werden kann. O

5.10.14. Als Folgerung des Beweises sehen wir, dal gegeben eine zusammen-
hingende torierte kompakte Liegruppe (K, T') der Zentralisator von jedem Punkt
aus Tieg = T\ U, ker a gerade T selbst ist.

Beispiel 5.10.15. Im Fall K = SO(3) induziert die Operation auf S einen Iso-
morphismus K /T = S? und man kann sich die Abbildung K/T x T — K gut
vorstellen: Gegeben ein Punkt auf der Sphére und ein Winkel nehmen wir die
Achse durch den entsprechenden Punkt und drehen um diese Achse mit dem ent-
sprechenden Winkel. So kriegen wir jede nichttriviale Drehung genau zweimal,
die triviale Drehung aber mit jeder Achse.
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Beispiel 5.10.16. Im Fall K = SU(2) induziert die Operation auf P'C einen Iso-
morphismus K/7 = P'C und man kann sich die Abbildung K/T x T — K
noch in etwa vorstellen. In diesem Fall haben wir im quaternionalen Bild K., =
K\{£1} und ebenso Tyo, = T'\{£1} fiir jeden maximalen Torus. Die Tori sind
gerade die GroBkreise auf der Einheitssphire in den Quaternionen, die durch 1
und —1 laufen.

Ergdnzung 5.10.17. Man kann ganz allgemein zeigen, daB} fiir ¢ : M — N eine
glatte Abbildung zusammenhéngender kompakter orientierter Mannigfaltigkeiten
gleicher Dimension stets eine Konstante g existiert mit

/w*w:g/w
hvi N

fiir alle stetigen Volumenformen w auf /N. Diese Konstante g ist sogar stets eine
ganze Zahl und hei3t der ,,Abbildungsgrad von ¢*. Wir besprechen ihn in [TS]
4.3.13 im topologischen Kontext. Die Interpretation iiber Differentialformen kann
man dann mit dem ,,Satz von de Rham* [TG] 5.5.7 und der zugehorigen Funk-
torialitdtsaussage [TG] 5.4.10 folgern. Man kann aber auch im Rahmen der de-
Rham-Kohomologie argumentieren. In unserem Fall hitte p : K/T x T — K bei
geeigneter Wahl der Orientierungen den Abbildungsgrad |WW|.

5.11 Der Hamilton’sche Formalismus®*

5.11.1. In diesem Abschnitt wird die Bedeutung des Kotangentialbiindels fiir die
klassische Mechanik erklirt. Ich habe diesen Abschnitt nur deshalb hier angefiigt,
weil wir gerade Kovektorfelder und das Kotangentialbiindel kennengelernt haben.

5.11.2. Auf dem Kotangentialbiindel T* M einer Mannigfaltigkeit M erklért man
das kanonische Kovektorfeld oder auch Liouville’sche Kovektorfeld ¢ durch
die Vorschrift

195 = f o d{’/T

fir £ € T, M und 7 : T*M — M die Biindelprojektion mit 7(§) = x und de :
Te(T*M) — T, M deren Differential. Sind ¢, . . . , g, lokale Koordinaten auf M,
so sind dgq, . . ., dg, Schnitte in T* M, die an jeder Stelle linear unabhéngig sind.
Wir erhalten also lokale Koordinaten (q1, . . ., ¢, p1, - - -, pn) @uf T*M, indem wir
die Funktionen p; : T*M — R dadurch erklidren, dal die Restriktion auf die
Fasern p; : T, M — R an jeder Stelle x € M die i-te Koordinate beziiglich
der durch die d,q; gegebenen Basis von T M sein soll. Die p; heilen die zu
unseren Ortskoordinaten ¢; gehdrigen Impulskoordinaten. In diesen Koordinaten
hat unser kanonisches Kovektorfeld die Gestalt

U= Z pidg;
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Insbesondere ist das kanonische Kovektorfeld stets glatt.

5.11.3. Auf dem Kotangentialbiindel T*M einer Mannigfaltigkeit M erkldrt man
die kanonische symplektische Form w als das Negative der @ufleren Ableitung
des kanonischen Kovektorfelds

w = —dv

Gegeben Ortskoordinaten ¢; und die zugehorigen Impulskoordinaten p; hat die
kanonische symplektische Form mithin die Gestalt

wzzd%/\dpi

Insbesondere zeigt diese Darstellung, dafl unsere 2-Form w an jeder Stelle nicht-
ausgeartet ist, was dann auch recht eigentlich erst die Bezeichnung als symplekti-
sche Form rechtfertigt.

Ergdnzung 5.11.4. Arnold arbeitet stattdessen mit w := d¢ = Y _ dp; A dg;, aber
durch seine auch um ein Vorzeichen abweichende Definition des symplektischen
Gradienten kiirzt sich dieses Vorzeichen wieder heraus und man erhilt dieselben
Bewegungsgleichungen.

5.11.5. Eine symplektische Mannigfaltigkeit ist ein Paar (P, w) bestehend aus
einer Mannigfaltigkeit P und einer geschlossenen Zweiform w auf P, die an jeder
Stelle nicht ausgeartet ist alias eine symplektische Form auf dem Tangentialraum.
Geschlossen meint hier die Forderung dw = 0. Gegeben eine Mannigfaltigkeit
M ist ihr Kotangentialbiindel P = T* M mit seiner kanonischen symplektischen
Form nach dem vorhergehenden stets eine symplektische Mannigfaltigkeit.

5.11.6. Gegeben eine symplektische Mannigfaltigkeit ( P, w) und eine glatte Funk-
tion H : P — R erklidrt man ihren symplektischen Gradienten als das Vektor-
feld

grad, H := can'(dH)

Ausgeschrieben wird diese Vektorfeld dadurch charakterisiert, daf3 fiir jeden Punkt
p € P und jeden Tangentialvektor v € T, P gilt

wp((gradw H)(p),v) = (dpyH)(v)

5.11.7 (Bezug zu Systemen mit Zwangsbedingungen). Ich will diskutieren, in-
wiefern man die Losungen der Bewegungsgleichungen eines Systems von Mas-
sepunkten mit Zwangsbedingungen in einem Potentialfeld erhalten kann, indem
man auf dem Kotangentialraum des Konfigurationsraums eine ausgezeichnete glat-
te Funktion, die ,,Hamilton-Funktion®, betrachtet und die FluBwege von deren
symplektischem Gradienten auf den Konfigurationsraum projiziert. Ich erinne-
re dazu an unsere Beschreibung [AN2] 10.7.11 der Losungen der Newton’schen
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Gleichungen mit Zwangsbedingungen. Seien X ein endlichdimensionaler reeller
affiner Raum und ( , ) ein Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum und M C X
eine glatte eingebettete Mannigfaltigkeit. In physikalischen Anwendungen war
X = EV der Raum aller a priori und ohne Zwangsbedingungen denkbaren Orts-
bestimmungen fiir N Massepunkte, ( , ) das massebehaftete Skalarprodukt und
M der Konfigurationsraum, der die Zwangsbedingungen beinhaltet. Der Diffeo-
morphismus TM = T*M, der von der Restriktion des Skalarprodukts auf T M
induziert wird, ist die Komposition in der unteren Horizontale eines kommutativen
Diagramms von Mannigfaltigkeiten

id XK

~

X x X*

)

™M oM x X" —=T*M

X x X

Die anderen Pfeile dieses Diagramms sind die hoffentlich offensichtlichen Ab-
bildungen. Die kanonischen Kovektorfelder auf X x X* und T*M sind offen-
sichtlich verwandt zu demselben Kovektorfeld auf M/ x X*. Dasselbe folgt fiir
die kanonischen symplektischen Formen. Mithin ist die durch Zuriickholen der
kanonischen symplektischen Form auf X X X* erklirte symplektische Form 7
auf TM, mit der wir in [AN2] 10.7.11 gearbeitet hatten, unter unserem Diffeo-
morphismus TM = T* M verwandt zur kanonischen symplektischen Form w auf
T*M.Istnun V : X — R eine Potentialfunktion und ¥ : TM — R die zum Po-
tential V' wie in [AN2] 10.7.11 gebildete Gesamtenergie, so hei3t die dazu unter
unserem Diffeomorphismus verwandte Funktion H : T*M — R auf dem Kotan-
gentialbiindel die Hamiltonfunktion. Offensichtlich haben dann auch die jewei-
ligen symplektischen Gradienten grad; £ und grad, H verwandte FluBwege. In
[AN2] 10.7.11 hatten wir die Losungen der Bewegungsgleichungen beschrieben
als die FuBpunktprojektionen auf M der FluBwege des symplektischen Gradien-
ten grad;; F' der Gesamtenergie £ : TM — R. Nach dem vorhergehenden konnen
wir sie genausogut beschreiben als die Fulpunktprojektionen auf M der FluBwe-
ge des symplektischen Gradienten grad , H der Hamiltonfunktion H : T*M — R
in Bezug auf die kanonische symplektische Form w auf dem Kotangentialbiindel.
Das hat den Vorteil, daB die gesamte Komplexitit des physikalischen Problems
in der Hamiltonfunktion A zusammengefa3t wird, statt sich auf die unktion £
der Gesamtenergie und die durch die Massen der beteiligten Massepunkte und die
Geometrie des Raums bestimmte symplektische Form 7 zu verteilen.

5.11.8. Ich will noch erwihnen, daf} die Verwendung des Buchstabens H in die-
sem Zusammenhang zum ersten Mal in der ,,Mécanique Analytique* von Lagran-
ge auftaucht, die im Jahre 1811 erschien, und vermutlich den Nachnamen von
Christiaan Huygens abkiirzt. Jedenfalls hat sie Nichts mit Hamilton zu tun, der im
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Jahre 1811 erst sechs Jahre alt wurde. Mehr dazu mag man bei Patrick Iglesias in
der Schrift ,,Symétries et Moment* nachlesen.

5.11.9 (Die Hamilton’schen Gleichungen). Die vorhergehenden Uberlegungen
legen die Frage nahe, wie denn die Integralkurven des symplektischen Gradienten
einer glatten Funktion auf einem Kotangentialbiindel beschrieben werden konnen.
Seien dazu M eine Mannigfaltigkeit und U @ M eine offene Teilmenge. Ist
q1i, - - -, q- ein Koordinatensystem auf U, so erhalten wir ein Koordinatensystem
auf T*U durch die sogenannten Ortskoordinaten ¢; = 7 o ¢; und die zugehori-
gen Impulskoordinaten p;, gegeben in Formeln durch w = »"_, p;(z, w) d,g; fir
x € Uund w € T, M. Die zu diesem Koordinatensystem gehorigen Vektorfelder
auf der offenen Teilmenge T*U des Kotangentialbiindels notieren wir 0, 0. Fiir
die kanonische symplektische Form w = — dd = > dg; A dp; erhalten wir dann
die Identitat
W(09,07) = 6,

177

Das Differential der Hamiltonfunktion ist dH = ) g—f dp; + g—f dg; und fiihrt in
diesen Koordinaten zum symplektischen Gradienten

grad, H = Z@p —f’

Die Koordinaten der Integralkurven (3 unseres symplektischen Gradienten sind
folglich genau die Losungen des Systems von Differentialgleichungen

S0 = 2wy wa Lpeay - -2

(B(t)) firl <i<r.

Man nennt sie die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen und schreibt sie meist

abkiirzend in der Form
oH . OH

q; = api bi = — Og;

5.11.10 (Kanonische Koordinaten). Ist (X,w) eine symplektische Mannigfal-
tigkeit, so nennt man ein System von zu Paaren zusammengefal3ten lokalen Ko-
ordinaten (¢;, p;) ganz allgemein kanonisch, wenn gilt w = > dg; A dp;. Die
obige Rechnung zeigt, da3 gegeben eine glatte Funktion /' : X — R auf einer
beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeit die Integralkurven ihres symplekti-
schen Gradienten in jedem System von kanonischen Koordinaten durch die Ha-
milton’schen Bewegungsgleichungen beschrieben werden. Im iibrigen kann man
auch zeigen, daf} eine symplektische Mannigfaltigkeit um jeden Punkt ein System
von kanonischen Koordinaten besitzt.
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5.11.11 (Die Hamilton’schen Gleichungen mit Einheiten). Erginzen wir die
jeweiligen Einheiten, so liefert das massebehaftete Skalarprodukt einen Diffeo-

morphismus
TM ® {(1/s) = T*M @ {(gm?/s))

zwischen dem sogenannten Geschwindigkeitsphasenraum links und dem so-
genannten Impulsphasenraum rechts. Die kanonische ((gm?/s))-wertige sym-
plektische Form w rechts ist verwandt zur ((gm?/s))-wertigen symplektischen
Form 7 links, wie wir sie in [AN2] 10.7.11 betrachtet hatten. Die Gesamtener-
gie £ : TM ® ((1/s)) — {(({gm?/s*)) auf dem Geschwindigkeitsphasenraum ist
verwandt zur Hamiltonfunktion H : T*M ® ((gm?/s)) — (({gm?/s?)) auf dem
Impulsphasenraum. Ist U G M eine offene Teilmenge und ¢y, ..., ¢, ein Koor-
dinatensystem auf U, moglicherweise mit Werten in eindimensionalen Rdumen
Ly,...,L,, so erhalten wir ein Koordinatensystem auf T*U ® (({gm?/s)) durch
die Funktionen ¢; = 7 o ¢; und die Funktionen p; mit Werten in L* @ ((gm?/s))
gegeben durch

w = Zpi(x,w) dyq; firr e Uundw e T, M ® ((gmz/s».

i=1

Die p; heiBlen die zu unseren Ortskoordinaten ¢; gehorigen Impulskoordinaten.
Wie zuvor landen wir bei den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

om0 0H
Q’L_api bi = 04

Beachten wir die Einheiten, so steht rechts eine Gleichheit in L* ® ((gm?/s2)) und
links eine Gleichheit in L; ® ((1/s)).

5.11.12 (Bedeutung des Kotangentialbiindels). Riickblickend mag man sich die
Frage stellen, ob das mit dem Kotangentialbiindel wirklich notig war und wir nicht
unsere kanonischen Koordinaten ¢;, p; einfach auf dem Tangentialbiindel hitten
einfithren konnen. Das wire in der Tat durchaus moglich gewesen, und ich ver-
mute fast, da3 Hamilton diese Frage als Spitzfindigkeit abgetan hitte. Die Verwen-
dung des Kotangentialbiindels hat den Vorteil, da3 in diesem Rahmen ein grofer
Teil unserer Uberlegungen sehr elegant in groBer Allgemeinheit und unabhingig
vom zugrundeliegenden physikalischen System durchgefiihrt werden kann. Man
bezahlt dafiir allerdings mit einem gewissen Verlust an Anschaulichkeit.

Beispiel 5.11.13 (Bewegung einer Topferscheibe). Wir betrachten eine Topfer-
scheibe mit Zentrum in p € E. Wir denken sie uns zusammengesetzt aus Mas-
sepunkten ry,...,ry der Massen my, ..., my. Der Konfigurationsraum M ist
eine Kreislinie. Als lokale Koordinate wihlen wir den Drehwinkel im Bogen-
mall ¢; = ¢, wobei wir den Nullwinkel willkiirlich festlegen. Bezeichne 97 das
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zugehorige Vektorfeld und ¢ die zugehorige Koordinate auf T M gegeben durch
q : (q,a0?) — a. Unter dem massenbehafteten Skalarprodukt haben wir dann

(0,09 = J :=>_ |Ir: — plI*m

Dieser Wert J € ((g?m)) heiBt das Triigheitsmoment unserer Topferscheibe. Nun
finden wir (¢, 99) — (q, Jdq) unter unserem Isomorphismus TA/ — T*M. Die
Impulskoordinate zu q ist also ¢ = J¢, sie heilit in dieser Situation der Drehim-
puls. Die Hamiltonfunktion ist H(q, ¢) = J¢*/2 alias H(q,p) = p*/2J und die
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen spezialisieren zu den Gleichungen

g=p/J und p=0.

Also ist der Drehimpuls p konstant und ¢ ist auch konstant und unsere T6pfer-
scheibe dreht sich ohne Einwirkung duerer Krifte bis in alle Ewigkeit mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit.

5.11.14. Gegeben eine symplektische Mannigfaltigkeit ( P, w) und eine glatte Fun-
tion H : P — R und eine weitere glatte Funktion f : P — R erhalten wir fiir die
Anderung von f zum Zeitpunkt ¢ = ¢, lings eines FluBwegs o des symplektischen
Gradienten grad,, H mit der Notation x = «(t() unmittelbar

atlee, f(@(®) = {daw) S, &(to))
= (dof, (grad, H)(x))
- wx((gradw f)(l'), (gradw H)(I)) = {f’ H}(ZE)
mit der durch letztere Gleichung fiir beliebige glatte Funktionen f, g € C*°(P;R)
auf einer beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeit (P, w) erklidrten Poisson-

Klammer {f, g} € C*(P;R). Die Formeln aus 5.11.9 zeigen, daf sie in kanoni-
schen Koordinaten gegeben wird durch die Formel

—0f0g 0fdy

Offensichtlich verschwindet die Poissonklammer einer Funktion mit sich selber.
Die Hamiltonfunktion ist folglich eine Invariante der Bewegung. Physikalisch be-
deutet das die Energieerhaltung.

5.11.15. Sei (P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einer glatten Hamil-
tonfunktion H. Ist x € P ein kritischer Punkt von H, so ist der konstant bei x
verweilende Weg ein FluBweg des symplektischen Gradienten von H alias eine
Losung der Bewegungsgleichungen.
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Ubungen

Ubung 5.11.16. Fassen wir ein glattes Kovektorfeld o auf einer Mannigfaltigkeit
M auf als eine glatte Abbildung o : M — T*M in das Kotangentialbiindel und
holen das kanonische Kovektorfeld unter dieser Abbildung zuriick, so erhalten wir
gerade « selber, in Formeln a*(¢) = « oder in einer anderen Notation a : v ~ 9.
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7 Die Vorlesung Darstellungstheorie im SS 16

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

19.4 Beginn der Darstellungstheorie endlicher Gruppen nach [NAS] 1.1, aber
nicht Darstellungen als Multikategorie [NAS] 3.8.3. Darstellungen als Mo-
duln iiber dem Gruppenring [NAS] 1.2, aber nicht freie abelsche Gruppen
mit Involution [NAS] 1.2.10.

22.4 Satz von Jordan-Holder fiir Moduln [NAS] 2.2.13. Halbeinfache Moduln
[NAS] 2.3. Isotypische Anteile [NAS] 2.3.8 und Sockel. Dichtesatz von Ja-
cobson [NAS] 3.3.1.

26.4 Lemma von Schur [NAS] 3.2.1. Nicht Darstellungen von Produkten. Satz
von Maschke [NAS] 4.1.1. Diskrete Fouriertransformation [NAS] 4.2.3.
Spuren in Algebren [NAS] ??. Charaktere und Charakter-Projektor-Formel
[NAS] 4.2.19.

28.4 Orthogonalitétsrelationen fiir Charaktere [NAS] ??, [NAS] ??, [NAS] 4.3.10
und Matrixkoeffizienten [NAS] ??. Dimension einfacher Darstellungen [NAS]
4.4.2. Inverse Fouriertransformation und Matrixkoeffizienten [NAS] 2?.

3.5 Einfache Darstellungen von Produkten [NAS] 3.4.3. Haar’sche Malle als
Radonmale auf lokal kompakten Hausdorffgruppen [TM] 4.3.3 ohne Be-
weis. Charaktere der einfachen endlichdimensionalen stetigen Darstellun-
gen Orthonormalsystem in den Klassenfunktionen, mit dichtem Erzeugnis
in der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz [TM] 4.9.15, beides noch
ohne Beweis.

10.5 Orthogonalitétsrelationen fiir Matrixkoeffizienten [TM] ?? und Charaktere
[TM] 4.9.15 auf kompakten Hausdorffgruppen.

12.5 Untergruppen als Untermannigfaltigkeiten [ML] 1.2.3. Deren Tangential-
raum und die Exponentialabbildung [ML] 1.2.11. Beispiele O(n) und SL(n; R).
Angefangen mit dem Kommutator auf dem Tangentialraum.

24.5 Lie-Algebra einer Matrix-Liegruppe [ML] 1.3. Adjungierte Darstellung [ML]
1.3.3. Lie-Algebren von Schnitten. Einparameteruntergruppen [ML] 1.4.3,
[ML] 1.4.5. Homomorphismen von Matrix-Liegruppen [ML] 1.4.10. Noch
nicht gezeigt, dall das Differential mit der Lieklammer vertraglich ist.

31.5 Vertriglichkeit von Differential und Lie-Klammer. Ableiten von Darstel-
lungen. Ableiten der adjungierten Darstellung. Verflechtungsoperatoren fiir
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Liegruppen und Liealgebren. Unterdarstellungen fiir Liegruppen und Lieal-
gebren. Einfache Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren.

2.6 Einfache Darstellungen von SU(2), SO(3) und s((2; C) nach [ML] 2.3.2,
[ML] 2.3.5, [ML] 2.3.9. Klassifikation der kompakten zusammenhingen-
den Liegruppen nach [ML] 5.5.3 ohne Beweis. Beispiele niedrigen Ranges,
noch nicht U(n).

7.6 Ausfiihrlich U(n) besprochen, mit maximalen Tori, Weylgruppe, Wurzel-
system, nach [ML] 5.5.2 und [ML] 5.5.6. Geometrie endlicher Spiegelungs-
gruppen nach [SPW] 1.6.1, insbesondere frei transitive Operation auf der
Menge der Alkoven und erzeugt von Spiegelungen an den Winden eines
festen Alkoven. Klassifikation einfacher Darstellungen durch hochstes Ge-
wicht begonnen.

9.6 Klassifikation durch das hochste Gewicht [ML] 5.8.5, Surjektivitit steht
noch aus. Weyl’sche Integrationsformel [ML] 5.10.1 ohne Beweis.

14.6 Weyl’sche Formeln bewiesen bis auf Dimensionsformel und Integrations-
formel. Klassifikation durch das hochste Gewicht beendet.

16.6 Dimensionsformel und Integrationsformel bewiesen.

21.6 Einfache, einfache, halbeinfache, reduktive Liealgebren [HL] 1.1.18. Lie-

algebren kompakter Liegruppen reduktiv. Universelle einhiillende Algebra
[?] 22.

23.6 Struktur halbeinfacher komplexer Lie-Algebren. Cartan’sche und ihr Be-
zug zu maximalen Tori, Wurzelsystem, Wurzelraumzerlegung, Weylgrup-
pe. Verma-Moduln, speziell im Fall s[(2; C). Frei iiber U(n). Noch nicht:
Eindeutiger einfacher Quotient, universelle Eigenschaft.

28.6 Eindeutiger einfacher Quotient, universelle Eigenschaft von Verma-Moduln.
Kostant’sche Partitionsfunktion. Endlichdimensionale Darstellungen. Casimir-
Operator begonnen.

30.6 Casimir-Operator, Kostant’sche Charakterformel [?] ??, Weyl’sche Charak-
terformel nocheinmal bewiesen.

5.7 Vermamoduln und Hauptseriendarstellungen. Harish-Chandra-Isomorphismus,
noch ohne Injektivitdt und Surjektivitdt. Chevalley-Isomorphismus noch oh-
ne Beweis, aber Beispiel gl(n; C).

7.7 Herleitung des Chevalley-Isomorphismus und des Harish-Chandra-Isomor-
phismus.
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12.7

14.7

19.7

21.7

Zentrale Charaktere, einfache Verma-Moduln, Kategorie O. Noch nicht den
interessanten Fall von Beispiel s[(2; C) behandelt.

Hauptblock von O im Fall s[(2; C) als Darstellungen von Kocher. Block-
zerlegung von O. Projektive Vermamoduln, Existenz von genug Projektiven
mit Vermafahne.

Verschiebungsfunktoren, deren Effekt auf Vermamoduln, Aquivalenz durch
Verschiebung.

BGG-Reziprozitit, Verschiebung durch die Wand, Multiplizitdten in Ver-
mamoduln im Hauptblock von s((3; C), Hecke-Algebra der symmetrischen
Gruppe, Kazhdan-Lusztig-Vermutung.
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8 Nichtkommutative Algebra und Symmetrie SS 19

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

23.4 Beginn der Darstellungstheorie endlicher Gruppen nach [NAS] 1.1, aber
nicht Darstellungen als Multikategorie [NAS] 3.8.3. Darstellungen als Mo-
duln iiber dem Gruppenring [NAS] 1.2, aber nicht freie abelsche Gruppen
mit Involution [NAS] 1.2.10. Einfache Moduln iiber Ringen [NAS] 2.2.9.

25.4 Satz von Jordan-Holder fiir Moduln [NAS] 2.2.13. Charakterisierung halb-
einfacher Moduln [NAS] 2.3.4.

30.4 Isotypische Anteile [NAS] 2.3.8 und Sockel. Dichtesatz von Jacobson [NAS]
3.3.1. Struktur halbeinfacher Ringe [NAS] 3.5.4.

2.5 Lemma von Schur. Satz von Maschke. Einfache Darstellungen von Produk-
ten versprochen. Nach der Pause Tensorprodukte diskutiert.

7.5 Einfache Darstellungen von Produkten. Diskrete Fouriertransformation mit
Korollaren. Spur auf Algebren. Projektoren, aber noch nicht Charakter-Projektor-
Formel.

9.5 Charaktere. Charakter-Projektor-Formel ??. Orthonormalitit einfacher Cha-
raktere ?? und ??. Charaktertafel und Orthogonalititsrelationen darin 2?.
Die Dimensionen einfacher Darstellungen teilen die Gruppenordnung ??.
Noch nicht Unabhéngigkeit von der Charakteristik ??.

14.5 Unabhingigkeit von der Charakteristik ??. War wohl zu schwer, da brauch-
te man zu viel kommutative Algebra. Matrixkoeffizienten und isotypische
Komponenten. War wohl zu allgemein. Die inverse Fouriertransformation
habe ich angefangen. Nichstes Mal fertig machen.

16.5 Inverse Fouriertransformation, mittlerweile auch ??. Orthonormalbasis des
komplexen Gruppenrings durch Matrixkoeffizienten ??. Darstellungen der
symmetrischen Gruppe angefangen.

21.5 Darstellungen der symmetrischen Gruppe besprochen. Robinson-Schensted-
Algorithmus. Obere Abschitzung der Dimensionen der einfachen Darstel-
lungen nicht ausgefiihrt.

23.5 Haar’sches Malfl ohne Beweis. Darstellende Funktionen. Invariantes Ska-
larprodukt. Hauptsatz der Fouriertheorie auf kompakten Hausdorffgruppen,
noch ohne Beweis.
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28.5 Beweise zum Hauptsatz der Fouriertheorie auf kompakten Hausdorffgrup-
pen [TM] 4.9.5. Das habe ich danach nocheinmal griindlich iiberarbeitet.

4.6 Leonardo vertritt mich und diskutiert die Beziehungen zwischen reellen,
komplexen und quaternionalen Darstellungen.

6.6 Leonardo vertritt mich und diskutiert die Beziehungen zwischen reellen,
komplexen und quaternionalen Darstellungen.

18.6 Klassifikation der einfachen Darstellungen der SO(3) nach [ML] 1.1.17 als
Fernziel deklariert. Tangentialraum und Exponentialabbildung nach [ML]
1.2.3 besprochen und versprochen, das ndchste Mal wieder zur Algebra zu-
riickzukommen.

25.6 Tangentialraum bei der Eins an Matrixliegruppe stabil unter dem Kommu-
tator. Lie-Algebren. Gruppenwege in Matrixliegruppen. Stetige Homomor-
phismen von Matrixliegruppen glatt. Darstellungen von zusammenhéngen-
den Matrixliegruppen und ihren Liealgebren.

27.6 Einfache Darstellungen von SU(2) und SO(3) und s((2; C). Einfache Dar-
stellungen von SU(n) versprochen.

2.7 Sitze von Engel [HL] 1.4.1, [HL] 1.4.18 und Lie [HL] 1.5.2. Klassifikation
durch das hochste Gewicht versprochen.

4.7 Auflosbarkeitskriterium von Cartan [HL] 1.6.1 und [HL] 1.6.12. Charakte-
risierung halbeinfacher Liealgebren [HL] 1.7.9.

9.7 Satz von Weyl [HL] 2.1.6. Jordan-Zerlegung nur bis [HL] 2.2.10, eigentli-
cher Beweis steht noch aus.

11.7 Jordanzerlegung fertig. Wurzelraumzerlegung begonnen. g, = b gezeigt,
Rest noch nicht.

16.7 Wurzelraumzerlegung fertig. Klassifikation halbeinfacher Liealgebren durch
Wurzelsysteme besprochen. Klassifikation durch das héchste Gewicht noch
ohne Beweis.

18.7 Klassifikation durch das hochste Gewicht: Wohldefiniertheit der Abbildung
bewiesen und deren Injektivitit. Struktur der dominanten Gewichte. Surjek-
tivitit im Fall der speziellen linearen Liealgebra.

23.7 Einhiillende Algebra. Poincaré-Birkhoff-Witt ohne Beweis, nur Skizze. Verma-
Moduln und ihre eindeutig bestimmten einfachen Quotienten. Noch nicht
gezeigt, daf} diese fiir dominante Gewichte endlichdimensional sind. Weyl’sche
Dimensionsformel angegeben und Beweis versprochen.
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25.7 Beweis der Klassifikation durch das hochste Gewicht zu Ende gebracht.
Weyl’sche Charakterformel angegeben und fiir s[(2; C) gepriift. Ausblick
auf Kazhdan-Lusztig-Vermutung und deren Beweis. Bezug zum unitéren
Dual und dessen Bedeutung in der Physik angerissen.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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