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Dieser Abschnitt ist motiviert durch Anwendungen bei der Klassifikation der
kompakten zusammenhingenden Liegruppen [VIL] und, mehr oder weniger
gleichbedeutend, der Klassifikation der halbeinfachen komplexen Liealgebren [?]
??. Er scheint mir jedoch auch ohne duflere Motivation ein interessantes Kapi-
tel der Geometrie und Gruppentheorie und gut geeignet fiir die Behandlung im
Rahmen eines Proseminars.
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1 Spiegelungsgruppen

1.1 Endliche euklidische Spiegelungsgruppen

Definition 1.1.1. Unter einem euklidischen Vektorraum verstehen wir hier und
im Folgenden einen endlichdimensionalen Vektorraum iiber einem angeordneten
Korper, der mit einem Skalarprodukt versehen ist. Unter einer Spiegelung oder
noch priziser einer orthogonalen linearen Spiegelung verstehen wir eine ortho-
gonale lineare Abbildung, deren Fixpunktmenge eine Hyperebene ist. Wir nennen
die Fixpunktmenge einer Spiegelung auch ihre Spiegelhyperebene oder abkiir-
zend Spiegelebene.

1.1.2 (Formelhafte Darstellung orthogonaler Spiegelungen). Ist V' ein euklidi-
scher Vektorraum mit Skalarprodukt (, Jund s : V' — V eine Spiegelung und V'*
thre Spiegelhyperebene und « ein Erzeuger des Orthogonalraums der Spiegelhy-

perebene, so gilt s(ar) = —a, da ja s den Orthogonalraum seiner Fixpunktmenge
stabilisiert, Langen erhélt und nicht die Identitit ist. Daraus folgt dann schnell
2(A
sO) = — 2Dy
(o, @)

In der Tat sind beide Seiten linear und nehmen offensichtlich auf A = « und auf
jedem A € V* denselben Wert an. Eine Spiegelung in einem euklidischen Vektor-
raum wird insbesondere durch ihre Spiegelebene bereits eindeutig festgelegt.

Definition 1.1.3. Unter einer euklidischen Spiegelungsgruppe verstehen wir ei-
ne endliche Gruppe von Automorphismen eines euklidischen Vektorraums, die
von Spiegelungen erzeugt wird.

Beispiel 1.1.4. Wir betrachten in der reellen euklidischen Ebene r Geraden durch
den Ursprung derart, daB} ,,je zwei benachbarte Geraden denselben Winkel 7 /7
einschlieBen®. Diese r Geraden sind die Spiegelebenen einer endlichen euklidi-
schen Spiegelungsgruppe, der sogenannten Diedergruppe D,. Sie besteht aus
den r Spiegelungen an unseren r Geraden sowie den  Drehungen um die Winkel
2nv/r firv = 0,1,...,r — 1. Im Fall » = 4 ist das die ,,Bierdeckelgruppe* aller
acht Symmetrien eines Bierdeckels. Im allgemeinen wére es die Gruppe aller 2r
Symmetrien eines ,,Bierdeckels mit » Ecken®.

Beispiel 1.1.5 (Die symmetrische Gruppe als Spiegelungsgruppe). Wir betrach-
ten im R” fiir 1 < i < j < n die Hyperebenen H; ; = {(x1,...,x,) | z; = x;}.
Die Spiegelung s an der Hyperebene H;; kann auch beschrieben werden als
die Vertauschung der i-ten und der j-ten Koordinate, s(...,z;,...,z;,...) =
(...,%j,...,2;,...), denn besagte Vertauschung ist orthogonal und H; ; ist die
Menge ihrer Fixpunkte. Diese Spiegelungen erzeugen eine endliche Spiegelungs-
gruppe, die in offensichtlicher Weise isomorph ist zur symmetrischen Gruppe S,,.
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Eine orthogonale Spiegelung

Die vier Spiegelebenen der Diedergruppe D,. Die acht ,,Kuchenstiicke®, jeweils
ohne ihren Rand, sind die zugehorigen ,,Alkoven* oder ,,Weylkammern®*, und
man iiberlegt sich leicht, dal} je zwei Alkoven durch genau ein Element unserer
Spiegelungsgruppe ineinander tiberfiihrt werden.



Beispiel 1.1.6 (Die Tetraedergruppe als Spiegelungsgruppe). Die Spiegelun-
gen an denjenigen Ebenen des R3, die senkrecht stehen auf den Kantenmitten der
Kanten eines im Ursprung zentrierten Tetraeders, erzeugen eine endliche euklidi-
sche Spiegelungsgruppe, die isomorph ist zur Gruppe aller 24 Permutationen der
vier Ecken unseres Tetraeders.

Beispiel 1.1.7. Die Spiegelungen an den Koordinatenebenen des IR™ erzeugen eine
endliche euklidische Spiegelungsgruppe mit 2" Elementen.

1.1.8. Ich erinnere daran, daf3 nach [ ] eine Teilmenge eines Vektorraums
tiber einem angeordneten Korper konvex heif3t, wenn sie mit je zwei Punkten auch
das ganze dazwischenliegende Geradensegment enthiilt.

Definition 1.1.9. Sei V' ein euklidischer Vektorraum und W C GL(V') eine end-
liche euklidische Spiegelungsgruppe. Die maximalen konvexen Teilmengen im
Komplement der Vereinigung aller Spiegelebenen

vy | v
seW ist
Spiegelung
heiBen die Weylkammern oder Alkoven unserer Spiegelungsgruppe.

Ergdnzung 1.1.10. Im Fall £ = R konnen wir die Alkoven auch als die Zusam-
menhangskomponenten von besagtem Komplement beschreiben, wenn wir V' mit
seiner natiirlichen Topologie versehen.

1.1.11 (Operation auf den Alkoven). Wir wollen als néchstes zeigen, daf je-
de euklidische Spiegelungsgruppe frei und transitiv auf der Menge ihrer Alkoven
operiert. Die Transitivitit ist schnell bewiesen: Fiir beliebige Vektoren v, w € V
finden wir sicher ein z € W derart, dal der Abstand ||v — zw|| kleinstmdglich
wird. Dann konnen v und xw durch keine Spiegelebene mehr getrennt werden, da
fiir s die Spiegelung an besagter Spiegelebene sonst aus elementargeometrischen
Griinden v und szw noch nédher aneinander wiren. Also liegen v und zw fiir je-
de Spiegelebene in demselben abgeschlossenen Halbraum und damit im Abschluf3
desselben Alkoven. Die Freiheit der Operation scheint mir weniger offensichtlich.
Um beim Beweis inhaltsreichere Bilder malen zu kdnnen, werden wir sie gleich
in der etwas allgemeineren Situation affiner Spiegelungsgruppen zeigen. Wir fiih-
ren diesen Begriff im ilibernidchsten Abschnitt ein. Zunichst treffen wir jedoch
geometrische Vorbereitungen.

Ubungen

Ubung 1.1.12 (Symmetriegruppe eines Hyperkubus). Man zeige: Die von al-
len Spiegelungen an den Hyperebenen x; = x; fiir 7 # j und den Hyperebenen
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x; = 0 erzeugte Gruppe ist eine eeuklidische Spiegelungsgruppe. Sie ist die Sym-
metriegruppe des Hyperkubus, in Formeln die Gruppe aller der Automorphismen
von R", die die Menge

{Z(—l)’"(i)ei |7:{1,...,n} — {0, 1}}
i=1
der Ecken des Hyperkubus stabiliert. Diese Gruppe hat n!2" Elemente und kann
als semidirektes Produkt (Z/2Z)" x S,, im Sinne von [AL] alias als Kranz-
produkt Z /271 S,, im Sinne von [AL] realisiert werden.

Ergiinzende Ubung 1.1.13. Ein das Skalarprodukt erhaltende lineare Abbildung
von einem Skalarproduktraum iiber einem angeordneten Korper in sich selbst
hei3t eine Spiegelung oder ganz prizise eine orthogonale lineare Spiegelung,
wenn ihre Fixpunktmenge eine Hyperebene ist. Man zeige, daB3 auch in dieser
Allgemeinheit V' ~* eine zu V'* komplementire Gerade ist. Hinweis: Istv € V\V*
beliebig und schreiben wir s(v) = bv + w mit w € V?, so ist offensichtlich
(v,w) C V ein zweidimensionaler s-stabiler Teilraum.

1.2 Endliche Spiegelungsgruppen

1.2.1. In den Anwendungen trifft man Spiegelungsgruppen oft im Kontext nicht-
euklidischer Vektorrdume an. Im folgenden bauen wir fiir diese Situation einen
begrifflichen Rahmen auf.

Definition 1.2.2. Eine lineare Abbildung von einem Vektorraum in sich selbst
hei3t eine Spiegelung oder noch préziser eine lineare Spiegelung, wenn ihr Qua-
drat die Identitit ist und ihre Fixpunktmenge eine Hyperebene und wir uns nicht
in Charakteristik Zwei befinden. Wir nennen die Fixpunktmenge einer Spiegelung
auch ihre Spiegelhyperebene oder abkiirzend Spiegelebene.

1.2.3 (Formelhafte Darstellung von Spiegelungen). Sei & ein Korper einer Cha-
rakteristik char & # 2 und V' ein k-Vektorraum und s : V' — V eine Spiegelung.
Ihre Fixpunktmenge alias Spiegelebene notieren wir V' *. Wegen unserer Annahme
char k # 2 hat jedes v € V die Zerlegung v = (v + sv)/2 + (v — sv) /2. Wir fol-
gern die Zerlegung V' = V*@®V =% von V in Eigenrdume von s zu den Eigenwerten
+1. Insbesondere ist der Eigenraum zum Eigenwert —1 unserer Spiegelung stets
eine Gerade, in Formeln dimj; V' ~° = 1. Ist V ein Vektorraum und V* sein Dual-
raum, so schreiben wir fiir den Wert f(A) von f € V* an einer Stelle A € V
im folgenden symmetrischer (f, \) oder sogar (), f). Wihlen wir nun in V' einen
Eigenvektor o unserer Spiegelung s zum Eigenwert —1 und diejenige Linearform
a¥ € V*mitker ¥ = V*und (a, ) = 2, so gilt

sA) =A—(\ a)a
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Eine Spiegelung, die nicht orthogonal wire fiir ein iibliches Skalarprodukt auf
der Papierebene.

(.
VL]

Eine Spiegelung, die orthogonal ist fiir jedes tibliche Skalarprodukt auf der
Papierebene.




fiir alle A in V' = ka @ V*. Umgekehrt erhalten wir fiir beliebige o € V', o € V*
mit (o, ) = 2 eine Spiegelung s, v durch die Vorschrift

Sa,av - V -V
A= A=\ o)

1.2.4 (Orthogonale Spiegelungen). Ist I ein Vektorraum iiber einem angeordne-
ten Korper und ist die Spiegelung s = s, ov : A = A—(\, &)« orthogonal beziig-
lich eines Skalarprodukts ( , ) auf V, in Formeln (s, su) = (A, u) YA\, p eV,
so gilt offensichtlich V* = a* = {v € V | (v, @) = 0} und wir haben

2\ a)

A aV) = YAeV

(@, q)

In der Tat nehmen beide Seiten offensichtlich auf A = « und auf jedem \ €
ot denselben Wert an. In anderen Worten bildet der zu unserem Skalarprodukt
gehorige Isomorphismus V' = V*, A +— (), ) den Vektor 2a/(av, ) auf ¥ ab.
Dasselbe gilt auch allgemeiner, wenn wir iiber einem beliebigen Korper einer von
Zwei verschiedenen Charakteristik arbeiten und ( , ) eine unter s, ,v invariante
symmetrische Bilinearform ist mit der Eigenschaft (a, o) # 0.

Definition 1.2.5. Eine endliche Spiegelungsgruppe ist eine endliche Gruppe von
Automorphismen eines Vektorraums iiber einem angeordneten Korper, die von
Spiegelungen erzeugt wird.

Lemma 1.2.6. Gegeben eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Vektor-
raums iiber einem angeordneten Korper gibt es auf unserem Vektorraum stets ein
unter dieser Gruppe invariantes Skalarprodukt.

1.2.7. Wir sind also nie wirklich weit von unseren euklidischen Spiegelungsgrup-
pen entfernt. Allerdings wird solch ein invariantes Skalarprodukt im allgemeinen
keineswegs eindeutig sein.

Beweis. Sei k unser angeordneter Korper und V' unser Vektorraum und GG unsere
endliche Gruppe von Automorphismen von V. Sei b : V x V — k irgendein
Skalarprodukt. Wir erhalten ein G-invariantes Skalarprodukt durch die Vorschrift

i(”aw) = deG b(gU,gU)) O
Lemma 1.2.8. Haben zwei Spiegelungen einer endlichen Spiegelungsgruppe die-
selbe Spiegelebene, so stimmen sie iiberein.

Erster Beweis. Sei V' ein Vektorraum iiber einem angeordneten Korper und W C
GL(V') unsere endliche Spiegelungsgruppe. Seien s,t € W zwei Spiegelungen
und H = V* = V' die gemeinsame Spiegelebene. Nach 1.2.6 gibt es ein W-
invariantes Skalarprodukt auf V. Fiir jedes W -invariante Skalarprodukt auf V" gilt
dann V = H & H+, und sowohl s als auch ¢ operieren als die Identitiit auf H und
als —1 auf H+. O



Zweiter Beweis. Sind s, t unsere Spiegelungen, so haben wir s(A\) = A— (A, a¥)«
und t(A\) = A—(\, @) B mit (o, ") = 2 = (5, a"). Es folgt mit kurzer Rechnung
t(s(N)) = A+ (N, a¥)(8—«) und damit (£s)™ : A — A+n(\, ") (8 —«). Hat der
Grundkorper Charakteristik Null, kann also (¢s) nur dann von endlicher Ordnung
sein, wenn gilt ¢ = s. O

Ubungen

Ubung 1.2.9 (Transponierte einer Spiegelung). Man zeige, daf die transponierte
Abbildung zu einer Spiegelung s = s, v : V — V die Spiegelung s" = s,v 4 :
V* — V* ist, wobei wir in der zweiten Identitit unter o das durch Auswerten an
« definierte Element des Bidualraums V** verstehen.

1.3 Alkovengeometrie

1.3.1. Im folgenden arbeiten wir mit affinen Riumen iiber angeordneten Korpern.
Wir setzen nicht voraus, daB3 unsere affinen Rdume endlichdimensional sein sol-
len, wenn das auch in Anwendungen der Normalfall sein wird.

Definition 1.3.2. Sei E ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper. Gege-
ben z,y € E setzen wir

[z,y] = {z+tly—x)|0<t <1}
[v,y) = {z+tly—2)[0<t <1}
(x,y] = {z+tly—2)|0<t <1}
(x,y) = {z+tly—2)|0<t <1}

Mengen dieser Gestalt mit = # y nennen wir Geradensegmente, und zwar abge-
schlossene Geradensegmente, wenn beide Endpunkte =,y dazugehoren, und
offene Geradensegmente, wenn keiner der beiden Endpunkte dazugehort. Im
Fall eines endlichdimensionalen reellen affinen Raums sind zwar abgeschlosse-
ne Geradensegmente abgeschlossene Teilmengen des ganzen Raums, offene Ge-
radensegmente jedoch nur offene Teilmengen in der von ihnen erzeugten affinen
Gerade.

1.3.3. Ein affiner Teilraum eines affinen Raums heif3t wie in [ ] eine Hy-
perebene, wenn sein Richtungsraum die Kodimension Eins hat im Richtungsraum
unseres urspriinglichen affinen Raums.

Definition 1.3.4. Ein System von Hyperebenen in einem affinen Raum iiber einem
angeordneten Korper heif3t lokal endlich, wenn jedes Geradensegment in unserem
Raum hochstens endlich viele Hyperebenen unseres Systems trifft.
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Lemma 1.3.5. Ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper kann nicht
durch ein lokal endliches System von Hyperebenen iiberdeckt werden.

Beweis. Jeder Punkt = unseres affinen Raums liegt auf hochstens endlich vie-
len unserer Hyperebenen. Wenn wir nun mithilfe von [AL] einen weiteren
Punkt y auBBerhalb dieser endlich vielen Hyperebenen wihlen, so ist das Segment
[x,y] in keiner unserer Hyperebenen enthalten. Da es unendlich viele Punkte hat,
aber nur endlich viele unserer Hyperebenen trifft und zwar in jeweils nur einem
Punkt, gibt es auf [z, y] notwendig Punkte, die in keiner unserer Hyperebenen
enthalten sind. [

1.3.6. Ich erinnere daran, daf} eine Teilmenge eines affinen Raums iiber einem
angeordneten Korper konvex heif3t, wenn sie mit je zwei Punkten auch das ganze
dazwischenliegende Geradensegment enthilt. Ich erinnere daran, dal3 jede Hyper-
ebene in einem affinen Raum die Nullstellenmenge einer affinen Funktion ist.

Definition 1.3.7. Sei E ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper. Fiir
jede Hyperebene H C F gibtes in E'\ H genau zwei maximale konvexe Teilmen-
gen, die wir die Halbrdume zu H oder die H-Halbriume nennen. Ist A C F
eine nichtleere konvexe Teilmenge und gilt AN H = (), so liegt A in genau einem
Halbraum zu H. Diesen Halbraum bezeichnen wir mit H} und nennen ihn den
H-Halbraum von A. Seine Vereinigung mit der Hyperebene selbst notieren wir
H} = H} U H und nennen sie den abgeschlossenen F-Halbraum von A.

Definition 1.3.8. Fiir jede Hyperebene in einem affinen Raum iiber einem ange-
ordneten Korper betrachten wir die dreiteilige Partition unseres Raums in die zwei
Halbrdume und die Hyperebene selbst und nennen sie die zugehorige Hyperebe-
nenpartition. Gegeben ein lokal endliches System von Hyperebenen betrachten
wir die grobste Partition unseres affinen Raums, die feiner ist als diese Hyper-
ebenenpartition fiir jede der Hyperebenen unseres Systems. Die Stiicke der so
erkldrten Partition heillen die Facetten zu unserem lokal endlichen System von
Hyperebenen. Als Schnitte konvexer Teilmengen sind sie konvex und nach der
Definition einer Partition sind sie nie leer.

1.3.9. Wollen wir das in algebraischer statt in geometrischer Sprechweise formu-
lieren, so miissen wir statt unserem System von Hyperebenen eine Menge A von
affinen Abbildungen )\ : £© — k betrachten, die Gleichungen unserer Hyperebe-
nen sind. Fiir jede Dreiteilung dieses Systems A = AT LI A° LI A~ ist dann die
Menge
Av) =0 VAe A
veEFE| AMv)>0 Ve AT
Av) <0 VYAe A
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Der H-Halbraum H} einer konvexen Teilmenge A, die die Hyperebene H nicht
trifft. Per definitionem gehért H selbst nicht zu H} dazu.

12



entweder leer oder eine Facette. Die ,lokale Endlichkeit™ unseres Systems von
Hyperebenen iibersetzt sich dann in die Bedingung, dafl auf jedem Geradenseg-
ment hochstens endlich viele A € A eine Nullstelle haben diirfen.

Definition 1.3.10. Ist £ ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper, so
nennen wir eine Teilmenge A C F ganz allgemein eine Facette, wenn es ein
lokal endliches System von Hyperebenen gibt, zu dem unser A eine Facette im
Sinne von 1.3.8 ist. Wir sagen dann auch, da} besagtes System von Hyperebenen
,,unsere Facette beschreibt®.

1.3.11 (Intrinsische Natur der Definition einer Facette). Ein- und dieselbe Fa-
cette kann im allgemeinen durch sehr verschiedene lokal endliche Systeme von
Hyperebenen beschrieben werden. Insbesondere miissen verschiedene Facetten
keineswegs disjunkt sein. In meinen Augen besteht der wesentliche Trick der hier
gegebenen Darstellung der Alkovengeometrie darin, gewisse Aspekte der Geome-
trie unserer Facetten unabhingig von einem beschreibenden System von Hyper-
ebenen zu formulieren.

Definition 1.3.12. Ist £ ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper und
A C FE eine Facette, so definieren wir ihren AbschluB A als die Menge aller
Punkte x € E derart, daB fiir mindestens einen Punkt y € A die Menge (z, |
ganz in A enthalten ist.

Beispiele 1.3.13. Wegen (z,z] = {x} liegt jede Facette in ihrem Abschluf. In
einem eindimensionalen affinen Raum iiber einem angeordneten Korper sind die
Facetten genau die Punkte, die offenen Geradensegmente, die offenen Halbge-
raden und der ganze Raum. In einem endlichdimensionalen affinen Raum iiber
einem angeordneten Korper ist jeder nichtleere affine Teilraum und insbesonde-
re jede einelementige Teilmenge eine Facette. Im allgemeinen ist jeder Halbraum
eine Facette und sein Abschluf als Halbraum im Sinne von 1.3.7 féllt mit seinem
Abschluf als Facette zusammen.

1.3.14 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Facette* wird auch in
einer anderen Bedeutung verwendet wie folgt: Ein Schnitt einer endlichen Familie
abgeschlossener Halbraume heif3t ein Polyeder oder priziser ein konvexer Poly-
eder, wenn man betonen will, dal nicht der Polyeder eines Simplizialkomplexes
im Sinne von [TS] ?? gemeint ist. Das wire in unserer Terminologie also eine
Teilmenge unseres affinen Raums, die man als Abschluf3 einer Facette zu einem
endlichen System von Hyperebenen erhalten kann. Unter einer ,,Facette® eines
solchen Polyeders verstehen nun manche Autoren das, was wir den ,,Abschluf}
einer Randfacette unserer urspriinglichen Facette* nennen wiirden.
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Die drei dargestellten Geraden liefern eine Partition der Papierebene in 19
Facetten, als da wiren 3 einpunktige Facetten, 3 offene Geradensegmente, von
denen ich eines versucht habe durch ein Klammerpaar anzudeuten, 6 offene
Halbgeraden, von denen ich eine versucht habe durch eine Klammer anzudeuten,
und 7 sogenannte Alkoven, von denen ich Zwei schraffiert habe. Der Abschlufl
des dreieckigen Alkoven in der Mitte ist die abgeschlossene Dreiecksfldche, er
ist in unserem Fall die Vereinigung von 7 unserer Facetten, ndmlich von den 3
Punkten, den 3 offenen Geradensegmenten und der offenen Dreiecksfliche
selber.
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1.3.15 (AbschluB} einer Facette, Hyperebenen-Beschreibung). Ist £ ein affiner
Raum iiber einem angeordneten Korper und A C E eine Facette und  ein lokal
endliches System von Hyperebenen, das sie beschreibt, so haben wir

A= () Hn () Hj

ACHEN AgHEN

Der Abschluf unserer Facette wird dann gegeben durch die Formel

A= () Hn () Hj

ACHEeH HeH, ANH=0

Insbesondere gilt fiir jeden Punkt yy € A offensichtlich A = {z € F | (z,y] C A},

Erginzung 1.3.16 (AbschluB einer Facette, topologische Beschreibung). Haben
wir £ = R und ist unser affiner Raum endlichdimensional und versehen wir ihn
mit seiner natiirlichen Topologie, so stimmt der oben definierte Abschluf3 einer
Facette iiberein mit ihrem Abschluf} im Sinne der Topologie.

1.3.17 (Geradensegmente in Facetten). Umfalit eine Facette ein abgeschlosse-
nes Geradensegment, so umfalt sie auch ein offenes Geradensegment, das sei-
nerseits dieses abgeschlossene Geradensegment umfal3t. Das folgt direkt aus der
Definition 1.3.10.

1.3.18 (Facetten in abgeschlossenen Halbriumen). Ist eine Facette in einem
abgeschlossenen Halbraum zu einer Hyperebene enthalten, so liegt sie entweder
bereits im entsprechenden offenen Halbraum oder aber in der fraglichen Hyper-
ebene. Das folgt direkt aus unseren Erkenntnissen zu Geradensegmenten in Facet-
ten 1.3.17 und der Konvexitit.

Definition 1.3.19. Die maximalen Facetten im Abschluf} einer gegebenen Facette
heilen ihre Randfacetten. Diejenigen Randfacetten, von der gegebenen Facette
verschiedenen sind, nennen wir ihre echten Randfacetten.

Lemma 1.3.20 (Hyperebenenbeschreibung von Randfacetten). Wird eine Fa-
cette A beschrieben durch ein lokal endliches System von Hyperebenen H, so
beschreibt dieses System auch alle ihre Randfacetten, und diese sind genau alle
nichtleeren Schnitte B der Gestalt

B= () HEn()Hn () Hi

ACHEH HeR AZHER

fiir beliebige Teilmengen R C {H € H | A ¢ H}.

15



Beweis. Inder Tat ist jeder solche nichtleere Schnitt offensichtlich eine Facette im
Abschlufl von A. Ist umgekehrt eine Facette im Abschlufl von A gegeben, so liegt
sie sicher auf allen Hyperebenen, auf denen A liegt, und nach unseren Erkenntnis-
sen 1.3.18 zu Facetten in abgeschlossenen Halbrdumen liegt sie in Bezug auf alle
Hyperebenen aus einem A beschreibenden System entweder auf der Hyperebene
selbst oder in demselben Halbraum wie A. Folglich liegt jede im Abschlufl von A
enthaltene Facette in einem unserer Schnitte. [

Ergdanzung 1.3.21 (Partielle Ordnung auf der Menge der Randfacetten). Auf
der Menge F(A) aller Randfacetten einer Facette A erhalten wir eine partielle
Ordnung durch die Vorschrift B < C' < B C C und fiir jede Facette C' € F(A)
haben wir F(C) C F(A).

1.3.22 (AbschluB als Vereinigung der Randfacetten). Nach der Hyperebenen-
beschreibung von Randfacetten 1.3.20 ist der Abschluf} einer Facette stets die dis-
junkte Vereinigung iiber alle maximalen in besagtem Abschluf enthaltenen Facet-
ten, in Formeln

Definition 1.3.23. Der von einer Facette erzeugte affine Teilraum heil3t der Triger
unserer Facette. Er kann auch beschrieben werden als der Schnitt aller derjenigen
Hyperebenen eines beschreibenden lokal endlichen Systems, die die fragliche Fa-
cette enthalten. Eine Facette, deren Tréiger der ganze Raum ist, heifit ein Alkoven
oder auch eine Kammer.

Ergdnzung 1.3.24. Unter der Dimension einer Facette versteht man die Dimensi-
on ihres Trégers. Sie kann bei uns auch durchaus unendlich sein. Unter der Kodi-
mension einer Facette versteht man die Kodimension ihres Trégers. Sie ist nach
unseren Definitionen stets endlich.

Lemma 1.3.25 (Uberdeckung durch Alkovenabschliisse). Gegeben ein lokal
endliches System von Hyperebenen H in einem affinen Raum E iiber einem an-
geordneten Korper iiberdecken die Abschliisse der zugehorigen Alkoven ganz E.
Bezeichnet A(H) die Menge aller Alkoven zu H, so gilt also in Formeln

E= (] 4

A€ A(H)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit habe £/ mehr als nur einen Punkt.
Fiir p € F finden wir nach Lemma 1.3.5 eine affine Gerade durch p, die in keiner
unserer Hyperebenen H € ‘H enthalten ist. Dann gibt es auch einen Punkt ¢ auf
unserer Gerade derart, dal das halboffene Geradensegment (p, ] keine unserer
Hyperebenen I < H trifft. Damit liegt aber per definitionem der Punkt p im
Abschluf} des Alkoven von q. [
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Definition 1.3.26. Unter einer Wand eines Alkoven verstehen wir eine Hyper-
ebene, die der Tréger einer seiner Randfacetten ist.

1.3.27. Nach der Hyperebenenbeschreibung von Randfacetten 1.3.20 gehort je-
de Wand eines Alkoven zu jedem lokal endlichen System von Hyperebenen, das
besagten Alkoven beschreibt. Die Menge der Winde eines Alkoven A notieren
wir H 4. Eine Randfacette der Kodimension Eins eines Alkoven nennen wir eine
Wandfacette unseres Alkoven.

Lemma 1.3.28 (Winde als eindeutige Beriihrende). Gegeben ein Alkoven und
ein ihn beschreibendes System von Hyperebenen H ist eine Hyperebene H € H
eine Wand unseres Alkoven genau dann, wenn es auf H einen Punkt aus dem
Abschlufs unseres Alkoven gibt, der auf keiner anderen Hyperebene aus H liegt.

1.3.29. Anschaulich gesprochen in also unsere Wand fiir mindestens einen Punkt
aus dem Abschluf} unseres Alkoveb die einzige Hyperebene, die den Alkoven ,,in
diesem Punkt beriihrt*.

Beweis. Ist unsere Hyperebene die einzige Hyperebene aus H durch besagten
Punkt, die den Alkoven nicht trifft, so mufl besagter Punkt nach unserer Hyper-
ebenenbeschreibung von Randfacetten 1.3.20 zu einer Randfacette gehoren, die
unsere Hyperebene erzeugt. Folglich ist dann unsere Hyperebene eine Wand des
besagten Alkoven. Ist umgekehrt unsere Hyperebene eine Wand des besagten Al-
koven, so ist sie Trdger einer Randfacette, und jeder Punkt dieser Randfacette hat
besagte Eigenschaft, wieder nach unserer Hyperebenenbeschreibung von Randfa-
cetten 1.3.20. [

Satz 1.3.30 (Begrenzung eines Alkoven durch seine Winde). Jeder Alkoven ist
der Schnitt iiber die ihn umfassenden Halbrdume zu seinen Wiinden. In Formeln
gilt fiir jeden Alkoven A also

A= () Hj

HeH 4

Beweis. Es gilt zu zeigen, daB jedes Segment [z, y] mit x € Aund y ¢ A min-
destens eine Wand von A trifft. Per definitionem gibt es ein lokal endliches Sys-
tem 7 von Hyperebenen, das den Alkoven A beschreibt. Lassen wir aus diesem
System eine Hyperebene weg, die keine Wand von A ist, so erhalten wir nach
der Beschreibung der Winde als eindeutige Beriihrende 1.3.28 wieder ein lokal
endliches System von Hyperebenen, das den Alkoven A beschreibt. Trifft unser
Segment also keine Wand von A, so konnen wir die endlich vielen Hyperebe-
nen aus H, die es trifft, aus H herausnehmen und erhalten wieder ein System
von Hyperebenen, das den Alkoven A beschreibt. Daraus folgt jedoch y € A im
Widerspruch zu unserer Annahme. [
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Ein System von Hyperebenen, ein zugehoriger Alkoven als schraffierte
Dreiecksfldche, und seine drei Wiinde als fett eingezeichnete affine Geraden.
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Lemma 1.3.31 (Jede Hyperebene ist Wand eines Alkoven). Ist ‘H ein lokal end-
liches System von Hyperebenen in einem affinen Raum iiber einem angeordneten
Korper, so ist jede Hyperebene H € H Wand mindestens eines der durch dieses
System definierten Alkoven, in Formeln

H=|]Ha

Beweis. Fir H € H finden wir nach 1.3.5 einen Punkt ¢ € H, der auf keiner
anderen Hyperebene aus # liegt. Er liegt nach der Uberdeckung durch Alkoven-
abschliisse 1.3.25 im Abschluf eines Alkoven, und unsere Hyperebene ist dann
nach der Beschreibung der Winde als eindeutige Beriihrende 1.3.28 eine Wand
dieses Alkoven. 0

Ergdnzung 1.3.32 (Algebraische Beschreibung der Winde eines Alkoven). Sei
A ein Alkoven zu einem lokal endlichen System von Hyperebenen . Wihlt man
fiir jede Hyperebene H € H eine affine Abbildung oy : £ — k mit a4 > 0, s0
sind die Winde von A genau diejenigen H € H mit AN H # (), fiir die sich oy
nicht als positive Linearkombination gewisser a;, mit L # H schreiben 14d6t. Daf}
fiir jede Wand H von A diese Bedingung erfiillt ist, ist eh klar. Dal nur Winde
unsere Bedingung erfiillen, ergibt sich als eine Konsequenz des Hauptsatzes iiber
lineare Ungleichungen [ ] 22: Ist nimlich H keine Wand und z € AN H, so
gibt es nach der Beschreibung der Wiinde als eindeutige Beriihrende 1.3.28 noch
mindestens eine weitere Hyperebene aus ‘H durch z, aber auch hochstens endlich
viele L,..., M. Liee sich ay nicht als positive Linearkombination aus ihnen
schreiben, so gibe es nach dem Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen [ 1?2?
einen Punkt y mit oy (y) < Oaber ar(y) > 0, ..., apn(y) > 0. Das Segment [z, y]
trifft nun hochstens endlich viele Hyperebenen aus H, und indem wir y notfalls
durch einen geeigneten anderen Punkt von (x, y] ersetzen, diirfen wir annehmen,
daB (x,y] auBer H selbst keine Hyperebene aus H trifft. Fiir beliebiges z € A
trifft dann (y, z) die Hyperebene H aber keine andere unserer Hyperebenen aus .
Damit wire aber H nach der Beschreibung der Winde als eindeutige Beriihrende
1.3.28 doch eine Wand gewesen.

Ubungen

szmg 1.3.33. Ist der Schnitt zweier Facetten nicht leer, so ist er wieder eine Fa-
cette, deren AbschluB als der Schnitt der Abschliisse der urspriinglichen Facetten
beschrieben werden kann.

Ubung 1.3.34. Trennt eine Hyperebene H zwei Facetten A und B, so gilt stets
ANBCH.
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Ubung 1.3.35. Sei E ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper k. Gege-
ben eine Facette F' C E und ein Richtungsvektor ¢ € F\0 sind gleichbedeutend:

1. F umfaft eine Gerade mit Richtungsvektor /;
2. F= XN+ F V\Ae€k;

3. Es gibt ein F’ beschreibendes System von Hyperebenen derart, da ¢ zum
Richtungsraum jeder dieser Hyperebenen gehort;

4. Fiir jede Hyperebene in F, die F' nicht trifft, liegt ¢ im Richtungsraum be-
sagter Hyperebene.

Ubung 1.3.36. Gegeben eine Facette A gehoren zwei verschiedene Punkte aus
ihrem AbschluB z,y € A zu derselben maximalen Facette B C A genau dann,
wenn es ein offenes ganz in A enthaltenes Geradensegment gibt, das unsere beiden
Punkte enthilt.

Ubung 1.3.37. Gegeben ein lokal endliches System von Hyperebenen in einem
affinen Raum iiber einem angeordneten Korper sind die zugehorigen Alkoven
genau die maximalen konvexen Teilmengen des Komplements der Vereinigung
aller Hyperebenen unseres Systems, und jede nichtleere konvexe Teilmenge von
E\ Upyey H liegt in genau einem Alkoven.

Ubung 1.3.38. Gegeben ein beliebiges System von Hyperebenen # in einem af-
finen Raum £ iiber einem angeordneten Korper ist das Komplement der Vereini-
gung aller Hyperebenen unseres Systems £\ | J,;,, H die disjunkte Vereinigung
seiner maximalen konvexen Teilmengen, und jede nichtleere konvexe Teilmenge
ist in genau einer dieser maximalen konvexen Teilmengen enthalten.

Ubung 1.3.39. Ein Alkoven in einem affinen Raum iiber einem angeordneten Kor-
per kann nicht durch ein lokal endliches System von Hyperebenen iiberdeckt wer-
den.

1.4 Facettenabschluf} als konvexe Hiille*

Satz 1.4.1 (FacettenabschluB als Hiille der einpunktigen Randfacetten). Un-
fafst eine Facette in einem endlichdimensionalen affinen Raum iiber einem an-
geordneten Korper keine Halbgerade, so ist ihr Abschluf3 die konvexe Hiille der
Vereinigung aller einpunktigen Randfacetten besagter Facette.

Beweis. Sei A unsere Facette. Jeder Punkt » € A gehort zu genau einer Rand-
facette C' € F(A) von A. Besteht diese Randfacette nicht nur aus einem Punkt,
so enthilt sie ein ganzes offenes Geradensegment um unseren Punkt. Die zuge-
horige Gerade verldBt A in zwei von A verschiedenen Randfacetten von A, und
vollstindige Induktion beendet den Beweis. [
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Proposition 1.4.2 (Facettenabschluf} als Hiille der echten Randfacetten). Sei
E ein endlichdimensionaler affiner Raum iiber einem angeordneten Korper k und
sei ' C E eine Facette der Dimension dim F' > 2. Umfafit F' keine Gerade, so
ist F die konvexe Hiille von F\F.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei F' ein Alkoven. Wir argumen-
tieren mit Induktion iiber die Dimension. Im ebenen Fall dim F' = 2 gibt es in
einem F' beschreibenden System nach 1.3.35 zwei Hyperebenen alias Geraden H
und G, die nicht parallel sind. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sind das die
beiden Koordinatenachsen in k2. Es gibt folglich einen Richtungsvektor 7 € E\O
derart, da8 fiir alle p € F' die Gerade p + kv die Facette F' nur in einem endlichen
Segment trifft, in Formeln p + A\’ ¢ F fiir A > 0 und auch fiir A < 0. Also gibt
es auch p, v > 0 mit p + pud,p — v’ € F\F und der ebene Fall ist erledigt. Um
im allgemeinen zu sehen, daf} jeder Punkt p € F'in besagter konvexer Hiille liegt,
miissen wir nur eine Hyperebene durch p legen und die Induktionsannahme auf
den Schnitt unserer Facette F' mit besagter Hyperebene anwenden. [

Korollar 1.4.3 (FacettenabschluB3 als Hiille kleiner Randfacetten). Sei F ein
endlichdimensionaler affiner Raum iiber einem angeordneten Korper und F' C E
eine Facette, die keine Gerade umfapt. So ist I’ die konvexe Hiille der Vereinigung
aller Randfacetten der Dimension < 1 von F.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Proposition 1.4.2. [

1.4.4 (Konvexe Hiillen als Abschliisse von Facetten). In ecinem endlichdimen-
sionalen Vektorraum iiber einem angeordneten Korper ist nach dem Hauptsatz
iiber lineare Ungleichungen [ ] ?? jeder endlich erzeugte Kegel der Abschluf3
einer Facette. Ebenso ist in einem endlichdimensionalen affinen Raum iiber ei-
nem angeordneten Korper nach dem Hauptsatz iiber affine Ungleichungen [ ]
?? die konvexe Hiille einer endlichen nichtleeren Teilmenge stets der Abschlufl
einer Facette.

Erginzung 1.4.5. Die Vermutung von Hirsch besagt, da man in einem be-
schriinkten Alkoven aus R¢ mit n Winden zwischen je zwei seiner Ecken einen
Weg aus hochstens n — d seiner Kanten finden sollte. Hier meinen Ecken null-
dimensionale und Kanten eindimensionale Randfacetten unseres Alkoven. Einen
Ubersichtsartikel zu dieser Vermutung findet man etwa in [ ], in der der Zwei-
tautor als ,,note added in press* ein Gegenbeispiel ankiindigt. Der Abschluf} eines
beschriinkten Alkoven aus R¢ heiBt im iibrigen auch ein Polytop.

Ubungen

Ubung 1.4.6. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem angeord-
neten Korper. Sei A C F eine Facette und m = min{dim B | B € F(A)}
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die kleinstmogliche Dimension fiir eine Randfacette von A. So ist A die konvexe
Hiille der Vereinigung seiner Randfacetten der Dimension < d + 1.

Erginzende Ubung 1.4.7. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem
angeordneten Korper. So ist die konvexe Hiille einer endlichen Vereinigung von
Facettenabschliissen wieder ein Facettenabschluf3. Ich habe mir die Losung nicht
iiberlegt und kann auf die Schnelle nicht abschétzen, wie schwer das zu zeigen ist.

1.5 Affine Spiegelungsgruppen

Definition 1.5.1. Eine affine Abbildung von einem affinen Raum in sich selbst
heifit eine Spiegelung oder noch priziser eine affine Spiegelung, wenn ihr Qua-
drat die Identitit ist und ihre Fixpunktmenge eine Hyperebene. Wir nennen diese
Fixpunktmenge dann die Spiegelebene oder genauer Spiegelhyperebene unserer
Spiegelung. Wir werden Spiegelungen nur in affinen Rdumen iiber Kérpern einer
von Zwei verschiedenen Charakteristik betrachten.

Definition 1.5.2. Unter einer affinen Spiegelungsgruppe verstehen wir eine Grup-
pe von Automorphismen eines endlichdimensionalen affinen Raums iiber einem
angeordneten Korper, die (1) von affinen Spiegelungen erzeugt wird, fiir die (2)
die Spiegelebenen ihrer Spiegelungen ein lokal endliches System von Hyperebe-
nen bilden, und so daf (3) die linearen Anteile der Elemente unserer Gruppe eine
endliche Gruppe von Automorphismen des Richtungsraums bilden. Wenn wir von
einer affinen Spiegelungsgruppe (W, E) reden, so ist mit £ der zugrundeliegen-
de endlichdimensionale affine Raum gemeint und mit 1 die Gruppe selbst. Zwei
affine Spiegelungsgruppen (W, E') und (W', E') tiber demselben Korper heilen
isomorph, wenn es einen Isomorphismus von affinen Rdumen ¢ : £ = E’ gibt
mit W = o 1W/p.

Vorschau 1.5.3. Der Rest dieses Abschnitts kann als eine vollstandige Klassifi-
kation der reellen affinen Spiegelungsgruppen gelesen werden, wie im folgenden
ausgefiihrt werden soll. Dieses Ziel ist auch der Grund, aus dem wir es bei den
Definitionen stets vermeiden, in der euklidischen Situation zu arbeiten. Die end-
lichen reellen Spiegelungsgruppen werden bereits in 1.9.7 im Verbund mit 1.9.5
durch ihre ,,Coxeter-Graphen* zusammen mit der Dimension des Raums ihrer
Fixpunkte klassifiziert. Nach 1.12.7 zerfillt jede affine reelle Spiegelungsgrup-
pe in einen endlichen und einen ,,essentiellen* Faktor und die Isomorphieklassen
dieser Faktoren sind eindeutig bestimmt. Satz 2.5.3 gibt dann eine Klassifikation
der ,.essentiellen affinen Spiegelungsgruppen durch sogenannte ,,Wurzelsyste-
me*, die hinwiederum nach 2.2.14 eindeutig in unzerlegbare Wurzelsysteme zer-
fallen. Die unzerlegbaren Wurzelsysteme schlielich werden in 2.3.6 durch ihre
,Dynkin-Diagramme* klassifiziert.
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Dieses Bild zeigt die Spiegelhyperebenen von vier ebenen affinen reellen
Spiegelungsgruppen. Das sind auch bis auf Konjugation mit Automorphismen
der affinen Ebene alle Moglichkeiten fiir ebene affine reelle Spiegelungsgruppen,
die ,,essentiell* sind in dem Sinne, da3 die darin enthaltenen Verschiebungen den
Richtungsraum aufspannen. Die Bilder sind so gezeichnet, da3 die Spiegelungen
an einer Hyperebene in der jeweiligen affinen Spiegelungsgruppe den
Spiegelungen auf der Papierebene im Sinne der Schulgeometrie entsprechen.
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Beispiel 1.5.4. Betrachten wir in einer reellen affinen Ebene zwei verschiedene
aber parallele Geraden und wihlen zu jeder dieser Geraden eine Spiegelung, die
sie festhilt, so erzeugen diese beiden Spiegelungen eine Gruppe von Automor-
phismen der affinen Ebene. Diese Gruppe ist jedoch nur dann eine affine Spie-
gelungsgruppe im Sinne unserer Definition 1.5.2, wenn die linearen Anteile der
beiden erzeugenden Spiegelungen iibereinstimmen.

Definition 1.5.5. Unter einem affinen euklidischen Raum verstehen wir hier und
im folgenden einen endlichdimensionalen affinen Raum iiber einem angeordneten
Korper, dessen Raum von Richtungsvektoren mit einem Skalarprodukt versehen
ist. Eine affine Abbildung zwischen affinen euklidischen Rdumen heif3t orthogo-
nal, wenn ihr linearer Anteil orthogonal ist. Eine Spiegelung oder priziser ei-
ne affine orthogonale Spiegelung auf einem affinen euklidischen Raum ist eine
orthogonale Abbildung, deren Fixpunktmenge eine Hyperebene ist. Unter einer
affinen euklidischen Spiegelungsgruppe verstehen wir eine affine Spiegelungs-
gruppe, die aus orthogonalen Automorphismen eines affinen euklidischen Raums
besteht.

Erginzung 1.5.6. Gegeben eine Gruppe von orthogonalen Automorphismen ei-
nes euklidischen affinen Raums, die die Bedingungen (1) und (2) aus 1.5.2 an
eine affine Spiegelungsgruppe erfiillt, ist Bedingung (3) von ebendort automa-
tisch erfiillt, als da heil3t, die Gruppe aller linearen Anteile ist endlich. Um das zu
sehen, reicht es zu zeigen, dall die Menge aller Normalenvektoren auf Spiegele-
benen endlich ist. In der Tat operiert ndmlich unsere Gruppe linearer Anteile treu
auf dieser Menge, da sie ja deren orthogonales Komplement punktweise festhal-
ten muB3. Im reellen konnen wir nun argumentieren wie folgt: Wire unsere Menge
von Normalenvektoren nicht endlich, so gibe es wegen der Kompaktheit der Ein-
heitssphére Spiegelebenen, die beliebig kleine positive Winkel einschliefen. Wir
zeigen, dall damit auch zwischen den Winden eines und jedes Alkoven beliebig
kleine positive Winkel vorkdmen, im Widerspruch zu 1.12.3. In der Tat: Fiir zwei
Spiegelebenen, die sich treffen, gibt es nur endlich viele Spiegelebenen, die die
Schnittgerade umfassen. Auf dieser Schnittgeraden finden wir Punkte, die in kei-
ner zusdtzlichen Spiegelebene enthalten sind. Solch ein Punkt liegt dann im Ab-
schluf} eines Alkoven, und zwei Winde dieses Alkoven, die den besagten Punkt
enthalten, schlieBen dann hochstens denselben Winkel ein wie die beiden Spiege-
lebenen, von denen wir ausgegangen waren. Sind wir nicht im Reellen, so konnen
wir argumentieren wie folgt: Unterteilen wir die Oberflidche eines Einheitswiirfels
um den Nullpunkt in noch so kleine Schachfelder, so miifiten doch zwei verschie-
dene Normalengeraden auf Spiegelebenen durch dasselbe Feld gehen. Der Rest
des Arguments bleibt dem Leser iiberlassen.

Lemma 1.5.7. In einer affinen Spiegelungsgruppe haben verschiedene Spiegelun-
gen auch verschiedene Spiegelebenen.
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Erster Beweis. Wir finden ja nach 1.2.6 ein Skalarprodukt auf dem Richtungs-
raum, das unter den linearen Anteilen der Elemente unserer affinen Spiegelungs-
gruppe invariant ist. Beziiglich jedes solchen Skalarprodukts muf eine Spiegelung
dann die orthogonale Spiegelung zu ihrer Spiegelebene sein. [

Zweiter Beweis. Gegeben zwei Spiegelungen s, t mit derselben Spiegelebene hat
(st) mindestens einen Fixpunkt und es reicht mithin zu zeigen, da sein linearer
Anteil die Identitét ist. Man sieht jedoch unmittelbar, daf3 der lineare Anteil von
(st) unipotent ist, und wire er nicht die Identitt, so hitte er folglich unendliche
Ordnung. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer letzten Forderung an eine
affine Spiegelungsgruppe. [

1.5.8 (Konjugierte einer Spiegelung). Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe
(W, E) und eine Spiegelung s € W mit Spiegelebene F* = H schreiben wir die
zugehorige Spiegelung auch

s=sy:F—F

Fiir beliebiges w € W gilt dann s,,; = wsyw™!, denn beide Seiten sind Spiege-
lungen aus I/ mit derselben Spiegelebene.

1.5.9. Gegeben ein endlichdimensionaler affiner euklidischer Raum £~ und ei-
ne affine Hyperebene I/ C E schreiben wir die orthogonale Spiegelung an der
Hyperebene H auch sy : F — E. Fiir eine beliebige orthogonale Abbildung
w: E — F gilt dann s,y = wsyw~!, denn beide Seiten sind orthogonale Spie-
gelungen mit derselben Spiegelebene.

Ergdnzung 1.5.10. Hier ist im Fall unendlicher Dimension Vorsicht geboten. In
dieser Allgemeinheit konnte es namlich passieren, daf} das orthogonale Komple-
ment einer linearen Hyperebene nur aus dem Nullvektor besteht. Sogar das ortho-
gonale Komplement des Raums aller differenzierbaren Funktionen [0, 1] — R im
Raum aller stetigen Funktionen beziiglich des iiblichen Skalarprodukts (f, g) =
| fgistjaschon der Nullraum.

Beispiel 1.5.11. Wir betrachten die Menge H aller derjenigen Geraden in R?, die
parallel sind zu einer der Koordinatenachsen und durch einen Punkt mit ganz-
zahligen Koordinaten gehen. Offensichtlich ist H die Menge aller Spiegelebenen
einer affinen euklidischen Spiegelungsgruppe und die Alkoven sind gerade die
,Felder dieses Rechenpapiers®. Allgemeiner konnen wir natiirlich auch die Men-
ge H aller derjenigen Hyperebenen in R"™ betrachten, die parallel sind zu einer
der Koordinaten-Hyperebenen und die einen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
enthalten. Im Fall n = 1 sind die Alkoven die offenen Segmente (i, 7+ 1), im Fall
n = 3 haben sie die Gestalt von Wiirfeln.
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1.5.12. Eine endliche Gruppe von Bewegungen eines affinen Raums iiber einem
Korper der Charakteristik Null hat stets einen Fixpunkt, genauer ist der Schwer-
punkt jeder Bahn ein Fixpunkt.

Ubungen

Ubung 1.5.13. Jede von Spiegelungen erzeugte Untergruppe einer affinen Spiege-
lungsgruppe ist auch selbst eine affine Spiegelungsgruppe.

1.6 Transitivitit auf der Menge der Alkoven

Satz 1.6.1 (Geometrie affiner Spiegelungsgruppen). Sei H ein lokal endliches
System von Hyperebenen in einem euklidischen affinen Raum E iiber einem an-
geordneten Korper, das unter allen orthogonalen Spiegelungen an seinen Hyper-
ebenen stabil ist. So gilt:

1. Unser System H ist das System aller Spiegelebenen einer affinen euklidi-
schen Spiegelungsgruppe;

2. Fiir jeden festen Alkoven in Bezug auf H erzeugen die Spiegelungen an
seinen Winden bereits die gesamte Spiegelungsgruppe;

3. Ist A ein fester Alkoven und w = s . .. s, eine kiirzestmogliche Darstellung
eines Elements w unserer Spiegelungsgruppe als Produkt von Spiegelungen
s; an den Winden von A, so ist die Linge r dieser Darstellung genau die
Zahl der Spiegelebenen H € H, die wA von A trennen;

4. Unsere Spiegelungsgruppe operiert frei und transitiv auf der Menge ihrer
Alkoven.

Beweis. Bezeichne A die Menge aller Alkoven zu H und W die von den ortho-
gonalen Spiegelungen sy mit /' € H erzeugte Gruppe von affinen Selbstabbil-
dungen von E. DaB} ‘H in der Tat die Menge aller Spiegelebenen zu Spiegelungen
aus W ist, wird sich erst am Ende des Beweises herausstellen. Wir wihlen einen
festen Alkoven A € A und bezeichnen mit

W/ = <SH ‘ HEHA>

die von den Spiegelungen an seinen Winden erzeugte Untergruppe W/ C W. Wir
zeigen als erstes, dal W' transitiv auf A operiert. Dazu benutzen wir:

Lemma 1.6.2. Ist A € A ein Alkoven und H eine Wand von A, so ist H die
einzige Hyperebene, die A von sy A trennt.

26



Beweis des Lemmas. Ist H eine Wand von A, so gibt es nach 1.3.28 einen Punkt
p € A N H, der auf keiner anderen Hyperebene liegt, die A vermeidet. Eine
Hyperebene, die die zwei Facetten trennt, mufl jedoch nach 1.3.34 den Schnitt
ihrer Abschliisse umfassen. Jede Hyperebene, die A von sy A trennt, muf} also p
enthalten und A vermeiden und fillt folglich mit H zusammen. [

Sei nun C' € A ein Alkoven. Wir wihlen w € W’ derart, dal die Zahl der Hy-
perebenen H € H, die A von wC' trennen, so klein wie moglich wird. Gélte nicht
A = wC, so gibe es nach 1.3.30 eine Wand H € H 4 von A, die A von w(' trennt.
Dann wiirden aber sy A und wC' und ebenso A und sywC' von noch weniger Hy-
perebenen aus H getrennt als A und wC', im Widerspruch zur Wahl von w. Es gilt
also A = wC und W’ operiert transitiv auf .4. Nach dieser Vorbemerkung zeigen
wir die Behauptungen des Satzes in der Reihenfolge 2-3—4-1.

2. Jede Hyperebene H € H ist nach 1.3.31 Wand eines geeigneten Alkoven
C € A, in Formeln H € Hc. Nach dem Vorhergehenden finden wir w € W’
mit wC' = A. Offensichtlich gilt weiter wHo = Ha und wir folgern sy =
wlsypw € W und damit W = W'.

3. Sei w = s;...5, eine kiirzestmdgliche Darstellung eines Elements w € W
als Produkt von Spiegelungen an Winden H, ..., H, von A. Fiir zwei Alkoven
B, C € Abezeichne d(B, C') die Zahl der Hyperebenen aus 7, die B und C' tren-
nen. Es gilt zu zeigen r = d(A, wA). Wir betrachten dazu die Folge von Alkoven
A, s51A, 51894, ..., wA und notieren sie der Einfachkeit halber

Ay i=51...5A

Zwei aufeinanderfolgende Alkoven Aj_;; und Ay unserer Folge werden nach
1.6.2 nur durch die Hyperebene Hy;) := s;...s;_1H; getrennt, die dann auch
die einzige gemeinsame Wand dieser beiden Alkoven ist. Es folgt schon » >
d(A,wA). Wire r > d(A,wA), so miite unsere Folge von Alkoven eine Hy-
perebene H € H zweimal kreuzen, wir hitten also Hy) = Hy;ymitr > 5 > ¢ > 1.
Daraus folgte aber H; = s;...s;_1H;, mithin s; = s;...5;_15;5;_1...5; oder
Sit1---5j—1 = S;...s; und unsere Darstellung wire nicht kiirzestmoglich.

4. Wir haben bereits gezeigt, daf3 1V transitiv auf .4 operiert. Nach 3 folgt aber aus
wA = A schon w = id, also operiert I/ auch frei.

1. Fiir eine Spiegelung aus IV, deren Spiegelebene nicht zu ‘H gehorte, konnte die
Spiegelebene nach 1.3.5 nicht enthalten sein in der Vereinigung der Hyperebenen
aus ‘H und miifite deshalb einen Alkoven aus A treffen. Dann miifite unsere Spie-
gelung diesen Alkoven auf sich selbst abbilden. Nach 4 ist aber die Identitiit das
einzige Element von W, das einen Alkoven festhilt. Also besteht H bereits aus
allen Spiegelebenen zu Spiegelungen von V. [l
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Wir hitten hier die Darstellung w = stsrtsts aber nur sechs Hyperebenen
trennen A von wA. Die Hyperebene H wird auch von unserer Folge von Alkoven
zweimal gekreuzt, und das fiihrt zur kiirzeren Darstellung
w = stsrtsts = strtst, die nun bereits aus der kleinstmoglichen Zahl von sechs
Spiegelungen an Winden von A besteht, und die ich durch Piinktchen angedeutet
habe.
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Korollar 1.6.3. Erzeugt eine Menge von affinen Spiegelungen eine affine Spiege-
lungsgruppe, so ist jede Spiegelung dieser Spiegelungsgruppe konjugiert zu einer
Spiegelung aus besagter Menge.

Beweis. Sei S unsere Menge von Spiegelungen, I/ die davon erzeugte affine
Spiegelungsgruppe, und 7' C W die Menge aller Konjugierten zu Elementen von
S. Wir miissen nur ein unter den linearen Anteilen der Elemente von W invari-
antes Skalarprodukt auf dem Richtungsraum wihlen und 1.6.1 auf das System H
der Spiegelebenen zu Spiegelungen aus 7" anwenden, um zu sehen, daf3 7" bereits
die Menge aller Spiegelungen aus der von 7' erzeugten Untergruppe von W sein
mul. 0

Definition 1.6.4. Seien W eine affine Spiegelungsgruppe, A ein fester Alkoven
und S C W die Menge aller Spiegelungen an Winden von A. Eine kiirzest-
mogliche Darstellung von w € W als Produkt von Elementen von S nennt man
reduzierte Darstellung von w durch Spiegelungen aus S, und die Linge einer
reduzierten Darstellung heift die Linge [(w) = lg(w) = l4(w) von w.

1.6.5. In diesen Notationen haben wir in 1.6.1 also unter anderem gezeigt, da} gilt
la(w) = d(A,wA). Weiter haben wir beim Beweis von 1.6.1 gezeigt, dal gegeben
S1,...,8. € S Spiegelungen an Winden H; von A mit Produkt w = s; ... s, und
L eine Spiegelebene von W, die A und wA trennt, es notwendig ein ¢ gibt mit
L =sy...s,_1 H;undfolglich s;s;...s, = $1...5;...s,. Istunsere Darstellung
von w reduziert, in Formeln r = [(w), so sind immer nach dem Beweis von 1.6.1
die s; ... s; 1 H; sogar genau die  Spiegelebenen, die A und wA trennen.

Proposition* 1.6.6. Seien A, B Alkoven und L eine Spiegelebene zu einer affinen
Spiegelungsgruppe. Genau dann trennt L unsere beiden Alkoven, wenn A und
s1, B durch weniger Spiegelebenen getrennt werden als A und B. In Formeln gilt
also

(L trennt Aund B) < d(A, s B) < d(A, B)

Beweis. Es reicht = zu zeigen, die andere Implikation folgt dann durch Anwen-
den der einen Implikation auf s; B statt auf B. Wir finden Spiegelungen s, ..., s,
an Winden von A mit r = d(A, B) und B = s; ...s,A. Da L unsere beiden Al-
koven trennt, gibt es nach der vorhergehenden Bemerkung 1.6.5 einen Index 7 mit
SLS1 .S = S1...8 ..., Damit folgt wie gewiinscht d(A, s B) < r. O

Satz* 1.6.7 (Austauschlemma). Seien W eine affine Spiegelungsgruppe, A ein
Alkoven, S die Menge der Spiegelungen an Wiinden von A und | = 1, die zu-
gehorige Liinge. Seien weiter sy,...,S, € S. Ist t eine Spiegelung aus W mit
[(tsy...s.) <l(s1...8.), so gibt es einen Index i € [1,r] mit

~

t51...8;...85 =581...5;...5p
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[llustration zum Austauschlemma. Die Spiegelung an der gezackelten
Spiegelhyperebene stellt ¢ dar, s; . .. s; A ist der Alkoven mit der Nummer ¢ und
S1...8¢...5s;A der Alkoven mit der Nummer ¢’. Im vorliegenden Fall hitten wir

tS1...811 =S1...8...S11-

%)
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Gilt hierr = l(s1 ... s,.), so ist dieser Index i sogar eindeutig bestimmt.

1.6.8. Die letzte Gleichung kann auch umgeschrieben werden zur Gleichung s; ... s; ... s, =
tsy...5;...s,.. Wir konnen also in Worten eine einfache Spiegelung s; in der Mit-

te austauschen gegen die Spiegelung ¢ ganz vorne ohne das Produkt zu dndern,

wenn (und im Fall einer reduzierten Darstellung genau dann, wenn) die Multipli-

kation mit ¢ die Lénge verkleinert.

Beweis. Seit = spund B = s155...5,.A. Aus der Annahme folgt mit 1.6.6,
dal die Spiegelebene L die Alkoven A und s; ... s, A trennt. Daraus folgt dann
mit 1.6.5 soforttsy ...s, = s1...5;...5,.. Der Beweis der letzten Aussage bleibe
dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

Ubungen

Ubung 1.6.9. Sei W eine endliche Spiegelungsgruppe, A ein fester Alkoven und
[ = 14 die zugehorige Linge. So gibt es in W genau ein Element w4 maximaler
Lénge, und diese Linge ist die Zahl der Spiegelungen in /.

Ubung 1.6.10. Jede nichtreduzierte Darstellung eines Elements einer affinen Spie-
gelungsgruppe in Bezug auf einen festen Alkoven kann durch Streichen von Fak-
toren zu einer reduzierten Darstellung desselben Elements gemacht werden.

Ubung 1.6.11. Sei V ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum und () C V ein
Gitter alias der Z-Spann einer Basis und ( , ) ein Skalarprodukt auf V' mit und
(,):Q xQ — Z.Man zeige, daB die orthogonalen Spiegelungen an den or-
thogonalen Komplementen aller Vektoren v € @ mit (v,v) = 2 die Spiegelungen
einer endlichen Spiegelungsgruppe sind.

1.7 Fundamentalbereiche

Notation 1.7.1. Seien fiir diesen Abschnitts / ein affiner Raum iiber einem ange-
ordneten Korper, W C Aut E eine affine Spiegelungsgruppe, H die Menge ihrer
Spiegelebenen und A die Menge der zugehdrigen Alkoven.

Definition 1.7.2. Operiert eine Gruppe GG auf einer Menge X und ist Y C X
eine Teilmenge, die die Bahn Gp jedes Punktes p € X in genau einem Punkt
trifft, so heifit Y ein Fundamentalbereich oder genauer mengentheoretischer
Fundamentalbereich fiir die Operation von G auf X.

Satz 1.7.3 (Alkovenabschliisse als Fundamentalbereiche). Fiir die natiirliche
Operation einer affinen Spiegelungsgruppe auf ihrem affinen Raum ist der Ab-
schluf3 eines jeden Alkoven ein Fundamentalbereich.
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Beweis. Wir beginnen den Beweis des Satzes mit einer Proposition.

Proposition 1.7.4 (Isotropiegruppen in affinen Spiegelungsgruppen). Sei A C
E ein fester Alkoven und p € A ein Punkt aus dem Abschlufs von A. So gilt:

1. Die Isotropiegruppe W, von p wird erzeugt von den Spiegelungen an allen
Wiinden von A, die p enthalten. In Formeln gilt also

W, = (sy|H€Ha pe H)

2. Die Isotropiegruppe W, von p operiert frei und transitiv auf der Menge A,
aller Alkoven, deren Abschluf3 p enthdilt. In Formeln liefert also w — wA
eine Bijektion

W, > A, ={BeA|pe B}

1.7.5. Insbesondere wird also bei einer affinen Spiegelungsgruppe auch die Iso-
tropiegruppe jedes Punktes von Spiegelungen erzeugt.

Beweis der Proposition. Wir setzen W) = (sy | H € Ha, p € H) und zeigen
zunéchst, daB W) transitiv auf A, operiert, in Formeln W) A = A,,. Fir C € A,
missen wir dazu w € W; finden derart, daf} gilt C' = wA. Wieder machen wir
eine Induktion iiber die Zahl d(A, C) der Spiegelebenen, die A und C' trennen.
Ist A # C, so gibt es nach Lemma 1.3.30 eine Wand H von A, die A von C
trennt. Aus p € AN C folgt p € H. Jetzt ist wieder d(A, sgC) = d(sgA,C) =
d(A,C) — 1 und mit Induktion finden wir w € W, so daB gilt wA = sy C, also
sgwA = C. Es folgt wie behauptet W) A = A,,. Nun ist unsere Abbildung W, —
A, w — wA injektiv nach Satz 1.6.1 und offensichtlich liegt ihr Bild in .4,,. Wir
haben aber eben bewiesen, daB die Verkniipfung der beiden Injektionen W, —
W, — A, eine Surjektion ist. Also sind diese Injektionen beide Bijektionen und
die Proposition folgt. [

Jetzt konnen wir den Beweis des Satzes zu Ende fiihren. Sei A C E ein Alkoven
und p € E ein Punkt unseres affinen Raums. Es gilt zu zeigen, daf} die Bahn Wp
von p den Abschlufl A von A in genau einem Punkt trifft, in Formeln

WpnAl=1

Jeder Punkt p liegt nach 1.3.25 im Abschluf3 mindestens eines Alkoven, und nach
1.6.1 trifft die Bahn von p den Abschluf} A jedes Alkoven A, in Formeln WpNA #
(). Wir miissen nur noch zeigen, daB fir A € A, p € Aundz € Wausap € A
folgt zp = p. Sicher folgt schon mal zp € z A, also A, zA € A,,, und nach dem
vorhergehenden Satz gilt dann x € W, also xaxp = xp, also zp = p. O
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Drei Bahnen unter einer affinen Spiegelungsgruppe. Jede hat, wie Satz 1.7.3 ganz
allgemein behauptet, genau einen Vertreter in dem schraffiert eingezeichneten
Alkoven.
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1.7.6. Gegeben eine affine euklidische Spiegelungsgruppe W auf einem affinen
euklidischen Raum E wird fiir beliebige v, w € E der Abstand ||v — zw/|| minimal
genau fiir die z € W, fiir die v und zw im Abschlufl desselben Alkoven liegen:
Werden v und zw nidmlich durch eine Wand getrennt, so gilt fiir die Spiegelung s
an dieser Wand notwendig ||v — zw|| > ||v — szw]].

Ergdnzung 1.7.7. Hier scheint es sinnvoll zu zeigen, daB fiir die durch A defi-
nierte Lange [ und S, die Menge der Spiegelungen an Winden von A durch den
Punkt p und W? die Menge aller w € W mit {(sw) > [(w) fiir alle s € S, die
Multiplikation eine Bijektion W, x W? = W definiert und [(uv) = I(u) + {(v)
gilt fiir u € W), v € WP. Man sollte sogar zeigen, dal wir stets genau einen
Doppelnebenklassenreprisentanten kleinster Lange und bei zwei endlichen ,,pa-
rabolischen* Untergruppen auch genau einen Doppelnebenklassenreprdsentanten
grofter Lange haben.

Ubungen

Ubung 1.7.8. Diejenigen Elemente einer affinen Spiegelungsgruppe, die eine vor-
gegebene Teilmenge des zugrundeliegenden affinen Raums punktweise festhalten,
bilden selber eine Spiegelungsgruppe.

1.8 Alkoven einer endlichen Spiegelungsgruppe

1.8.1. Gegeben zwei Vektoren eines euklidischen Vektorraums sagen wir, sie schlie-
Ben einen schwach stumpfen Winkel bzw. einen schwach spitzen Winkel ein,
wenn ihr Skalarprodukt nichtpositiv bzw. nichtnegativ ist.

Erginzung 1.8.2. Die Terminologie ,,schwach stumpf* und ,,schwach spitz* ist
nicht gebriduchlich. Ich habe sie gewihlt, um nicht in Widerspruch zur Termino-
logie aus der Elementargeometrie zu geraten, in der man einen rechten Winkel
weder spitz noch stumpf nennen wiirde. Wenn ich betonen will, dal das Konzept
aus der Elementargeometrie gemeint ist, rede ich von echt stumpfen bzw. echt
spitzen Winkeln. Das bedeutet dann in Formeln, dal die beiden fraglichen Vek-
toren linear unabhingig sind und daB ihr Skalarprodukt negativ bzw. positiv ist.

Lemma 1.8.3 (Winkel zwischen Wiinden eines Alkoven). Gegeben verschiede-
ne Winde eines Alkoven einer affinen euklidischen Spiegelungsgruppe schlief3en
auf diesen Wiinden jeweils senkrecht stehende Vektoren, die in Richtung unseres
Alkoven zeigen, stets schwach stumpfe Winkel ein.

1.8.4. Anschaulich gesprochen schlielen also je zwei Winde eines Alkoven ei-
ner affinen euklidischen Spiegelungsgruppe besagten Alkoven ,,in einem schwach
spitzen Winkel ein®.
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[lustration zum Beweis von Lemma 1.8.3. Schraffiert eingezeichnet ein Alkoven
mit zwei ihn nicht in einem schwach spitzen Winkel einschlieBenden Wénden H
und L. Gestrichelt eingezeichnet die Gerade sy H, die zeigt, da3 es sich nicht um
den Alkoven eines Systems von Hyperebenen handeln kann, das aus allen
Spiegelebenen einer affinen euklidischen Spiegelungsgruppe besteht.
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Beweis. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit unsere Spiegelungsgruppe er-
zeugt von den orthogonalen Spiegelungen an besagten Winden A und L und
seien o und 3 Vektoren, die auf diesen Winden senkrecht stehen und in Richtung
unseres Alkoven zeigen. In Formeln behauptet unser Lemma dann («, §) < 0.
Sind unsere Winde parallel, so ist die Behauptung eh klar. Sonst kénnen wir ohne
Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dall unser affiner euklidischer Raum
ein euklidischer Vektorraum ist und beide Spiegelungen linear. Sicher finden wir
nun v € H mit (5,v) < 0, also (5, spv) > 0. Aus (a, §) > 0 folgte

(@, 520) = (570, 0) = (a _ 2<0"5>ﬁ,v) >0

(8,8)
und damit ldge s;v gleichzeitig auf der Spiegelebene sy { und in unserem Alko-
ven. Das kann aber nicht sein, also gilt («, 5) < 0. O

1.8.5. Dieses Lemma wire auch ein natiirlicher erster Schritt zur Klassifikation
derjenigen Spiegelungsgruppen, die von zwei Spiegelungen erzeugt werden.

Proposition 1.8.6. Wiihlen wir fiir jede Wand eines festen Alkoven einer endlichen
linearen Spiegelungsgruppe eine lineare Gleichung, so sind diese Gleichungen
linear unabhdingig als Elemente des Dualraums.

Beweis. Wir wihlen zundchst einmal ein invariantes Skalarprodukt. Seien nun
H,,..., H, die Wiande unseres Alkoven und seien «; € V auf H; senkrechte
Vektoren, die jeweils auf derselben Seite der Hyperebene H; liegen wie unser Al-
koven. Es reicht zu zeigen, dall die «; linear unabhéngig sind. Nach 1.8.3 schlie-
Ben diese Vektoren jedoch paarweise schwach stumpfe Winkel ein, in Formeln
(aj, ;) < 0 falls i # j, und wihlen wir v € A, so gilt (o;,y) > 0 fiir alle 3.
Die lineare Unabhéngigkeit der «; folgt damit aus dem anschlieBenden Lemma
1.8.7. ]

Lemma 1.8.7 (Lineare Unabhiingigkeit bei schwach stumpfen Winkeln). Lie-
gen Vektoren eines Skalarproduktraums alle in demselben offenen Halbraum zu ei-
ner Hyperebene durch den Nullpunkt und schliefsen sie paarweise schwach stump-
fe Winkel ein, so sind sie linear unabhdngig.

1.8.8. SchlieBen insbesondere (n + 1) Vektoren eines n-dimensionalen euklidi-
schen Vektorraums paarweise schwach stumpfe Winkel ein, so kdnnen sie nicht
alle in demselben offenen Halbraum zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt
liegen. Eine etwas stirkere Aussage zeigen wir in 1.10.1.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir von einer endlichen
Familie von Vektoren «, ..., «, ausgehen. Unsere Forderungen sagen in For-
meln, daf} es einen Vektor +y gibt mit (o, ) > 0 fur alle ¢ und daf gilt (o, ;) <0
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Liegen Vektoren eines euklidischen Vektorraums alle in demselben offenen
Halbraum zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt und schlieen sie nicht
paarweise schwach stumpfe Winkel ein, so brauchen sie keineswegs linear
unabhiéngig zu sein. SchlieBen Vektoren eines euklidischen Vektorraums
paarweise schwach stumpfe Winkel ein, liegen aber nicht alle in demselben
offenen Halbraum zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt, so brauchen sie
ebensowenig linear unabhingig zu sein.
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firi # j. Seinun > | ¢;oy; = 0 eine verschwindende Linearkombination der «;.

Es folgt

Z C;,Q; = Z —C; 0

iel ied
mit / = {i | ¢, > 0}und J = {i | ¢; < 0}. Das Skalarprodukt der linken
mit der rechten Seite der Gleichung ist nichtpositiv, da unsere Vektoren paarweise
schwach stumpfe Winkel einschlieBen. Also steht auf beiden Seiten der Gleichung
der Nullvektor. Wir bilden nun unabhingig das Skalarprodukt beider Seiten mit ~y
und folgern, daB} alle ¢; verschwinden. O]

1.9 Coxetergraphen und Klassifikation

Definition 1.9.1. Sei E ein affiner Raum tiber einem angeordneten Korper £ und
W C Aut E eine affine Spiegelungsgruppe. Sei A ein Alkoven und S C W
die Menge der Spiegelungen an den Winden von A. Wir definieren zu diesen
Daten eine symmetrische S x S-Matrix m : S x S — N U {oo}, die sogenannte
Coxetermatrix unserer Spiegelungsgruppe, durch die Vorschrift, dal der Ma-
trixeintrag in Zeile s und Spalte ¢ die Ordnung von st sein soll, in Formeln

mse = m(s,t) := ord(st)

Erginzung 1.9.2. Auf der Diagonalen unserer Matrix stehen natiirlich nur Ein-
sen und auBlerhalb sind alle Eintrage > 2. Unsere Matrix ist unabhingig von der
Wahl des Alkoven A. Etwas formaler konnten wir in A x H die Teilmenge S aller
Paare (A, H) betrachten, bei denen die Spiegelebene H eine Wand des Alkoven
A ist, fir S den Bahnenraum S := S/W nehmen, und in offensichtlicher Weise
eine Matrix m : S x S — N U {oo} erkldren, die dann in der Tat von keinerlei
Wahlen mehr abhingt. Gegeben eine endliche Menge S verstehen wir ganz all-
gemein unter einer Coxetermatrix mit durch S indizierten Zeilen und Spalten
eine Abbildung m : S x S — N U {oco} mit m(s,t) = m(t,s) Vs,t € S und
m(s,s) =1Vs € Sundm(s,t) > 2falls s # t.

1.9.3. Die Coxetermatrizen der affinen Spiegelungsgruppen haben iiblicherweise
nur sehr wenige von Zwei verschiedene Eintrige und fast keine Eintrage > 3.
Weiter sind die Eintrige auf der Diagonalen eh bekannt. Besonders iibersichtlich
kann man die in einer Coxetermatrix enthaltene Information deshalb in der Form
des sogenannten Coxetergraphen darstellen: Man malt einen dicken Punkt, ge-
nannt Knoten, fiir jedes Element von S, einen Strich, genannt Kante, zwischen je
zwei Knoten s,t € S mit m(s,t) > 3, und schreibt an diese Kante noch die Zahl
m(s,t) im Fall m(s,t) > 3.
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Beispiel 1.9.4. Die affine Spiegelungsgruppe, deren Alkoven ein Schachbrettmus-
ter bilden, hat also den Coxetergraphen

[e.9] o0

und nehmen wir fiir jedes Schachfeld noch seine beiden Diagonalen als Spiegel-
hyperebenen hinzu, so hat der Coxetergraph dieser grof8eren Spiegelungsgruppe

die Gestalt
4 4

Proposition 1.9.5 (Charakterisierung durch Coxetergraphen). Seien Vy, V; re-
elle euklidische Vektorriume und seien W, C GL(V}), Wy C GL(V2) endliche
orthogonale Spiegelungsgruppen ohne Fixpunkte auf3erhalb des Nullpunkts. Ge-
nau dann haben W, und W denselben Coxetergraphen, wenn es eine lineare
Isometrie © : Vi = Vy gibt mit Wy = oW1

1.9.6. Noch priziser formuliert zeigen wir: Ist A; C V; jeweils ein Alkoven und
S; € W; jeweils die Menge von Spiegelungen an den Winden des Alkoven A;
und ist eine Bijektion £ : S; = Sy gegeben mit ord(st) = ord(£(s)&(t)) fir alle
s,t € Sy, so gibt es eine lineare Isometrie ¢ : V) = V5, mit p(A;) = As und
£(s) = psp~ ! fiir alle s € 5.

Beweis. Wir wihlen in V' = Vj jeweils einen festen Alkoven A = A; und be-
trachten zu jeder Wand von A den Normalenvektor, der in Richtung von A zeigt.
Wir erhalten so eine Familie (e,)scs von Einheitsvektoren in V. Offensichtlich
schlieBen e, und e; gerade den Winkel m — 7 /ord(st) ein, folglich haben wir

(es,€r) = — cos(m/ord(st))

Nach 1.8.6 sind unsere e, linear unabhéngig, und da die Spiegelungen an ihren or-
thogonalen Komplementen nach 1.6.1 die fraglichen Gruppen erzeugen und diese
fixpunktfrei operieren, besteht der Schnitt der fraglichen orthogonalen Komple-
mente nur aus dem Nullvektor und unsere e, bilden sogar eine Basis. Jede Iden-
tifikation unserer beiden Coxetergraphen zusammen mit der Wahl eines Alkoven
in beiden Rdumen liefert folglich eine Isometrie ¢ zwischen unseren Vektorriu-
men, unter der die Winde des in V; gewihlten Alkoven in die Winde des in
V, gewihlten Alkoven iibergehen. Da die orthogonalen Spiegelungen an diesen
Wiinden aber nach 1.6.1 bereits die fraglichen Gruppen erzeugen, folgt Wy =
Wi~ O

Satz 1.9.7 (Klassifikation der endlichen Spiegelungsgruppen). Genau dann ge-
hort ein vorgegebener Coxetergraph zu einer endlichen reellen Spiegelungsgrup-
pe, wenn alle seine Zusammenhangskomponenten in der nebenstehenden Liste zu

finden sind.
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Dieses Bild zeigt alle zusammenhédngenden Coxetergraphen, die zu endlichen
reellen Spiegelungsgruppen gehoren, als da heil3t, fiir die die Matrix
(— cos(m/msy4))stes positiv definit ist. Hier meint n jeweils die Zahl der Knoten,
und die unteren Schranken an n dienen nur dazu, Verdopplungen zu vermeiden.
So wire etwa I5(3) = As, I5(4) = Bs, und I5(5) = H,. Die Auslassungen im
Alphabet rithren daher, daf die in ?? gegebene Klassifikation der Wurzelsysteme
alias der einfachen komplexen Liealgebren zuerst gefunden wurde und manche
dieser Wurzelsysteme dieselbe endliche Spiegelungsgruppe als Weylgruppe
haben. Es ist eine nette Ubung, sich zu iiberlegen, daB H; realisiert werden kann
als die Gruppe aller 120 nicht notwendig orientierungserhaltenden Isometrien
des R3, die einen Ikosaeder in sich iiberfiihren.
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Erginzung 1.9.8 (Bezug zur Klassifikation kompakter Liegruppen). Weylgrup-
pen kompakter Liegruppen operieren nach [V ] als endliche reelle Spiege-
lungsgruppen auf der Liealgebra eines maximalen Torus. Der zugehorige Coxe-
tergraph entsteht nach [ML] ?? aus dem Dynkindiagramm, indem man Doppel-
kanten durch Kanten der Wertigkeit 4 und Dreifachkanten durch Kanten der Wer-
tigkeit 6 ersetzt. Unser Satz 1.9.7 zeigt somit unter anderem auch, daf} simtliche
Zusammenhangskomponenten des Dynkindiagramms einer kompakten Liegruppe
bereits unter den auf Seite ?? aufgelisteten Diagrammen zu finden sein miissen.
DaB sich allerdings alle diese Diagramme auch tatsédchlich als Dynkindiagram-
me kompakter Liegruppen realisieren lassen, haben wir damit noch nicht gezeigt,
und inwieweit eine kompakte Liegruppe durch ihr Dynkindiagramm charakteri-
siert wird, werden wir noch ausfiithrlich diskutieren miissen.

Beweis. Das folgt sofort aus den beiden anschlieBenden Propositionen, die wir in
diesem und dem darauffolgenden Abschnitt beweisen. [

Proposition 1.9.9 (Coxetermatrizen endlicher Spiegelungsgruppen). Genau
dann gehort eine Coxetermatrix (ms)sies zu einer endlichen reellen Spiege-
lungsgruppe, wenn ihre Cosinusmatrix (— cos(m/msy))stes positiv definit ist.
Fiir den Fall ms; = oo vereinbaren wir dabei die Interpretation w/oo = 0.

1.9.10. Wir verwenden im folgenden eine abkiirzende Terminologie und nennen
einen Coxetergraphen positiv definit, wenn er endlich ist und wenn seine Cosi-
nusmatrix (— cos(m/ms+))stes positiv definit ist. Nach der vorhergehenden Pro-
position 1.9.9 sind das genau die Coxetergraphen zu endlichen Spiegelungsgrup-
pen.

Proposition 1.9.11 (Positiv definite Coxetergraphen). Die zusammenhdngen-
den Coxetergraphen, deren Cosinusmatrix (— cos(m/ms))ses positiv definit ist,
sind genau die Graphen der Liste auf Seite 40.

1.9.12. Diese Aussage wird spéter als Proposition 1.11.1 bewiesen.

Beweis von 1.9.9. Wir zeigen zunichst, daf} der Coxetergraph einer endlichen Spie-
gelungsgruppe stets positiv definit ist. Wir wihlen dazu einen Alkoven A und ein
invariantes Skalarprodukt ( , ) und betrachten zu jeder Wand von A den Norma-
lenvektor, der in Richtung von A zeigt. Wir erhalten so eine Familie (e;)scs von
Einheitsvektoren. Offensichtlich schlieBen e, und e, gerade den Winkel 71— /m
ein, folglich haben wir

(es,€r) = —cos(m/myy)

Mithin kann ein Coxetergraph nur dann zu einer endlichen reellen Spiegelungs-
gruppe gehoren, wenn seine Cosinusmatrix (— cos(m/ms+))stes positiv definit
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ist. Wir zeigen nun umgekehrt, dal jeder Coxetergraph mit positiv definiter Co-
sinusmatrix auch in der Tat zu einer endlichen Spiegelungsgruppe gehort. Uber
unserer Menge S von Knoten bilden wir dazu den freien Vektorraum £ := RS
mit seiner kanonischen Basis (e;)scs und erkldren darauf eine symmetrische Bi-
linearform ( , ) durch die Vorschrift (e,,e;) = — cos(m/ms,;). Nach Annahme
sie positiv definit alias ein Skalarprodukt. Nun betrachten wir die Untergruppe
W C GL(E), die erzeugt wird von den orthogonalen Spiegelungen an den auf
unseren Basisvektoren senkrechten Hyperebenen H, := el. Wir bezeichnen die-
se Spiegelungen kurzerhand mit demselben Buchstaben s wie den entsprechenden
Knoten unseres Coxetergraphen und erkléren die Linge [(w) eines Elements von
W als die Lange einer kiirzestmoglichen Darstellung von w als Produkt solcher
Spiegelungen s. Dann gilt sicher detw = (—1)®) und folglich I(w) # I(ws)
fiir jede Spiegelung s. Weiter setzen wir H” := {p € E | (p,es) > 0} und
A" :=(,cq H; und behaupten
l(ws) > l(w) & wH > A"

Kennen wir die Implikation =, so erhalten wir automatisch [(ws) < l(w) =
wH} N AT = () und damit die Aquivalenz. Die Implikation = zeigen wir durch
Induktion iiber {(w). Der Fall [(w) = 0 ist offensichtlich. Gilt [(w) > 0, so finden
wir natiirlich ¢ € S mit /(wt) < I(w) und haben notwendig ¢t # s. Indem wir
so lange s oder ¢ von rechts an w dranmultiplizieren, wie wir die Linge damit
kleiner kriegen, finden wir eine Darstellung w = vu mit u € (s, t), [(vs) > l(v),
[(vt) > l(v) und l(w) = I(v) + l(u). Natiirlich gilt dann auch [(us) > [(u).
Falls nun gilt v # w, so konnen wir die Induktionsannahme auf u anwenden und
erhalten uH] D A'. Wegen H N H,' = (H, N H;) + AT folgt

wH* > HX N Hf

Da in jedem Falle gilt u # 1, konnen wir dann weiter die Induktionsannahme auf
v anwenden und erhalten vH;" D AT und vH;” D A*. Zusammen folgt so in der
Tat

wH} =vuH}! D (vHf NvH,") D> A"

Es bleibt nur noch, den Fall © = w zu behandeln, also den Fall von Diedergruppen.
Der aber kann leicht durch Inspektion geregelt werden. Damit ist unsere Behaup-
tung l(ws) > l(w) < wH} D AT gezeigt und wir folgern die Proposition.
Die Ebenen wH;, fiir w € W und s € S bilden ein W -stabiles System von Hy-
perebenen H in £, und unsere Behauptung zeigt insbesondere, dafl keine dieser
Hyperebenen unser A™ trifft. Insbesondere A™ eine maximale konvexe Teilmenge
im Komplement der Vereinigung aller Hyperebenen aus H. Je zwei verschiedene
derartige maximale konvexe Teilmengen sind disjunkt nach 1.3.38 und mit A*
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ist auch wA™ solch eine maximale konvexe Teilmenge fiir alle w € W. SchlieB-
lich folgt aus wA™ = A" mit unserer Behauptung sofort [(ws) > [(w) fiir alle
s € S alias w = id. Folglich sind die wA™* mit w € W paarweise disjunkt. Nun
konnen wir aber in unserem endlichdimensionalen reellen euklidischen Vektor-
raum F jeder offenen Teilmenge U @ FE ein Volumen vol U € [0, co| zuordnen,
und jede nichtleere offene Teilmenge hat positives Volumen. Ist X' C F die of-
fene Einheitskugel, so ist sicher K N A" offen und nicht leer. Insbesondere ist
vol(K')/ vol(K N A™) eine obere Schranke fiir die Kardinalitit von W und wir
folgern |IW| < oco. Damit ist wiederum H endlich und wir folgern mit 1.6.1, daf3
AT ein Alkoven ist fiir die endliche Spiegelungsgruppe W C GL(E). Aus den
Definitionen folgt dann schlieBlich, dal der Coxetergraph von I genau der Co-
xetergraph ist, von dem wir ausgegangen waren. [

Erginzung 1.9.13 (Allgemeinere angeordnete Grundkorper). Im vorhergehen-
den Beweis konnten wir auch iiber einem beliebigen angeordneten Korper arbei-
ten, solange wir dariiber einen euklidischen Vektorraum der Dimension |S| und
ein System von Hyperebenen (H)scs mit ausgezeichneten Halbrdumen H; fin-
den konnen derart, daf fiir s # ¢ die orthogonalen Spiegelungen an H; und H;
jeweils eine Diedergruppe der Ordnung 2m ; erzeugen, fiir die H;- N H," ein Al-
koven ist. Ganz am Schluf} des Beweises konnen wir dann natiirlich nicht mehr mit
dem Volumen argumentieren, aber der Einsatz von Lebesguemalf} und Transforma-
tionsformel ist an dieser Stelle eh ein Stilbruch und man kann auch einfacher mit
der Erkenntnis argumentieren, daf in einem euklidischen Vektorraum iiber einem
angeordneten Korper in einen Ball mit ganzzahligem Radius hochstens endlich
viele Bille vom Radius Eins in paarweise disjunkter Weise hineingepackt werden
konnen.

Erginzung 1.9.14 (Existenz der Ikosaedergruppe). Betrachten wir fiir die drei-
elementige Menge S = {r, s,t} die Coxetermatrix mit m, ; = 3, ms; = 5 und
my; = 2, so erhalten wir nach 1.9.9 eine endliche orthogonale Spiegelungsgruppe
im dreidimensionalen Raum. Die Untergruppe der darin enthaltenen Drehungen
enthilt Elemente der Ordnungen 5 und 3 und wir folgern damit auf andere Weise
diein [ ] besprochene Existenz einer endlichen Drehgruppe mit Elemen-
ten dieser Ordnungen.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.9.15 (Die Symmetrien des Ikosaeders). Wir erhalten eine
Surjektion der nichtorientierten Ikosaedergruppe alias Coxetergruppe vom Typ
Hj mit Erzeugern r, s,t und Relationen r? = s? = 2 = (rs)? = (st)® =
(rt)> = 1 auf die alternierende Gruppe A; C S5 vermittels der Vorschrift r >
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(13)(24),s — (12)(34) und ¢ — (12)(45). Diese Surjektion induziert einen Iso-
morphismus I = As zwischen der Ikosaedergruppe und der fiinften alternieren-
den Gruppe.

1.10 Erginzungen zu Skalarprodukten

Satz 1.10.1 (iiber Familien von Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln). Sei
in einem Skalarproduktraum eine Familie von Vektoren gegeben, die paarweise
schwach stumpfe Winkel einschliefsen. Es gebe keine Zerlegung unserer Familie
in zwei echte Teilfamilien, die zwei zueinander orthogonale Teilrdume erzeugen.
So gilt:

1. Jede echte Teilfamilie unserer Familie von Vektoren ist linear unabhdngig;

2. Bei jeder nichttrivialen linearen Relation unserer Vektoren sind die Koeffi-
zienten entweder alle positiv oder alle negativ.

1.10.2. Das verallgemeinert Lemma 1.8.7 iiber die lineare Unabhéngigkeit von
Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln. Dort brauchten wir die Voraussetzung,
daB} unsere Vektoren alle in demselben offenen Halbraum zu einer linearen Hy-
perebene liegen.

Beweis. Jede lineare Relation Zie ; a;v; = 0 unserer Vektoren konnen wir um-
schreiben zu einer Identitit der Gestalt

Z iV = Z(—aj)vj

a; >0 CLj<0

Da das Skalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst nichtpositiv ist, muf3 es Null
sein. Auf beiden Seiten unserer Gleichung steht also der Nullvektor. Nun setzen
wir I.g = {i € I | a; > 0}. Gibtes j € I\ mit (v;,v;) # 0 fiir ein ¢ € I, so

folgt aus
0= <Uj, Z CLiUZ'> == Z ai<vj,vi>
a; >0 a; >0

sofort ein Widerspruch. Also gilt entweder I, = I oder Iy, = (. Bei jeder
nichttrivialen Relation Zie ; @;v; = 0 sind mithin entweder alle a; positiv oder
alle a; nichtpositiv und dann folgt durch Multiplikation mit (—1), daB sie sogar
alle negativ sein miissen. Insbesondere ist dabei kein Koeffizient Null, und das
zeigt die lineare Unabhingigkeit jeder echten Teilfamilie. [

Definition 1.10.3. Eine Matrix (a;;);;_, heillt unzerlegbar, wenn gilt n > 1 und

es keine Zerlegung {1,...,n} = I U J gibtmit I # § # Jund a;; = a;; =
OViel,je.J.
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Proposition 1.10.4 (Definitheitskriterium fiir Bilinearformen). Sei V' ein Vek-
torraum iiber einem angeordneten Korper mit einer symmetrischen Bilinearform
(, ) und seien Erzeuger vy, . ..,v, von'V gegeben mit vy + ...+ v, = 0. So gilt:

1. Hat die Matrix der (v;,v;) nichtpositive Eintrige aufSerhalb der Diagona-
len, in Formeln i # j = (v;,v;) < 0, so ist unsere Bilinearform positiv
semidefinit;

2. Ist die Matrix der (v;, v;) zusdtzlich unzerlegbar, so ist unsere Bilinearform
positiv definit.

Beweis. Wir finden unter der Annahme der Symmetrie und der Annahme, dal3
unsere Erzeuger sich zu Null summieren, ohne weitere Schwierigkeiten

(O i, Do ajvp) = Zaz‘%@zﬂ’j)Jr;a?(UiaUO

i#]
= ;(%%‘ — a7){vi, v))
i#j
= > (ai —ay)*(vi,v5)
1<)
Die Proposition folgt unmittelbar. ]

Korollar* 1.10.5 (Vektoren mit vorgegebenen Skalarprodukten). Gegeben ei-
ne reelle symmetrische unzerlegbare (n x n)-Matrix (a;;) mit nichtpositiven Ein-
trdigen aufserhalb der Diagonalen gibt es stets einen Skalarproduktraum V' und
ein Erzeugendensystem vy, ..., v, € V mit vy + ...+ v, = 0 und mit den Skalar-
produkten

<Ui,’0j> = CLij fl;t'i" Z 7£ j

Erganzung 1.10.6. Die Aussage und ihr Beweis gelten ebenso iiber jedem an-
geordneten Grundkorper. Ist v, ..., v/, € V' eine zweite Losung, so gibt es im
tibrigen genau einen orthogonalen Isomorphismus B : V' = V’/ mit Bv; = v..
Das folgt, da nach dem Satz iiber Familien von Vektoren mit schwach stumpfen
Winkeln 1.10.1 in unseren beiden Familien jede echte Teilfamilie linear unabhin-

gig ist.

Beweis. Wir diirfen, indem wir die Diagonaleintridge anpassen, ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, dafl in unserer Matrix alle Spaltensummen
Null sind. Dann liefert unsere Matrix eine symmetrische Bilinearform auf R" und,
da der Vektor (1,...,1) in deren Radikal liegt, auch eine symmetrische Bilinear-
form auf V' := R"/R(1,...,1). Bezeichnet v; € V' das Bild des i-ten Vektors der
Standardbasis, so zeigt das Definitheitskriterium 1.10.4, dall diese symmetrische
Bilinearform auf V' ein Skalarprodukt sein muf3. ]
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Korollar 1.10.7 (Definitheit durch Ausartung). Sei A eine reelle symmetrische
unzerlegbare Matrix mit nichtpositiven Eintrigen auferhalb der Diagonalen. So
sind gleichbedeutend:

1. Es gibt einen von Null verschiedenen Vektor x € (R>)™ mit Ax = 0;
2. Der Kern von A wird von einem Vektor x € (R<()" aufgespannt;

3. Die Matrix A ist positiv semidefinit aber ausgeartet.

Fiir Matrizen A mit diesen dquivalenten Eigenschaften ist weiter jede Unterma-
trix, die durch das Streichen je einer Zeile und Spalte zum selben Index entsteht,
positiv definit. Dasselbe gilt iiber jedem angeordneten Grundkorper.

Beweis. (3 = 2) Wir fassen A auf als eine Bilinearform auf dem R", bilden
ihr Radikal K := {z € R" | Az = 0} und betrachten den Quotientenraum
V := R"/K mit dem darauf induzierten Skalarprodukt. Die Bilder &; € V der
Vektoren der Standardbasis schlieBen nach Annahme paarweise schwach stumpfe
Winkel ein und wir folgern aus dem Satz tiber Familien von Vektoren mit schwach
stumpfen Winkeln 1.10.1, daB je (n — 1) dieser Vektoren linear unabhingig sein
miissen. Es folgt dim X' = 1, und ist Y _ xz; e; ein Erzeuger von K, so folgt aus
demselben Satz, da} die Koeffizienten x; entweder alle positiv oder alle negativ
sein miissen.

(2 = 3) In V := R"/Ruz betrachten wir die Vektoren v; := x; e; +Raz. Die sym-
metrische Bilinearform (v, w) = v" Aw auf R" induziert dann eine symmetrische
Bilinearform auf V', die nach dem Definitheitskriterium 1.10.4 positiv definit sein
muf.

(z; # 0 = x; # 0). In der Tat kann im einzig relevanten Fall  # j ein negati-
ver Beitrag a;;x; zur Summe nur durch einen positiven Beitrag a;;x; ausgeglichen
werden.

(2 = 1) Das ist klar.

(1 = 2) Haben wir a;; # 0, so folgt mit ) _ a;,x,, = 0 und allen z,, > 0 bereits

Die letzte Aussage schlieBlich folgt wieder aus Satz 1.10.1 tiber Familien von Vek-
toren mit schwach stumpfen Winkeln: Lassen wir aus der Familie unserer €; € V'
einen Vektor weg, wird sie eine Basis, und die entsprechende Streichmatrix ist die
Matrix unseres Skalarprodukts auf V', ausgedriickt in dieser Basis. [

1.11 Positiv definite Coxetergraphen

Proposition 1.11.1 (Positiv definite Coxetergraphen). Die zusammenhdngen-
den Coxetergraphen, deren Cosinusmatrix (— cos(m/ms))ses positiv definit ist,
sind genau die Graphen der Liste auf Seite 40.
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Eine Liste zusammenhidngender Coxetergraphen mit jeweils einem Vektor im
Kern der Cosinusmatrix des entsprechenden Coxetergraphen, dargestellt durch
die Zahlen an den Punkten. Das zu priifen, ist jeweils eine leichte Rechnung: Fiir
den Graphen E etwa liuft es hinaus auf die Identitit

3-124+3-22432-3-(1-2)—-3-(2:3)=0

Nach unserem Korollar 1.10.7 iiber Definitheit durch Ausartung erhalten wir
stets positiv definite Diagramme, wenn wir in einem Diagramm dieser Liste
einen Knoten mit allen zu ihm fiihrenden Kanten streichen.

In ?? wird erklért, warum das auch genau die Liste aller zusammenhédngenden
Coxetergraphen zu essentiellen reellen affinen Spiegelungsgruppen im Sinne von
1.12.4 ist. Die Notation kommt daher, dal der Graph der ,,dualen affinen
Weylgruppe eines Wurzelsystems vom Typ Z* stets Z notiert wird. Der Index ist

insbesondere jeweils um eins kleiner als die Knotenzahl.
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Beweis. Zunichst gilt es zu zeigen, daf} alle Coxetergraphen der Liste auf Sei-
te 40 in der Tat positiv definit sind. In den meisten Fillen folgt das aus unseren
Erkenntnissen zur Definitheit durch Ausartung 1.10.7 und der Liste auf Seite 47:
Diese Liste von Coxetergraphen mit Zahlen an ihren Punkten besteht ndmlich aus
zusammenhingenden Coxetergraphen nebst einem von Null verschiedenen Ele-
ment des Kerns der zugehorigen Cosinusmatrix, dargestellt durch besagte Zahlen
an den Punkten, wie der Leser leicht nachpriifen kann. Wie man auf diese Zahlen
kommt, wird in 2.5.12 erklért, man kann sie aber auch einfach vom Himmel fal-
len lassen. Da unsere Cosinusmatrizen stets nichtpositive Eintriage auf3erhalb der
Diagonalen haben und im Fall eines zusammenhingenden Coxetergraphen auch
unzerlegbar sind, muf3 nach unseren Erkenntnissen zur Definitheit durch Ausar-
tung 1.10.7 jeder echte Teilgraph eine positiv definite Cosinusmatrix haben. Das
erledigt alle Fille mit Ausnahme der Fille H,, und I5(m). Dort hilft das Hurwitz-
Kriterium [ ] und Induktion: So sehen wir, da3 wir in diesen Fillen nur
zu zeigen brauchen, dafl die zugehorigen Cosinusmatrizen positive Determinante
haben, was wieder leicht nachzurechnen ist. Also sind in der Tat alle Coxetergra-
phen der Liste auf Seite 40 positiv definit. AnschlieBend gilt es zu zeigen, dal} es
keine anderen positiv definiten zusammenhéngenden Coxetergraphen gibt. Fiir die
Coxetergraphen auf Seite 47 wissen wir bereits nach dem vorhergehenden, daf3 die
zugehorigen Cosinusmatrizen Determinante Null haben. Fiir die Coxetergraphen
auf Seite 49 kann der Leser leicht priifen, dafl die zugehdrigen Cosinusmatrizen
negative Determinante haben. Nun unterbrechen wir den Beweis durch zwei Lem-
mata.

Lemma 1.11.2. Lassen wir bei einem positiv definiten Coxetergraphen einen
Knoten mit allen dahin fiihrenden Kanten weg, so bleibt er positiv definit.

Beweis. Das ist klar, da die Einschrinkung eines Skalarprodukts auf einen Teil-
raum stets auch ein Skalarprodukt ist. [l

Lemma 1.11.3. Verringern wir bei einem positiv definiten Coxetergraphen den
Koeffizienten einer Kante, so bleibt er positiv definit.

Beweis. Die Cosinusmatrix A der (— cos(m/my+)s+ hat Einsen auf der Diagonale,
aber sonst nur Eintrdge < (. Verringern wir den Koeffizienten einer Kante, so
erhalten wir eine Matrix A’ mit Eintrdgen a; = a}, = 1 und a;; < a;j <0
falls i # j. Wire sie nicht positiv definit, so finden wir einen Vektor = # 0
mit 0 > x" A’ x. Ausgeschrieben fiihrt das zu 0 > >~ aj;z;x;. Ersetzen wir die
Eintrage von x durch ihre Betrige, so gilt das erst recht und wir folgern

0> aplall;] = aijlwil|a]

im Widerspruch zu unserer Annahme, A sei positiv definit. O]
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Zwei indefinite Graphen, die in der Diskussion auch eine Rolle spielen.
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Wir erhalten sofort, daf} ein positiv definiter Coxetergraph keinen Zykel enthalten
darf, weil wir ja sonst von ihm aus durch das Weglassen von Knoten und Ver-
ringern von Koeffizienten zu einem Graph der Gestalt A, mitn > 2 gelangen
konnten, der nun einmal nicht positiv definit ist. Weiter verbieten C’n bzw. Bg den
Fall von zwei oder mehr Kanten ,,hoherer Wertigkeit*, womit hier und im Folgen-
den eine Wertigkeit > 4 gemeint sei. Wir gehen nun erst einmal die Moglichkeiten
fiir zusammenhingende positiv definite Coxetergraphen ohne Verzweigungspunkt
durch. Im Fall von einem Knoten ist eh nur A; moglich. Im Fall von zwei Knoten
verbietet 1211 den Koeffizienten oo und alle anderen Fille sind bereits in unserer
Liste positiv definiter Graphen zu finden. Weiter sagt uns £}, daB bei fiinf oder
mehr Knoten eine Kante hoherer Wertigkeit nur am Ende vorkommen kann. We-
gen Z5 kommen deshalb als unverzweigte zusammenhéngende Graphen mit fiinf
oder mehr Knoten nur A,, und B,, in Betracht. Im Fall von drei oder vier Knoten
kommen bei einer hoheren Wertigkeit einer Randkante wegen G, zusitzlich nur
Hj3und H, in Betracht, und bei einer hoheren Wertigkeit einer Mittelkante wegen
Z4nur Fy. Damit ist gezeigt, da} wir in unserer Liste der positiv definiten zusam-
menhédngenden Coxetergraphen keine unverzweigten Graphen vergessen haben.
Was die verzweigten Graphen angeht, zeigt D, mit n > 5, daB ein positiv defi-
niter Coxetergraph hochstens einen Verzweigungspunkt haben kann. Dann zeigt
Dy, daB er sich daselbst nicht in mehr als drei Aste verzweigen kann. Dann zeigt
B,,, daB darin iiberhaupt keine Kante hherer Wertigkeit vorkommen kann. Dann
zeigt Eg, daB notwendig einer der drei Aste nur aus einer Kante besteht, und E-,
daB ein zweiter der drei Aste aus hochstens zwei Kanten besteht, und Eg, dall im
Fall eines Astes mit einer und eines Astes mit zwei Kanten der dritte Ast hochs-
tens aus vier Kanten bestehen darf. Damit kommen im verzweigten Fall in der Tat
nur D, und Ejg, E;, Ey in Frage, und wir haben gezeigt, dal wir in unserer Liste
der positiv definiten zusammenhédngenden Coxetergraphen auch keine verzweig-
ten Graphen vergessen haben. [

1.11.4. Ich finde an diesem Beweis dullerst bemerkenswert, in welchem Malle er
durch die Verwendung unmathematischer Sprache an Klarheit gewinnt, ja recht
eigentlich erst verstandlich wird. Stellen Sie sich blof3 einmal vor, die Coxeter-
graphen wiren noch nicht erfunden und Sie sollten denselben Beweis in der dqui-
valenten und a priori deutlich préziseren Sprache der Coxetermatrizen fiihren, ja
noch schlimmer, verstehen!

Erginzung 1.11.5. Unter einer komplexen Spiegelung versteht man einen Au-
tomorphismus eines komplexen Vektorraums, dessen Fixpunktmenge eine Hy-
perebene ist. Eine komplexe Spiegelungsgruppe ist eine endliche Untergruppe
der Automorphismengruppe eines komplexen Vektorraums, die von komplexen
Spiegelungen erzeugt wird. Typische Beispiele sind die Gruppen G(a,b,n) C
GL(n;C) fir a,b € N>y mit b|a aller Matrizen mit genau einem von Null ver-
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schiedenen FEintrag in jeder Zeile und Spalte und der Eigenschaft, daf} alle Ein-
trige a-te Einheitswurzeln sind und ihr Produkt eine b-te Einheitswurzel. In al-
len diesen Beispielen mit den einzigen Ausnahmen G(1,1,n) fir n > 2 ist C"
eine irreduzible Darstellung von G(a, b, n), und in besagten Ausnahmefillen ist
{(z1,...,2,) € C" | 1 + ...+, = 0} eine irreduzible treue Unterdarstellung
von G(1,1,n) = §,. Bis auf Isomorphismus und die 34 exzeptionellen kom-
plexen Spiegelungsgruppen Gy, ..., G3; erhalten wir so alle komplexen Spiege-
lungsgruppen mit irreduzibler definierender Darstellung.

Ergdnzung 1.11.6. Natiirlich ist es terminologisch ungliicklich, da3 nun der Be-
griff einer komplexen Spiegelung auf zwei Arten verstanden werden kann: Einer-
seits im Sinne von 1.11.5, und andererseits im Sinne von 1.2.2 fiir den Spezialfall
des Grundkorpers C. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu
erschlieen.

1.12 Struktur affiner Spiegelungsgruppen*

Lemma 1.12.1 (Mengen von Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln). /n
einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum ist eine Menge von Vektoren, die
paarweise schwach stumpfe Winkel einschlief3en, stets endlich.

Beweis. Induktion iiber die Dimension. Ist unser Raum n-dimensional und v ein
von Null verschiedener Vektor unserer Teilmenge, so schlieen nach 1.8.7 hochs-
tens n unserer Vektoren einen echt stumpfen Winkel mit v ein. Nach der Induk-
tionsvoraussetzung stehen weiter hochstens endlich viele Vektoren unserer Teil-
menge auf v senkrecht. 0

Erginzung 1.12.2. Aus 1.10.1 folgt genauer, daf} in einem n-dimensionalen eukli-
dischen Raum eine Menge von Vektoren, die paarweise schwach stumpfe Winkel
einschlief3en, hochstens aus 2n + 1 Vektoren bestehen kann. Diese Schranke wird
auch wirklich erreicht, zum Beispiel wenn man die Vektoren der Standardbasis
sowie ihre Negativen betrachtet und dann noch den Nullvektor hinzunimmt.

Lemma 1.12.3. Jeder Alkoven einer affinen Spiegelungsgruppe hat nur endlich
viele Wiinde.

Beweis. Zunichst einmal finden wir nach 1.2.6 ein invariantes Skalarprodukt auf
dem Richtungsraum. Gegeben ein Alkoven wéhlen wir dann zu jeder seiner Win-
de einen darauf senkrechten Richtungsvektor, der in Richtung des Alkoven zeigt.
Nach 1.8.3 schlieBen diese Vektoren paarweise schwach stumpfe Winkel ein, und
nach 1.12.1 bilden sie folglich eine endliche Menge. U

Definition 1.12.4. Eine affine Spiegelungsgruppe heif3t essentiell, wenn ihre Trans-
lationen den Raum aller Richtungsvektoren aufspannen.
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Die Spiegelebenen einer nicht essentiellen affinen Spiegelungsgruppe

Die Spiegelebenen von zwei isomorphen affinen Spiegelungsgruppen
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Definition 1.12.5. Zwei affine Spiegelungsgruppen (W, E') und (W', E') heilen
isomorph, wenn es einen affinen Isomorphismus £ = E’ gibt, unter dem sich W
und W’ entsprechen.

1.12.6. Gegeben affine Spiegelungsgruppen (W3, E7) und (W5, Es) ist auch (W; x
Ws, By X E,) eine affine Spiegelungsgruppe in offensichtlicher Weise.

Satz 1.12.7 (Abspalten eines maximalen endlichen Faktors). Jede affine Spie-
gelungsgruppe (W, E) ist isomorph zu einem Produkt

(W> E) = (WWEG) X (WfJEf>

einer essentiellen affinen Spiegelungsgruppe (W,, E,) mit einer endlichen Spie-
gelungsgruppe (Wy, E¢). Dariiber hinaus sind die Isomorphieklassen derartiger
Faktoren durch (W, E) bereits eindeutig bestimmt.

Vorschau 1.12.8. In 1.9.7 haben wir bereits die endlichen reellen Spiegelungs-
gruppen klassifiziert. Um eine Klassifikation aller reellen affinen Spiegelungs-
gruppen zu erreichen, diirfen wir uns nach dem Satz also auf die Klassifikation
der essentiellen reellen affinen Spiegelungsgruppen beschrinken. Diese Klassi-
fikation wird im nichste Abschnitt besprochen. Mehr dazu findet man in seiner
Vorrede 2.

Beweis. Wir diirfen nach 1.2.6 annehmen, dall unsere affine Spiegelungsgruppe
orthogonal ist fiir ein geeignetes Skalarprodukt. Bezeichnet 7' C W die Unter-
gruppe aller Translationen aus W/, so bildet der lineare Anteil jeder Spiegelung
das Vektorraumerzeugnis L von T auf sich selbst ab. Folglich liegt der (—1)-
Eigenraum jeder linearisierten Spiegelung entweder in L oder in L. Nennen wir
W, das Erzeugnis der ersteren Spiegelungen und W das Erzeugnis der letzteren,
so liefert die Multiplikation offensichtlich einen Isomorphismus

W, x Wy 5 W

Wihlen wir e € F beliebig und setzen £, = e+ Lund E; = e + L*, so operiert
W als translationsfreie affine Spiegelungsgruppe auf £y und ist mithin endlich.
Der Satz ist bewiesen. 0
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2  Wurzelsysteme

Die folgenden Abschnitte konnen als vollstindige Klassifikation der reellen affi-
nen Spiegelungsgruppen gelesen werden. In 1.9.7 haben wir ja bereits die endli-
chen reellen Spiegelungsgruppen klassifiziert. Nach 1.12.7 diirfen wir uns von nun
an auf die Klassifikation der essentiellen affinen Spiegelungsgruppen beschrin-
ken. In 2.5.3 konstruiere ich eine eineindeutige Entsprechung zwischen essentiel-
len affinen Spiegelungsgruppen und sogenannten ,,Wurzelsystemen*, die im kom-
menden Abschnitt eingefiihrt werden. Nach einigen weiteren Vorarbeiten gelingt
dann schlieBlich in 2.3.6 die vollstindige Klassifikation dieser Wurzelsysteme.
Wurzelsysteme spielen in der Lietheorie eine wichtige Rolle, die weit iiber diese
Anwendung hinausgeht.

2.1 Waurzelsysteme und ihre Weylgruppen

Definition 2.1.1. Sei V' ein Vektorraum {iiber einem Korper £ der Charakteris-
tik Null. Eine Teilmenge R C V heiit ein Wurzelsystem oder priziser ein re-
duziertes Wurzelsystem und ihre Elemente Wurzeln, wenn die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

1. Unsere Menge R von Wurzeln ist endlich, erzeugt V', und enthélt nicht den
Nullvektor;

2. Fiir jede Wurzel o € R gibt es eine lineare Abbildung s : V' — V mit
s(a) = —a, s(R) C Rund s(B) — f € Za Vf € R,

3. AuBer ihrem Negativen ist kein Vielfaches einer Wurzel wieder eine Wur-
zel. Fiir jedes a € R giltalso (ka N R) = {«a, —a}.

Definition 2.1.2. Ein Morphismus von Wurzelsystemen iiber ein- und demsel-
ben Korper ist eine lineare Abbildung zwischen den jeweiligen Vektorrdumen, die
jede Wurzel auf eine Wurzel oder auf Null abbildet.

2.1.3. Die Dimension des von einem Wurzelsystem aufgespannten Vektorraums
heit der Rang eines Wurzelsystems. Die leere Menge ist ein Wurzelsystem im
Nullvektorraum. In der Lie-Theorie konstruiert man zu den verschiedensten Aus-
gangsdaten wie etwa kompakten Lie-Gruppen oder reellen halbeinfachen Lie-
Algebren einen endlichdimensionalen komplexen Vektorraum mit einer ausge-
zeichneten Teilmenge, die das zugehorige ,,Wurzelsystem* genannt wird und sich
dann auch in der Tat oft als ein Wurzelsystem im oben definierten Sinne erweist.
In solchen Zusammenhingen nennen wir ein Wurzelsystem im Sinne der obigen
Definition auch ein abstraktes Wurzelsystem iiber dem Korper k. Wenn wir von
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Das Bild zeigt eine Liste von Wurzelsystemen im Raum der Richtungsvektoren
der Papierebene derart, daf} jedes Wurzelsystem in einem reellen
zweidimensionalen Raum zu genau einem der vier Systeme dieser Liste
isomorph ist. Die Bilder sind dariiber hinaus so gewdhlt, daf} die Spiegelung zu
jeder Wurzel in der Sprache der Schulgeometrie gerade die orthogonale
Spiegelung an der auf besagter Wurzel senkrechten Geraden durch den Ursprung
ist. Wir werden die Vollstdndigkeit dieser Liste zum Schluf} dieses Abschnitts
rechtfertigen. Im oben links dargestellten Fall miissen unsere Wurzeln, anders als
das Bild suggerieren mag, nicht notwendig dieselbe Lange haben.
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einem Wurzelsystem oder abstrakten Wurzelsystem reden, ohne uns dabei auf
einen Korper festzulegen, meinen wir ein Wurzelsystem iiber Q.

Ergdnzung 2.1.4. Eine Teilmenge R C V eines Vektorraums iiber einem Korper
der Charakteristik Null, die nur die ersten beiden Bedingungen aus unserer De-
finition 2.1.1 eines Wurzelsystems erfiillt, nennt man ein nichtreduziertes Wur-
zelsystem.

2.1.5 (Wurzelspiegelungen und Kowurzeln). Fiir die lineare Abbildung s aus
Teil 2 der Definition eines Wurzelsystems hat (s — id) als Bild die Gerade ka.
Mithin ist der Kern von (s — id) alias die Fixpunktmenge von s eine Hyperebe-
ne. Zusammen mit der Bedingung s(«) = —a zeigt das, daB unser s stets eine
Spiegelung im Sinne von 1.2.2 sein muf}. Weiter ist unser s durch die Wurzel «
eindeutig bestimmt, denn wire ¢ eine zweite Abbildung mit den in Teil 2 gefor-
derten Eigenschaften, so wiirde st sowohl auf k« als auch auf V/ka die Identitét
induzieren und wire folglich unipotent auf V. Wire nun st nicht die Identitit,
so hitte es nach [ ] unendliche Ordnung im Widerspruch zur Tatsache,
daB es das endliche Erzeugendensystem R von V stabilisiert. Also ist s durch «
eindeutig bestimmt. Wir schreiben von nun an s = s, und nennen diese lineare
Abbildung die Spiegelung zur Wurzel «. Dann erkldren wir zu jeder Wurzel o
die Linearform ¥ € V*, sprich ,,alfa tscheck* durch die Eigenschaft

sq(v) =v— (v,a")a firallev € V.

Sie heif3t die Kowurzel zur Wurzel «. Per definitionem nehmen Kowurzeln auf
Wurzeln stets ganzzahlige Werte an, in Formeln (3, o") € Z fiir alle o, 5 € R.

Vorschau 2.1.6 (Beziehung zu Lie-Algebren). In Abschnitt ?? wird jedem Paar
g DO b bestehend aus einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra g und einer
Cartan’schen Unteralgebra b eine Teilmenge R(g,h) C bh* zugeordnet und das
,»Wurzelsystem der Liealgebra g genannt. Nach ??.2? und ?? ist diese Teilmen-
ge in der Tat ein Wurzelsystem im Sinne der vorhergehenden Definition 2.1.1.
Wir studieren im folgenden solche Wurzelsysteme zunichst einmal unabhingig
von der Theorie der Lie-Algebren. Es wird sich jedoch spiter herausstellen, daf3
Wurzelsysteme in komplexen Vektorrdumen im Sinne der vorhergehenden Defi-
nition genau die Wurzelsysteme zu komplexen halbeinfachen Lie-Algebren sind.
Die vier sogenannten ,,klassischen* Beispiele werden etwa in ??, ??, ?? und ??
beschrieben. Sehr viel ausfiihrlichere Informationen und iibersichtliche Tafeln fin-
det man bei Bourbaki [ ].

2.1.7 (Diskussion der Terminologie). Ich habe mich in der vorhergehenden De-
finition an die Terminologie von Bourbaki [ ] gehalten. In anderen Quel-
len fordert man von einem Wurzelsystem schwécher als in 2.1.1 formuliert nicht
s(B) — B € Za und bezeichnet diejenigen Wurzelsysteme, die diese Bedingung
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doch erfiillen, als kristallographisch. Oft bezeichnet man in der Literatur, ins-
besondere der angelsidchsischen, als Wurzelsysteme auch diejenigen Teilmengen
von reellen euklidischen Vektorriumen, die die ersten beiden Bedingungen aus
2.1.1 erfiillen und die Eigenschaft haben, daf} die orthogonale Spiegelung an der
auf einer Wurzel senkrechten Hyperebene stets unser System in sich selber iiber-
fiihrt. Man mag derartige Systeme, jedenfalls wenn sie zusétzlich im eben erwédhn-
ten Sinne kristallographisch sind, euklidische Wurzelsysteme nennen. Nach al-
len Quellen gibt es jedoch bis auf [somorphismus nur ein Wurzelsystem in einem
eindimensionalen Raum. Man bezahlt in gewisser Weise fiir die Anschaulichkeit
der angelsidchsischen Definition damit, daB3 der Begriff eines Isomorphismus von
Waurzelsystemen unnatiirlich wird und a priori nicht mehr klar ist, wie sich die
Operation der Weylgruppe und andere mithilfe der euklidischen Struktur konstru-
ierte Dinge unter Isomorphismen von Wurzelsystemen verhalten.

Satz 2.1.8 (Kowurzeln und rationale Form). Sei V' ein Vektorraum iiber einem
Korper der Charakteristik Null und R C V' ein Wurzelsystem. So gilt:

1. Die Menge R := {a" | a € R} aller Kowurzeln ist ein Wurzelsystem
im Dualraum V* und fiir die kanonische Abbildung V- — (V*)* gilt o —
(aV)V’.

2. Genau dann bilden Wurzeln o, . . ., a,, € R eine k-Basis von V, wenn sie
eine Q-Basis des von R in V aufgespannten Q-Vektorraums (R)q bilden.

2.1.9 (Wurzelsysteme iiber verschiedenen Korpern). Natiirlich ist in der Situa-
tion des Satzes fiir jedes Wurzelsystem R iiber einem Korper k& unsere Menge R
auch ein Wurzelsystem im Q-Vektorraum (R)q. Diese Konstruktion liefert eine
Aquivalenz zwischen den Kategorien der Wurzelsysteme iiber & und iiber Q. Beim
Studium von Wurzelsystemen diirfen wir uns deshalb weitestgehend auf den Fall
von Wurzelsystemen in Q- Vektorraumen beschréinken.

Beweis. DaV von R erzeugt wird, gilt sicher dimg(R)q > dimy V. Jede Spiege-
lung s, : V' — V wie oben stabilisiert natiirlich (R)g und liegt in der endlichen
Untergruppe G' = {g € GL(R)q | g(R) C R}. Wihlen wir mithilfe von 1.2.6 ein
G-invariantes Skalarprodukt ( , ) auf (R)g, so muB s, auf (R)g die orthogonale
Spiegelung an der zu o orthogonalen Hyperebene induzieren. Damit ist s,, eindeu-
tig festgelegt auf (R)g und dann auch auf V' = (R);. Das zeigt ein zweites Mal
die Eindeutigkeit von s,. Sicher nimmt jede Kowurzel a¥ auf (R)q nur rationale
Werte an, d.h. ihre Restriktion auf (R)q ist ein Element oy, € (R)g des Dual-
raums des Q-Vektorraums (R)g. Unter dem durch unser invariantes Skalarpro-
dukt vermittelten Isomorphismus (R)?, = (R)q haben wir nun ag) — 2o/ (e, @),
folglich wird (R)g, erzeugt von den Restriktionen der Kowurzeln ag. Wihlen
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W7(Pf°('v> = 3

Beispiel fiir das Auswerten einer Kowurzel auf einer Wurzel
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wir eine Basis a, ..., a, von (R)g aus Wurzeln und eine Basis (Y, ..., 0, g
von (R)f aus Restriktionen von Kowurzeln, so ist die Matrix der (o, ) ali-
as die Matrix der (ay;, ij ) invertierbar. Damit sind notwendig «, ..., a, bzw.
By, ..., auch k-linear unabhingig in V' bzw. V*. Es folgt die zweite Behaup-
tung des Satzes. Es bleibt, die erste Behauptung nachzuweisen. Dal R" ein end-
liches Erzeugendensystem von V* ist, folgt aus dem Vorhergehenden. Dal} gilt
koY N RY = {a”, —a"} desgleichen. Haben wir nun irgendeinen Isomorphismus
von Vektorrdumen ¢ : V = U und ist R C V ein Wurzelsystem, so ist natiirlich
auch ¢(R) C U ein Wurzelsystem und gegeben 3 € R gilt p(8)" = (¢ ") }(3Y)
fiir o' : U* — V* die zu ¢ transponierte Abbildung. Gegeben o € R ist schlieB3-
lich die transponierte Abbildung zur Spiegelung s, = s,qv : V — V nach
Ubung 1.2.9 stets die Spiegelung s/ = s,v o : V* — V*. Fiir ¢ = s, erhalten
wir insbesondere

(saB)" = s,(8Y) = 8" — (a, 8")a”

Wir sehen daraus, daB s die Bedingungen erfiillt, die von einer Spiegelung zu o
als Element des Wurzelsystems in spe R" gefordert werden, und das zeigt auch
gleich noch o — (a¥)V. O

Definition 2.1.10. Gegeben ein Wurzelsystem R C V' heilit die von den Wurzel-
spiegelungen erzeugte Untergruppe W = W(R) C GL(V') seine Weylgruppe.

2.1.11. Gegeben ein Wurzelsystem R C V ist der Nullvektor der einzige Vektor
von V, der von der Weylgruppe festgehalten wird. In der Tat erzeugen die Kowur-
zeln den Dualraum, folglich ist der Schnitt ihrer Kerne Null.

2.1.12 (Kowurzeln als Vielfache von Wurzeln). Gegeben ein Wurzelsystem R C
V' gibt es Identifikationen V' = V* des zugrundeliegenden Vektorraums mit
seinem Dualraum, unter der alle Wurzeln positiven Vielfachen ihrer Kowurzeln
entsprechen. Um das zu sehen, diirfen wir uns ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit auf Wurzelsysteme in Q-Vektorraumen beschrinken. Dann gilt fiir jedes
unter der Weylgruppe invariante Skalarprodukt ( , ) sogar genauer (o, ') =
2(a, B8)/(B, p) alias can : 5 +— ((B,5)/2)8Y fur can : V' = V* gegeben durch
A= (LA

Beispiel 2.1.13 (Wurzelsysteme vom Typ A). Die Menge aller Differenzen R :=
{e;—e; | i # j} zwischen zwei verschiedenen Vektoren der Standardbasis des
R™ ist ein Wurzelsystem in V' := {(ay,...a,) € R" | a; + ...+ a, = 0}. Wegen
dimV = n — 1 heiB3t dies Wurzelsystem A, ;. Wir bezeichnen mit ¢; € V*
die durch ¢;(aq,...,a,) = a; gegebene Linearform. Fiir o« = e; —e; ist dann
die Kowurzel oV = ¢; — ¢; und die Spiegelung s, vertauscht die i-te mit der
j-ten Koordinate. Insbesondere besteht W (R) = §,, aus den Permutationen der
Koordinaten.
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2.1.14. Die Einschrinkung auf den Q-Spann der Wurzeln (R)q definiert eine na-
tiirliche Einbettung W C Aut(R)q. Diese Einbettung identifiziert die Weylgrup-
pe mit einer endlichen Spiegelungsgruppe im Sinne von 1.2.5. Die Alkoven in
(R)@ heiBen in diesem Zusammenhang meist Weylkammern.

Lemma 2.1.15. Jede Spiegelung in der Weylgruppe eines Wurzelsystems ist eine
Spiegelung zu einer Wurzel.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit R ein Wurzelsystem in einem
Vektorraum iiber Q. Nach 1.6.3 ist jede Spiegelung einer endlichen von Spiege-
lungen erzeugten Untergruppe der Automorphismengruppe eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums iiber einem angeordneten Korper bereits konjugiert zu einer
der erzeugenden Spiegelungen. Insbesondere ist jede Spiegelung s aus der Weyl-
gruppe schon mal konjugiert zu einer Spiegelung zu einer Wurzel § € R. Wir
folgern s = wsgw ™! = s,5 = s, mMita = wf € R. O

Lemma 2.1.16 (Paare von Wurzeln). Fiir je zwei nichtproportionale Wurzeln
«, 3 eines Wurzelsystems gilt 0 < {(«, 8V){(8,a") < 4. Genauer wird der Win-
kel zwischen je zwei Wurzeln o und (3 beziiglich jedes weylgruppeninvarianten
Skalarprodukts ( , ) auf (R)q gegeben durch

4 cos®(Winkel zwischen o und 3) = (o, 8Y)(3,a") € {0,1,2,3}

und je zwei nichtorthogonale Wurzeln haben das Lingenverhdltnis

ol (. 8%
181> {8, a)
Beweis. Beides folgt sofort aus unserer Formel («, 8¥) = 2(«, 5)/(5, B). O

Ubungen

Ubung 2.1.17. Wie in 1.6.11 sei V ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum und
() C V ein Gitter alias der Z-Spann einer Basis und ( , ) ein Skalarprodukt auf
Vmit (, ):Q x @ — Z. Man zeige, daB die Vektoren v € @) mit (v,v) = 2 ein
Waurzelsystem in dem von ihnen erzeugten Untervektorraum von V' bilden.

Ubung 2.1.18 (Das Wurzelsystem E3). Die Menge () aller Vektoren aus Z® L 3 Z®
mit Summe a; + ay + ... + ag € 27 ist eine Untergruppe von Q®, die diesen
Vektorraum erzeugt. Das Standardskalarprodukt auf Q® induziert eine bilineare
Abbildung ) x () — Z. Mit dieser bilinearen Abbildung heilit () das Fg-Gitter.
Es gilt (¢,q) € 2Z fiir alle ¢ € @ und die 240 Elemente ¢ € @ mit (g,q) = 2
bilden ein Wurzelsystem, das unser Gitter () aufspannt und auch den Namen FEg
trigt. Sein Schnitt mit Z3 ist auch ein Wurzelsystem, das den Namen Dy triigt und
zur kompakten Liegruppe SO(16) gehort.
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Dies Bild illustriert alle moglichen Lagen fiir Paare von Wurzeln in einem
Wurzelsystem.
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In diesem Bild habe ich fiir verschiedene Wurzelsysteme des Richtungsraums P
der Papierebene auch noch die Bilder der dualen Wurzeln unter dem durch ein
jeweils willkiirlich gewihltes weylgruppeninvariantes Skalarprodukt vermittelten
Isomorphismus Pr5 p eingezeichnet. Wie in 2.1.12 diskutiert sind diese Bilder
positive Vielfache der entsprechenden Wurzeln. Ich Fall oben links habe ich
dabei ein weylgruppeninvariantes Skalarprodukt gewihlt, das nicht unter allen
anschaulichen Bewegungen der Papierebene invariant ist.
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Ubung 2.1.19. Gegeben ein Wurzelsystem R und nichtproportionale Wurzeln
a,f € Rgilt (6,a") > 0 = f — a € R und dann natiirlich auch (3, ") <
0 = S+ a € R. Hinweis: Aus (a, 5Y) > 0 folgt mit Lemma 2.1.16, da$ gilt
(B,a¥) =1 oder (o, 8) = 1.

2.1.20 (Wurzelketten). Gegeben ein Wurzelsystem R und nichtproportionale Wur-
zeln o, € Rist] := {i € Z | f + i € R} ein Intervall in Z. Das erkennt
man unschwer durch Inspektion der Félle vom Rang Zwei. Alternativ kann man
durch Widerspruch argumentieren: Wiéren s < r Zahlen aus I mit Abstand Zwei
oder mehr, zwischen denen kein Element von [ ldge, so folgte aus 2.1.19 leicht
(B + sa,a”)y > 0und (8 + ra,a”) < 0und zusammen ((r — s)a, @) < 0im
Widerspruch zu r < s.

2.2 Basen von Wurzelsystemen

Definition 2.2.1. Eine Teilmenge II C R eines Wurzelsystems R C V' heiit eine
Basis des Wurzelsystems, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

1. ITist eine Basis des zugrundeliegenden Vektorraums V';

2. Schreiben wir eine Wurzel 3 € R als Linearkombination 3 = Y 1 noo
der Elemente von II, so liegen die Koeffizienten n, entweder alle in Z~
oder alle in Z<.

Definition 2.2.2. Eine Teilmenge Rt C R eines Wurzelsystems heilt ein System
positiver Wurzeln, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

1. Das Wurzelsystem 146t sich schreiben als die disjunkte Vereinigung R =
R*™ U (—R™"), fir jede Wurzel o € Rgiltalsoa € RT & (—a) € RY;

2. Ausay,...,a, € Rtunda; + ...+, € Rfolgta; + ... +a, € R*.

2.2.3. Jedes Wurzelsystem R besitzt ein System positiver Wurzeln. In der Tat,
wihlen wir einen Isomorphismus (R)p — Q™ von Q-Vektorrdumen, so bilden
offensichtlich alle Wurzeln, deren Bild in Q" in der lexikographischen Ordnung
grofer ist als Null, ein System positiver Wurzeln.

2.2.4. Gegeben ein Wurzelsystem R gehort jede Wurzel a zu mindestens einer Ba-
sis des Wurzelsystems. In der Tat, wihlen wir einen Isomorphismus (R)g — Q"
von Q-Vektorrdumen mit & — (0,...,0,1) und betrachten das positive System
alle Wurzeln, deren Bild in Q" in der lexikographischen Ordnung grofer ist als
Null, so gehort o offensichtlich zur zugehorigen Basis.
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Beispiel 2.2.5 (Das Wurzelsystem A,). Wir erinnern aus 2.1.13 das Wurzelsys-
tem R := {e;—e; | i # j} aller Differenzen zwischen zwei verschiedenen
Vektoren der Standardbasis des R" im Vektorraum V' := {(a4,...a,) € R™ |
ai + ...+ a, = 0}. Ein System positiver Wurzeln wire Rt := {e; —¢; | i < j}
und die zugehorige Basis I[I(R") = {e; —e;41}.

Satz 2.2.6 (Weylkammern, Basen, Systeme positiver Wurzeln). Gegeben ein
Wurzelsystem R C 'V erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Bijektionen

{Weylkammern in (R)3)} RN {Weylkammern in (R)q}
v 1] 8 4T3
{Basen von R} RN {Basen von R}
2Tl 2V 7)1

{Systeme positiver Wurzeln in R} RN {Systeme positiver Wurzeln in R}
vermittels der Abbildungen, die wir im folgenden genauer beschreiben:

1. Jeder Basis 11 C R ordnet man als positives System die Menge R (1) aller
Wurzeln zu, die sich schreiben lassen als nichtnegative Linearkombination
der Basiselemente;

2. Jedem System positiver Wurzeln ordnet man als Basis die Menge aller der-
jenigen Elemente des Systems zu, die sich nicht als Summe iiber eine Multi-
menge von zwei oder mehr Elementen des besagten Systems schreiben las-
sen;

3. Jeder Weylkammer im rationalen Spann der Wurzeln ordnet man als Basis
des dualen Wurzelsystems die Menge derjenigen Kowurzeln zu, die Glei-
chungen von Wiinden unserer Kammer sind und die auf der Kammer posi-
tive Werte annehmen;

4. Jeder Basis des dualen Wurzelsystems ordnet man als Kammer den Schnitt
derjenigen Halbrdume zu, auf denen alle Elemente besagter Basis positive
Werte annehmen;

5. Jeder Menge von Wurzeln ordnen die beiden unteren horizontalen Pfeile die
Menge der zugehorigen Kowurzeln zu,

6. Jeder Kammer in (R)y, ordnet die obere Horizontale ihr Bild unter einem
und jedem Isomorphismus (R)t, — (R)q zu, der von einem weylgruppenin-
varianten Skalarprodukt induziert wird.
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Ein Wurzelsystem mit einer Weylkammer, dem zugehorigen System positiver
Wurzeln, bestehend aus den drei Wurzeln ,,in der Niere* und der zugehorigen
Basis, bestehend aus den beiden Wurzeln « und £3.
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Beweis. Nur bei den Abbildungen 1 und 6 scheint mir a priori klar, daB sie iiber-
haupt im behaupteten Wertebereich landen. Als nichstes iiberlegen wir uns das
fiir die in 3 gegebene Abbildung und zeigen dabei insbesondere, dafl jedes Wur-
zelsystem iiberhaupt Basen besitzt. Wir geben unserer Abbildung den Namen &,
in Formeln gilt fiir jede Weylkammer A C (R)g also

D(A) ={a’ € R | (kera") € Ha, (A,a") C Qs0}

Nach 1.8.6 ist ®(A) eine linear unabhingige Teilmenge von (R)f und dann nach
2.1.8.2 auch von V*. Nach 1.6.1 erzeugen weiter die Spiegelungen s, an den
Wiinden einer Kammer die gesamte Weylgruppe, nach 2.1.11 ist demnach der
Schnitt dieser Winde alias der Schnitt der Kerne der zugehorigen Kowurzeln der
Nullraum, folglich bilden die fraglichen Kowurzeln sogar eine Basis von V* und
O (A) erfiillt die erste Bedingung an eine Basis eines Wurzelsystems. Stellen wir
nun $¥ € R dar als Linearkombination

5\/: Z nag&v

acd(A)

so liegen sicher alle n,s in Q und haben sogar alle dasselbe Vorzeichen, da un-
sere Kowurzel 3Y auf dem Abschluf der Kammer A und insbesondere auf den
Vektoren der zu ®(A) dualen Basis des Vektorraums (R)g keine Werte mit ver-
schiedenen Vorzeichen annehmen darf. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, da3
hier alle n, in Z liegen. Da aber alle Alkoven in () konjugiert sind zu A unter
W, ist auch jede Spiegelebene konjugiert zu einer Wand von A und damit jede
Kowurzel zu einer Kowurzel aus ®(A), in Formeln R = W®(A). Die von ®(A)
in (RY)q erzeugte Untergruppe (P(A))z ist aber offensichtlich stabil unter 17 und
wir folgern R C (®(A))z. Unser ®(A) ist also tatsichlich eine Basis von R".
Wir geben nun der Abbildung 4 in die andere Richtung den Namen C', in Formeln
gilt fiir eine Basis ITY von R" also

Oy = {A e (R)g | (\a¥) >0 Va'ell'}

Hier ist C(IIV) eine Weylkammer als ein Schnitt von Halbrdumen zu Spiegelebe-
nen, der von keiner Spiegelebene getroffen wird, und das hinwiederum folgt, da
[TV eine Basis von R" ist. Wir zeigen schlieBlich, daB unsere beiden Abbildun-
gen C' und ® zueinander invers sind. Fiir jede Kammer A folgt aus Satz 1.3.30
tiber die Begrenzung eines Alkoven durch sein Winde sofort C'(P(A)) = A. Ist
umgekehrt ITY C RY eine Basis, so sind die beziiglich T positiven Kowurzeln
genau die Kowurzeln, die auf der Kammer C'(IT) positive Werte annehmen, und
alle Wurzeln aus ®(C(I1")) sind insbesondere positive Wurzeln fiir ITV. Nun ist
aber IT" offensichtlich die einzige Basis von RY, die aus beziiglich TV positiven

66



Kowurzeln besteht. Also haben wir auch ®(C(ITV)) = I1Y. Damit ist gezeigt, daB
die in 3 und 4 angegebenen Abbildungen in der Tat zueinander inverse Bijek-
tionen liefern. Weiter ist offensichtlich, dal wir eine Basis aus ithrem System von
positiven Wurzeln zuriickgewinnen kdnnen durch die in 2 beschriebene Konstruk-
tion. Es ist also klar, da 1 und 2 zueinander inverse Isomorphismen sind, sobald
wir zeigen, daf} 1 surjektiv ist, da} also jedes System positiver Wurzeln von einer
Basis herkommt. Um das zu zeigen beachten wir:

Lemma 2.2.7. Ist R ein Wurzelsystem, I1 C R eine Basis von Rund R™ = R*(II)

das zugehorige System positiver Wurzeln, so gilt fiir alle Wurzeln aus unserer
Basis o € 11 die Formel

s BT = (RM\a) U{-a}

Beweis. Formal sieht man dies Lemma leicht ein, denn aus der Definition folgt
fiir o eine Wurzel von IT schon (R™ + Za) N R = R U {—a}. Anschaulich be-
deutet das Lemma, daf} das Bild einer Weylkammer unter der Spiegelung an einer
ihrer Wénde nur durch diese Spiegelebene von der urspriinglichen Weylkammer
getrennt wird. [

Sei nun P* ein System positiver Wurzeln und IT eine Basis von R derart, dal3
P* N RT(II) soviel Elemente hat wie moglich. Wire PT # R*(II), so gibe
es a € II mit « ¢ P*. Aber dann hitte P* N R*(s,II) noch mehr Elemente
als P* N R*(II), im Widerspruch zur Wahl von II. Also kommt jedes System
positiver Wurzeln in der Tat von einer Basis her und die in 1 und 2 angegebenen
Abbildungen liefern zueinander inverse Bijektionen. Wir wihlen schlieBlich ein
weylgruppeninvariantes Skalarprodukt auf () und betrachten den zugehérigen
Isomorphismus can : (R)f — (I?)g. Gehort eine Basis II von R zum Alkoven
A C (R)g, so gehort offensichtlich ITY zum Alkoven can(A) C (R)q. Damit ist
der Satz bewiesen bis auf die Kommutativitdt des Diagramms, deren Nachweis
wir dem Leser iiberlassen. ]

Korollar 2.2.8. Jede Wurzel eines Wurzelsystems gehort zu mindestens einer Ba-
SIs.

Beweis. Das folgt mit 2.2.6 aus der Erkenntnis 1.3.31, daf} jede Spiegelebene
Wand von mindestens einer Weylkammer ist. [

Korollar 2.2.9. Gegeben zwei Basen eines Wurzelsystems gibt es genau ein Ele-
ment der Weylgruppe, das die eine Basis in die andere Basis iiberfiihrt.

Beweis. Das folgt aus der eineindeutigen Entsprechung zwischen Basen und Weyl-
kammern 2.2.6, da jede endliche Spiegelungsgruppe nach 1.6.1 frei und transitiv
auf der Menge ihrer Weylkammern operiert. [
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Definition 2.2.10. Ein Wurzelsystem mit einer ausgezeichneten Basis nennen wir
ein basiertes Wurzelsystem. In einem basierten Wurzelsystem nennt man die
Elemente der Basis einfache Wurzeln, die zugehorigen Kowurzeln einfache Ko-
wurzeln, die zugehorigen Spiegelungen einfache Spiegelungen und die zugeho-
rige Weylkammer die dominante Weylkammer.

Erginzung 2.2.11. Jedes basierte Wurzelsystem besitzt eine kanonische Involuti-
on, die gegeben wird durch die Vorschrift v — —w,v fiir w, das in Bezug auf die
ausgezeichnete Basis langste Element der Weylgruppe nach 1.6.9. Diese Involuti-
on macht einfache Wurzeln zu einfachen Wurzeln. Wir nennen sie den prinzipa-
len Automorphismus unseres basierten Wurzelsystems.

2.2.12. Gegeben ein basiertes Wurzelsystem erzeugen die einfachen Spiegelun-
gen die Weylgruppe, jede Spiegelung ist in der Weylgruppe konjugiert zu einer
einfachen Spiegelung, und jede Wurzel ist konjugiert unter der Weylgruppe zu
einer einfachen Wurzel. Das alles sind Spezialisierungen von Aussagen aus der
allgemeinen Theorie von Spiegelungsgruppen 1.6.1.

Definition 2.2.13. Sind 7y C V; und Ry, C V, Wurzelsysteme iiber demselben
Korper, so definieren wir ihre Summe R; & Ry C V) @ V5 als

Ri @ Ry = (Ry x {0}) U ({0} x Re)

Die Summe zweier Wurzelsysteme ist natiirlich wieder ein Wurzelsystem. Ein
Wurzelsystem heilit unzerlegbar, falls es weder leer ist noch isomorph zu einer
Summe von zwei nichtleeren Wurzelsystemen.

Proposition 2.2.14. Ist R C V ein Wurzelsystem, so gibt es genau eine Partition
R = Ry U...U R, derart, dafp R; jeweils ein unzerlegbares Wurzelsystem in
dem von ihm erzeugten Untervektorraum V; C V' ist und daf} die Addition einen
Isomorphismus Vi & ... ®V,, = V liefert mit

Ri®..®R,>R

Beweis. Sei ~ die kleinste Aquivalenzrelation auf der Menge R mit der Eigen-
schaft (o, 8Y) # 0 = o ~ B3. Unter dieser Aquivalenzrelation zerlegt man nun
R in Aquivalenzklassen R = R, LI ... R,. Der Rest des Beweises bleibt dem
Leser iiberlassen. 0

Ubungen

Ubung 2.2.15. Ist R™ ein System positiver Wurzeln eines Wurzelsystems und
[ : W — N die zu den zugehorigen einfachen Spiegelungen gebildete Linge,
so stimmt die Lange eines Elements w € W iiberein mit der Zahl der positi-
ven Wurzeln, die es zu negativen Wurzeln macht. In Formeln gilt also [(w) =
lw(RT)\RT|. Hinweis: 1.6.1.3.
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Ubung 2.2.16. Sei Il C R C V ein basiertes Wurzelsystem. Bezeichne p € V die
Halbsumme der positiven Wurzeln, in Formeln

1
3
aERt

Man zeige mit 2.2.7 fiir alle einfachen Wurzeln « die Formel s,p = p — o und
folgere (p,a¥) = 1 fiir alle einfachen Wurzeln «. Man zeige weiter, daB zp — p
fiir alle x aus der Weylgruppe im Wurzelgitter liegt, in Formeln gilt also zp — p €
(R)y VYxeW.

Ubung 2.2.17 (Wurzelsysteme der Typen B,,, C,,, D,,). Bezeichne ¢y, . .., ¢, die
Vektoren der Standardbasis von Q", die in anderen Zusammenhingen meist e;
notiert werden. Man zeige:

Typ C,: Die Menge R := {%¢e; £¢; | 1 <14,5 < n}\0 ist ein Wurzelsystem in
Q™. Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.

Typ D,,: Die Menge R := {%¢; ¢, | 1 <i < j < n} ist ein Wurzelsystem in
Q™ fiir n > 2. Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe. Auflosung

in [DHL]

Typ B,: DieMenge R :={£e; +¢; |1 <i<j<n}U{fe |1 <i<n}ist
ein Wurzelsystem in (Q". Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.
Auflésung in [ ]

Duale Systeme: Man zeige, dafl die Wurzelsysteme B,, und C, zueinander dual
sind, wohingegen die Wurzelsysteme A,, und D,, jeweils zu ihren dualen
Systemen isomorph sind.

Als Systeme positiver Wurzeln wihle man stets alle Wurzeln, bei denen der ers-
te von Null verschiedene Koeffizient bei der Darstellung durch die angeordnete
Basis der ¢; positiv ist. Das Standardskalarprodukt ist in diesen Fillen jeweils
invariant unter der Weylgruppe.

2.3 Klassifikation von Wurzelsystemen

Definition 2.3.1. Gegeben ein Wurzelsystem R mit Basis II definiert man sei-
ne Cartan-Matrix als die (I x IT)-Matrix mit ganzzahligen Eintridgen alias die
Abbildung (IT x IT) — Z gegeben durch

C(R) = ({@, 8"))apen

Diese Matrix héngt, da nach 2.2.8 je zwei Basen durch genau ein Element der
Weylgruppe ineinnder iiberfithrt werden kdnnen, im Wesentlichen nicht von der
Wabhl unserer Basis ab.
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Ergdnzung 2.3.2. Genauer kann man die Menge B aller Basen des Wurzelsys-
tems R betrachten, dann im Produkt B x R die Teilmenge 7 aller Paare (II, «)
bestehend aus einer Basis II und einer Wurzel o € I1, und schlieBlich die Menge

I(R) := W\T

der Bahnen der Weylgruppe auf 7. Diese Menge [I(R) hingt dann von keinerlei
Wahlen mehr ab, man mag sie die universelle Basis des Wurzelsystems 2 nennen,
und wir konnen damit die Cartan-Matrix C'(R) auffassen als eine von keinerlei
Wahlen mehr abhingige (II(R) x II(R))-Matrix.

2.3.3. Die Cartan-Matrizen zu Wurzelsystemen haben typischerweise nur sehr
wenige von Null verschiedene Eintrdge. Dariiber hinaus stehen auf der Diago-
nalen nur Zweier, aulerhalb der Diagonalen sind alle Eintridge nichtpositiv, und
es gilt

0 < o, 87)(B,a") <4

sowie (o, 8Y) = 0 & (8,aY) = 0. Es ist deshalb moglich, die in der Cartan-
Matrix eines Wurzelsystems enthaltene Information sehr iibersichtlich graphisch
darzustellen durch das sogenannte Dynkin-Diagramm, das wie folgt gebildet
wird: Man malt zunéchst fiir jede einfache Wurzel o € 1I einen dicken Punkt;
dann verbindet man je zwei Punkte o # (3 durch einen ({«, 3Y)(5, a"))-fachen
Strich bzw. gar nicht, falls gilt ((«, 3¥) (3, ")) = 0; und schlieBlich versieht man
die 2-fachen und 3-fachen Striche mit einem Pfeil in Richtung der Wurzel o mit
(a, BY) = —1, d.h. in Richtung der kiirzeren Wurzel beziiglich eines und damit
jedes weylgruppeninvarianten Skalarprodukts.

Lemma 2.3.4. Ein Wurzelsystem iiber einem gegebenen Korper wird durch sein
Dynkindiagramm eindeutig festgelegt bis auf Isomorphismus.

Beweis. Man kann ein Wurzelsystem bis auf Isomorphismus aus seinem Dynkin-
diagramm rekonstruieren wie folgt: Man bildet den freien Vektorraum V iiber den
Knoten des Diagramms, nennt die zu den Knoten gehorigen Vektoren ,.einfache
Wurzeln®, erklart dann zu jeder einfachen Wurzel « eine ,,einfache Spiegelung*
mithilfe der in unserem Diagramm enthaltenen Information gewisser ganzer Zah-
len (3, o) auf den einfachen Wurzeln durch

So B B—{(B,a)

und durch lineare Fortsetzung auf ganz V', und erhilt das Wurzelsystem zuriick als
die Vereinigung der Bahnen der einfachen Wurzeln unter der von den einfachen
Spiegelungen erzeugten ,,Weylgruppe*. [

Lemma 2.3.5. Ein Wurzelsystem ist unzerlegbar genau dann, wenn sein Dynkin-
diagramm zusammenhdngend ist.
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Beweis. Dal} jede Zerlegung eines Wurzelsystems eine Zerlegung seines Dyn-
kindiagramms induziert, scheint mir offensichtlich. Zerfillt umgekehrt das Dyn-
kindiagramm eines Wurzelsystems in zwei untereinander unverbundene Teile, so
kommutieren alle einfachen Spiegelungen zum einen Teil mit allen einfachen
Spiegelungen zum anderen Teil, und wir erhalten erst eine Zerlegung der Weyl-
gruppe in ein Produkt zweier miteinander kommutierender Untergruppen und dar-
aus dann auch eine Zerlegung unseres Wurzelsystems. [

Proposition 2.3.6 (Klassifikation unzerlegbarer Wurzelsysteme). Das Bilden
des Dynkindiagramms liefert eine Bijektion

Unzerlegbare abstrakte Endliche Diagramme,
Wurzelsysteme, = die in nebenstehender Liste
bis auf Isomorphismus aufgefiihrt sind

2.3.7. Ich verzichte darauf, genauer zu prizisieren, was unter so einem Diagramm
genau zu verstehen sein soll, und wann zwei Diagramme als gleich anzusehen
sind.

Beweis. Das Dynkin-Diagramm jedes unzerlegbaren Wurzelsystems muf3 nach
2.3.5 zusammenhingend sein. Weiter muf} die Weylgruppe eines Wurzelsystems
auf dem QQ-Spann der Wurzeln als endliche Spiegelungsgruppe operieren. Da-
mit landet die Abbildung aus unserer Proposition zumindest in zusammenhingen-
den Diagrammen. Der zu einem Dynkindiagramm gehorige Coxetergraph entsteht
nach 2.1.16 aus dem Dynkindiagramm, indem man Doppelkanten als Kanten der
Wertigkeit 4 interpretiert und Dreifachkanten als Kanten der Wertigkeit 6. Ein kur-
zer Blick auf Seite 40 zeigt dann, daf nur die Diagramme unserer nebenstehenden
Liste als Dynkin-Diagramme unzerlegbarer Wurzelsysteme in Frage kommen, so
daB die Abbildung aus der Propsition wirklich in der angegebenen Menge landet.
Thre Injektivitidt haben wir bereits als Lemma 2.3.4 gezeigt. Es bleibt, ihre Surjek-
tivitdt nachzuweisen. Das zeigt man, indem man das Argument aus dem Beweis
von diesem Lemma umkehrt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
als Grundkorper Q annehmen. Gehen wir von einem der Diagramm unserer Liste
aus, so muf} nach der Klassifikation endlicher Spiegelungsgruppen die wie dort
konstruierte ,,Weylgruppe* endlich sein und die ,.einfachen Spiegelungen miis-
sen die von den ,,einfachen Wurzeln* erzeugte Untergruppe festhalten, ja die gan-
ze ,,Weylgruppe* muf} das tun. Damit ist klar, dal die Vereinigung der Bahnen der
,einfachen Wurzeln* unter der ,,Weylgruppe* alle Eigenschaften eines Wurzel-
systems erfiillt mit einer Ausnahme: Unklar bleibt, warum auf jeder Ursprungs-
gerade nicht mehr als zwei Elemente dieser Vereinigung liegen konnen sollten.
Wegen unserer Ganzheitseigenschaften miilte dann jedoch in dieser Vereinigung
ein Vektor und sein Doppeltes liegen. Wihlen wir nun ein unter der Weylgruppe
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Q =x=.

Dieses Bild zeigt alle Dynkindiagramme unzerlegbarer Wurzelsysteme. Wir
kennen es bereits von Seite ??, wo wir kompakten Liegruppen derartige Bilder
zugeordnet hatten. Die Zahl n meint wie dort jeweils die Zahl der Knoten.

72



invariantes Skalarprodukt, so ist das Lingenverhéltnis zwischen zwei ,.einfachen
Wurzeln®, das man ja am Dynkindiagramm ablesen kann, nie 1 : 2, und dieser
Widerspruch beendet den Beweis. O

Korollar 2.3.8 (Klassifikation von Wurzelsystemen). Das Bilden des Dynkin-
diagramms liefert eine Bijektion

Endliche Diagramme, deren

Abstrakte Wurzelsysteme, ~ Zusammenhangskomponenten
bis auf Isomorphismus alle in nebenstehender Liste
aufgefiihrt sind

Beweis. Das folgt leicht aus dem Vorhergehenden. Ich verzichte darauf, genauer
zu prazisieren, was auf der rechten Seite mit einer Zusammenhangskomponente
eines Diagramms gemeint sein soll und wann zwei Diagramme als gleich anzuse-
hen sind. ]

Proposition 2.3.9 (Wurzelwege zu einer positiven Wurzel). Sei R > RT D II
ein Wurzelsystem mit einem System positiver Wurzeln und der zugehorigen Basis.
Gegeben eine positive Wurzel B € R gibt es eine Folge von einfachen Wurzeln
A1y ..., Mit = a1+ ...+ «, derart, daf jede Teilsumme o1 + . . . + «; auch
eine Wurzel ist.

2.3.10. Eine feinere Aussage macht die anschlieBende Proposition 2.3.11. Wir
nennen eine Folge von Teilsummen wie in der Proposition, die in jedem Schritt
nur um eine einfache Wurzel weitergeht, einen Wurzelweg zu unserer positiven
Wurzel.

Beweis. Gibt es eine einfache Wurzel o # [ mit (5,«") > 0, so ist auch
Sa8 = B — (B, a¥)« eine positive Wurzel und wir haben gewonnen mit Induktion
und unseren Erkenntnissen zu Wurzelketten 2.1.20. Ist 3 einfach, so ist nichts zu
zeigen. Ist sonst (3 nicht einfach und gilt (5, ") < 0 fiir alle einfachen Wurzeln,
so miiiten die einfachen Wurzeln zusammen mit (3 linear unabhingig sein nach
unserem Lemma 1.8.7 iiber Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln, und das ist
unmoglich. [

Proposition® 2.3.11 (Wurzelwege zwischen positiven Wurzeln). Gegeben ein
Wurzelsystem mit einem System positiver Wurzeln und der zugehorigen Basis R D
R D I und positive Wurzeln o, 5 € R mit § € o + |R™) gibt es eine Folge
von einfachen Wurzeln o, ..., o, mit = a + aq + ... + «, derart, daf jede
Teilsumme o + oy + . .. + «; auch eine Wurzel ist.

Beweis. In der Tat, seien s; die Spiegelungen zu «;. Sie erzeugen eine Untergrup-
pe der Weylgruppe, und da die Kerne der o bereits Winde zu einer Kammer der
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ganzen Weylgruppe sind, miissen sie erst recht Winde zu einer Kammer dieser
von Spiegelungen erzeugten Untergruppe sein. Gibt es ein s; mit s;8 € S+Z o,
so konnen wir mit 2.1.20 und Induktion iiber n argumentieren. Sonst liegt 5 im
,»Abschluf} der antidominanten Kammer zu den s;*, ausgeschrieben also in der
Menge {\ € (R)g | (A, a)) < 0}. Ahnlich kdnnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit auch annehmen, daf3 o im ,,Abschluf} der dominanten Kammer
zu den s; liegt. Dann aber miifiten beide Wurzeln im Schnitt dieser Kammer-
abschliisse liegen, also von allen s; festgehalten werden, und das kann nur sein,
wenn sie gleich sind. 0

Ubungen

Ubung 2.3.12. Gegeben ein unzerlegbares Wurzelsystem R C V ist V eine irre-
duzible Darstellung der Weylgruppe, besitzt also aufler 0 und V' keine unter der
Weylgruppe stabilen Teilrdume.

Ubung 2.3.13 (Lange und kurze Wurzeln). Man zeige: Gegeben ein unzerlegba-
res Wurzelsystem gibt es unter der Weylgruppe héchstens zwei Bahnen von Wur-
zeln, und diese sind auch jeweils selbst Wurzelsysteme. Genauer sind je zwei Wur-
zeln derselben Linge unter einem weylgruppeninvarianten Skalarprodukt konju-
giert unter der Weylgruppe. Hinweis: 2.3.12.

Ubung 2.3.14. Ein Wurzelsystem, in dessen Dynkindiagramm keine mehrfachen
Striche auftauchen, heiflt einfach geschniirt oder englisch simply laced. Man
zeige: Gleichbedeutend ist, daf} es ein weylgruppeninvariantes Skalarprodukt gibt,
unter dem alle Wurzeln dieselbe Lénge haben, und gleichbedeutend ist weiter, dal3
gilt [{a, V)| < 1 fiir alle Wurzeln «, 5 mit o # +.

2.4 Hochste Wurzel und fundamentaler Alkoven®

Definition 2.4.1. Gegeben V' O R D R ein Vektorraum mit einem Wurzelsys-
tem und einem System positiver Wurzeln definieren wir eine partielle Ordnung >
auf V' durch die Vorschrift ;1 > A, wenn gilt © € A + |R™) fiir |[RT) das von R*
erzeugte Untermonoid von V.

Proposition 2.4.2. Gegeben R O R™ ein unzerlegbares Wurzelsystem mit einem
System positiver Wurzeln gibt es in R stets eine hochste Wurzel, als da heifst,
eine Wurzel A € Rmit A € o + |R") alias A > « fiir alle « € R, und es gilt
(A,aY) > 0Va € R

2.4.3. Offensichlich kommen bei einer Darstellung der hochsten Wurzel als Sum-
me von einfachen Wurzeln alle einfachen Wurzeln als Summanden vor. Dassel-
be muf} dann auch im dualen Wurzelsystem gelten. Das hinwiederum zeigt, dal3
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Die Koeffizienten an jedem Knoten in diesem Bild sind die Koeffizienten der
entsprechenden einfachen Wurzel bei einer Darstellung der hochsten Wurzel als
Linearkombination der einfachen Wurzeln. Es mag eine gute Ubung sein, diese

Tafel zu iiberpriifen.
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auch bei der Darstellung der hochsten kurzen Wurzel v, also der hochsten Wurzel
des Systems aller kurzen Wurzeln alle einfachen Wurzeln des Gesamtsystems als
Summanden vorkommen miissen und daB gilt auch (v, oY) > 0 Vo € R*.

Beweis. Sicher gibt es eine maximale Wurzel A in Bezug auf unsere Ordnung
2.4.1. Es reicht zu zeigen, dal} es hochstens eine maximale Wurzel gibt. Sicher gilt
A € R™ fiir jede maximale Wurzel A. Sicher gilt sogar (A, 3Y) > 0 V5 € R™,
sonst hitten wir ja sg(A) > A. Sei Il die in R enthaltene Basis von R und

A:Znaa

So folgt (o, 3¥) = 0 fiir alle « € II mit n, # 0 und § € II mit ng = 0. Da wir
unser Wurzelsystem unzerlegbar angenommen hatten, folgt sofort n, > 0 fiir alle
a € I1. Ist k = ) m,« eine weitere maximale Wurzel, so folgt ¥ = 3 [« mit
lo > O fiir alle a € 11, da es nach 2.1.12 eine Identifikation des zugrundeliegenden
Vektorraums mit seinem Dualraum gibt, unter der alle Wurzeln positiven Viel-
fachen ihrer Kowurzeln entsprechen. Damit folgt (A, k") = > I, (A, ") > 0.
Natiirlich ist
se(A) = A — (A, k")K

auch eine Wurzel. Nehmen wir zusitzlich A # x an, so ist nach unseren Erkennt-
nissen iiber Paare von Wurzeln dann auch A — x eine Wurzel. Ist sie positiv, so war
x nicht maximal. Ist sie negativ, so war A nicht maximal. In jedem Fall erhalten
wir einen Widerspruch und es folgt A = k. [

Satz 2.4.4 (Winde des fundamentalen dominanten Alkoven). Gegeben ein un-
zerlegbares Wurzelsystem iiber einem angeordneten Korper mit einem ausgezeich-
neten System positiver Wurzeln hat der fundamentale dominante Alkoven seiner
affinen Weylgruppe aufler den Wiinden der dominanten Weylkammer nur noch ei-
ne weitere Wand. Sie besteht aus den Punkten, auf denen die hochste Kowurzel
den Wert Eins annimmt.

2.4.5. Mit der hochsten Kowurzel meinen wir die hochste Wurzel des dualen
Wurzelsystems in Bezug auf das durch die Kowurzeln unserer positiven Wurzeln
bestimmte System positiver Wurzeln darin. Wir meinen nicht die Kowurzel zur
hochsten Wurzel.

Beweis. Die Spiegelebenen der affinen Weylgruppe sind ja gerade die Punkte, auf
denen eine Kowurzel einen ganzzahligen Wert annimmt. Nehmen an einer Stelle
alle einfachen Kowurzeln positive Werte an und die hochste Kowurzel einen Wert
kleiner als Eins, so nehmen dort alle Kowurzeln einen Wert zwischen Null und
Eins an. Der Rest des Arguments kann dem Leser iiberlassen bleiben. [
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2.4.6. Die Bilder auf Seite 47 zeigen die Coxetergraphen der affinen Weylgruppen
aller unzerlegbaren Wurzelsysteme.

Ergdnzung 2.4."7. Gegeben eine nichttriviale endliche Spiegelungsgruppe bezeich-
net man den Quotienten

2(Zahl der Spiegelungen)/(Zahl der Winde eines Alkoven)

als die Coxeterzahl unserer endlichen Spiegelungsgruppe. Sie ist eine natiirliche
Zahl, genauer kann sie auch beschrieben als die Ordnung des Produkts aller Spie-
gelungen an den Winden eines festen Alkoven: Alle derartigen Produkte, in be-
liebiger Reihenfolge und fiir beliebige Alkoven, bilden eine Konjugationsklasse,
so daB es hier auf Wahlen nicht ankommt.

Ergdnzung 2.4.8. Gegeben ein unzerlegbares Wurzelsystem R definiert man seine
duale Coxeterzahl als (p, AY) + 1 fiir p die Halbsumme der Wurzeln aus einem
System positiver Wurzeln und A die hochste Wurzel dieses Systems.

2.4.9 (Klassifikation von Wurzelsystemen nach Vogan). Sei R ein unzerlegba-
res Wurzelsystem und «, .. ., o, eine Basis und oy := — das Negative der der
hochsten kurzen Wurzel. So gilt eine Relation der Gestalt

ag+nog +...+na, =0

und alle n; sind darin positive natiirliche Zahlen nach 2.4.3, in Formeln n; > 1,
und es gilt (ap, o) < 0 fiir 1 <4 < r. Sicher gilt fiir 0 < j < r die Identitét

(a0, of ) +nifar, ) + ...+ 1oy, af ) =0

Nun nehmen wir erst einmal zusitzlich an, unser Wurzelsystem sei einfach ge-
schniirt, also [{a, 8¥)| < 1 fiir alle o, 8 € R mit &« # £/, und es habe mehr
als zwei Wurzeln, also oy # —a; fiir 1 < ¢ < r, so folgt <ai,a}/) € {0,—1}
falls i # j. Malen wir dann das sogenannte ,,erweiterte Dynkindiagramm*, also
je einen fetten Punkt alias Knoten fiir jede der Wurzeln og, a1, ..., @, und da-
zwischen jeweils einen Verbindungsstrich falls (a;, o) = —1, und schreiben den
Wert n; an den Knoten a; und den Wert 1 an den Knoten «ay, so bedeutet obige
Relation in Worten: An jedem Knoten ist die Summe der Werte der Nachbarkno-
ten das Doppelte des Wertes unseres Knotens selber. Malen wir im folgenden der
besseren Ubersichtlichkeit halber fiir o einen Stern statt einem fetten Punkt, so
konnen wir leicht sehen, welche Moglichkeiten das 1463t. Der geneigte Leser sollte
die Argumentation anhand des nebenstehenden Bildes unschwer nachvollziehen
konnen. Als Endresultate bleiben nur die Diagramme fln firn > 2, Dn firn > 4,
und E,, fiirn = 6,7, 8 aus nebenstechendem Diagramm mit jeweils n + 1 Knoten

7



78



und n einfachen Wurzeln. Nun gehen wir noch die Klassifikation der nicht ein-
fach geschniirten unzerlegbaren Systeme an. Wir wissen bereits aus 2.3.13, dal3 es
darin genau zwei Wurzelldngen gibt. Mithin gibt es auler Kanten hochstens eine
Sorte von mehrfachen Pfeilen. Es ist klar, da3 wir bei einem einfach geschniir-
ten Diagramm mit einem Automorphismus der Ordnung Zwei oder Drei landen,
wenn wir der Teil unseres Diagramms aus langen Wurzeln je nach dem Lingen-
verhiltnis der langen und kurzen Wurzeln durch zwei oder drei disjunkte Kopien
ersetzen und unsere mehrfachen bepfeilten Kanten von langen zu kurzen Wurzeln
durch je eine einfache Kante von jeder der Kopien. So erhalten wir eine einein-
deutige Entsprechung zwischen bewerteten erweiterten Dynkindiagrammen mit
mehrfachen Pfeilen und einfach geschniirten bewerteten erweiterten Dynkindia-
grammen mit einem Automorphismus der Ordnung Zwei oder Drei, bei dem es
keine Kanten zwischen verschiedenen Punkten ein- und derselben Bahn gibt und
unter dem der ausgezeichnete Punkt fest bleibt. So erhalten wir die zusitzlichen
Moglichkeiten, die in nebenstehendem Bild dargestellt sind. Ich habe mir nicht
iberlegt, ob man beim Nachweis der Existenz von Wurzelsystemen mit diesen er-
weiterten Dynkindiagrammen noch Teile der Argumentation weiter vereinfachen
kann. Die ihrerseits leicht zu zeigende Proposition 1.10.4 zeigt sofort, dal unsere
erweiterten Dynkindiagramme alle durch Vektoren in Skalarproduktraumen reali-
siert werden konnen. Dann muf3 man nur verwenden, da3 das Gruppenerzeugnis
der einfachen Wurzeln Weylgruppenstabil ist und jeweils nur endlich viele Vekto-
ren gegebener Lange enthilt, so dal die Weylgruppe selber endlich sein muB.

Ubungen

Ubung 2.4.10 (Hochste Wurzeln und Kowurzeln). Wir iibernehmen die Nota-
tionen aus 2.2.17. Man zeige:

Typ B,,: Die hochste Wurzel ist £ + €9, die hochste Kowurzel die Kowurzel zur
Wurzel e1;

Typ D,,: Die hochste Wurzel ist €1 + €5;

Typ C,,: Die hochste Wurzel ist 2¢, die hochste Kowurzel die Kowurzel zur Wur-
zel €1 + 9.

Ergiinzende Ubung 2.4.11. Gegeben ein Wurzelsystem R iiber einem angeord-
neten Korper mit einem System positiver Wurzeln R gibt es fiir seine affine
Weylgruppe genau einen Alkoven, der in der dominanten Kammer enthalten ist
und in dessen Abschluf3 der Ursprung liegt. Er heilit der fundamentale domi-
nante Alkoven. Alle Winde der dominanten Weylkammer sind auch Winde des
fundamentalen dominanten Alkoven.
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2.5 Affine Spiegelungsgruppen und Wurzelsysteme*

2.5.1. Gegeben ein Wurzelsystem in einem Vektorraum iiber einem Korper der
Charakteristik Null nennen wir die von seiner Weylgruppe und den Verschiebun-
gen um Wurzeln erzeugte Gruppe von affinen Bewegungen unseres Vektorraums
die affine Weylgruppe unseres Wurzelsystems und sprechen von der endlichen
Weylgruppe, wenn wir besonders betonen wollen, daB nicht diese affine Weyl-
gruppe gemeint ist. Ist & C V unser Wurzelsystem, so bezeichnen wir seine af-
fine Weylgruppe mit YV = W(R). Bezeichnet W die endliche Weylgruppe und
(R) C V das Wurzelgitter, so haben wir demnach eine kurze exakte Sequenz
(R) < W — W, wobei die Surjektion jeder affinen Bewegung aus )V ihren
linearen Anteil zuordnet.

2.5.2 (Terminologie bei affinen Weylgruppen). Diese Terminologie weicht von
der in der Literatur iiblichen Terminologie ab. Bourbaki definiert die affine Weyl-
gruppe eines Wurzelsystems R C V als die affine Spiegelungsgruppe W,(R) C
Aff*(V*), die wir die affine Spiegelungsgruppe des dualen Wurzelsystems nen-
nen und W(R") notieren. Ich will Bourbaki’s Konventionen nicht folgen, weil
im folgenden bei der Darstellung einer halbeinfachen Gruppe oder Liealgebra mit
Wurzelsystem R die Gruppe W(R) die groBere Rolle spielen wird. Ich will nenne
W(RY) die duale affine Weylgruppe von R.

Satz 2.5.3 (Affine Spiegelungsgruppen und Wurzelsysteme). Das Bilden der
affinen Weylgruppe liefert iiber jedem angeordneten Korper eine Bijektion auf
Isomorphieklassen

{Wurzelsysteme} = {essentielle affine Spiegelungsgruppen}

2.5.4. Wir brechen den Beweis in eine Reihe von Lemmata auf. Genauer zeigen
wir in 2.5.5, daB} die affine Weylgruppe eines Wurzelsystems in der Tat eine essen-
tielle affine Spiegelungsgruppe ist, und konstruieren in 2.5.9 und seinem Beweis
eine inverse Abbildung. Die Wurzelsysteme selbst wurden bereits in 2.3.6 voll-
standig klassifiziert.

Lemma 2.5.5 (Affine Weylgruppen als affine Spiegelungsgruppen). Die affi-
ne Weylgruppe eines Wurzelsystems R iiber einem angeordneten Korper ist eine
affine Spiegelungsgruppe und ihre Spiegelebenen sind genau die affinen Ebenen
Huni={v ] (v,a") =n} =ker(a’) + (n/2)a fiira € Rundn € Z.

Beweis. Wir betrachten die Menge H := {H,, | « € R, n € Z} von Hyper-
ebenen. Die Spiegelungen s, ,, mit Fixpunktmenge H, , und linearem Anteil s,
stabilisieren H, und da ‘H auch lokal endlich ist, muB3 4 nach 1.6.1 gerade die
Menge aller Spiegelebenen der von den s, ,, erzeugten affinen Spiegelungsgruppe
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Die acht Vektoren eines Wurzelsystems vom Typ Bs in der Papierebene und die
Spiegelebenen seiner affinen Weylgruppe.
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W' sein. Offensichtlich gilt W' C W, aber da 5,154, gerade die Verschiebung
A — A+ a um die Wurzel o € R ist, gilt auch umgekehrt YW C W' und mithin
wW=Ww. H

Definition 2.5.6. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe hei3t ein Punkt des zu-
grundeliegenden affinen Raums ein spezieller Punkt, wenn es fiir jede Spiegele-
bene unserer Gruppe eine parallele Spiegelebene unserer Gruppe gibt, die durch
besagten Punkt geht.

Beispiel 2.5.77. Die speziellen Punkte der affinen Weylgruppe eines Wurzelsys-
tems iiber einem angeordneten Korper sind genau die Punkte, an denen alle Ko-
wurzeln ganzzahlige Werte annehmen. Sie heilen die ganzen Gewichte unseres
Wurzelsystems.

Lemma 2.5.8 (Existenz spezieller Punkte). Fiir jede affine Spiegelungsgruppe
gibt es mindestens einen speziellen Punkt.

Beweis. Betrachten wir einen Alkoven der Spiegelungsgruppe aller linearen An-
teile unserer affinen Spiegelungsgruppe und wihlen fiir jede Wand dieses Alko-
ven einen darauf senkrechten Vektor, so sind besagte Vektoren linear unabhéingig
nach 1.8.6. Wihlen wir zu jeder Spiegelung an einer dieser Winde ein Urbild in
der affinen Spiegelungsgruppe, so haben die zugehorigen affinen Spiegelebenen
folglich nichtleeren Schnitt. Wir behaupten, daf jeder Punkt aus diesem Schnitt
ein spezieller Punkt ist. In der Tat erzeugen ja unsere Urbilder eine Untergruppe
unserer affinen Spiegelungsgruppe, die besagten Punkt festhilt und die surjektiv
auf die Gruppe aller linearen Anteile unserer affinen Gruppe geht. 0

Lemma 2.5.9 (Essentielle affine Spiegelungsgruppen). Jede essentielle affine
Spiegelungsgruppe ist isomorph zur affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems.

Beweis. Sei (W, E) unsere Spiegelungsgruppe. Wir wihlen ein invariantes Ska-
larprodukt auf dem Richtungsraum. Die Parallelitiit ist eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller ihrer Spiegelebenen, und jede Parallelenklasse von Spiegele-
benen ist offensichtlich von der Gestalt

{H + nv}neZ

fiir eine Spiegelebene [ und einen darauf senkrechten Richtungsvektor v. Die
Verschiebung um o = 2v gehort notwendig zu W als die Verkniipfung sz, 0 Sg.
Bezeichnet nun R die Menge aller so konstruierten Vektoren o und ist e € F ein
spezieller Punkt und W, seine Isotropiegruppe, so schrinkt die Verkniipfung in
unserer Gruppe ein zu einer Bijektion

~

W, x (R) 5 W
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Eine affine Spiegelungsgruppe, die genau genommen nicht orthogonal ist fiir die
Standardmetrik der Papierebene. Eingezeichnet ein spezieller Punkt e, doppelt
schraffiert ein Alkoven mit e im Abschlu3. Das Sechseck darum besteht aus
zwolf Alkoven, die die Bahn des doppelt schraffierten Alkoven unter der
Isotropiegruppe W, bilden. Durch Verschieben dieses Sechsecks mit den
Vektoren des Wurzelgitters erhalten wir ,.eine iiberlappungsfreie Uberdeckung
der Ebene*. Das illustriert unsere Erkenntnis

W, x (R) = W

aus dem Beweis von Lemma 2.5.9.
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In der Tat liegen namlich alle Spiegelungen bereits im Bild dieser Abbildung und
die Injektivitit ist eh klar. Ist IV essentiell, so spannt folglich i den Raum der
Richtungsvektoren auf. Weiter ist mit e auch o + e ein spezieller Punkt fiir alle
a € R, und das zeigt umgehend, dal 12 ein Wurzelsystem ist und W seine affine
Weylgruppe. [

2.5.10 (Kristallographische endliche Spiegelungsgruppen). Ist eine endliche
lineare reelle Spiegelungsgruppe kristallographisch und ist der Ursprung ihr ein-
ziger Fixpunkt, so ist sie die Isotropiegruppe des Ursprungs in einer essentiellen
affinen Spiegelungsgruppe. In der Tat besitzt jede Spiegelebene dann eine Glei-
chung, die auf dem Gitter nur ganzzahlige Werte annimmt. Alle Parallelen durch
Gitterpunkte zu Spiegelebenen bilden deshalb ein lokal endliches System von Hy-
perebenen und nach 1.6.1 ist dieses System das Sytem aller Spiegelebenen einer
affinen Spiegelungsgruppe, von der man leicht sieht, daB sie essentiell sein muf.

2.5.11 (Klassifikation der affinen reellen Spiegelungsgruppen). Wir haben da-
mit die affinen reellen Spiegelungsgruppen vollstiandig klassifiziert: Nach 1.12.7
zerfillt jede affine reelle Spiegelungsgruppe in einen endlichen und einen essenti-
ellen Faktor, deren Isomorphieklassen eindeutig bestimmt sind. Nun gibt 1.9.7 im
Verbund mit 1.9.5 eine Klassifikation der endlichen Spiegelungsgruppen durch
ihre Coxeter-Graphen zusammen mit der Dimension ihrer Fixpunktmenge, und
2.5.3 gibt eine Klassifikation der essentiellen affinen Spiegelungsgruppen durch
Wurzelsysteme, die hinwiederum nach 2.2.14 eindeutig in unzerlegbare Wurzel-
systeme zerfallen. Diese unzerlegbaren Wurzelsysteme schlieBlich haben wir in
2.3.6 durch ihre Dynkin-Diagramme klassifiziert.

2.5.12 (Coxetergrapen affiner Spiegelungsgruppen). Wir bestimmen nun die
Coxetergraphen der affinen Weylgruppen unserer Wurzelsysteme. Es reicht, das
fiir unzerlegbare Wurzelsysteme zu leisten. Der Weg ist durch 2.4.4 vorgezeich-
net: Gegeben ein unzerlegbares Wurzelsystem R mit Basis [I C R bestimmen
wir zunichst v € R derart, daB v € R" die hochste Kowurzel ist. Dann bilden
wir die Matrix der (o, 8¥) mit o, 5 € II U {—~} und stellen diese Information
wieder in Form eines Diagramms dar, das wir in diesem Fall das erweiterte Dyn-
kindiagramm unseres Wurzelsystems nennen. Wir notieren dabei den einzigen
zusitzlich moglichen Fall (o, 8Y) = —2 = (3, ") durch einen Doppelstrich mit
Pfeilen in beide Richtungen. AuBlerdem schreiben wir an jeden Knoten o € II
seinen Koeffizienten n,, in der Darstellung

7= o
a€ll
unserer Wurzel v mit der hochsten Kowurzel, so da3 nur der zusitzliche Knoten

keinen Koeffizienten hat. Die so entstehenden erweiterten Dynkindiagramme sind
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Die erweiterten Dynkindiagramme. Die Koeffizienten an jedem Knoten in
diesem Bild sind die Koeffizienten der entsprechenden einfachen Wurzel bei
einer Darstellung der Wurzel mit der hochsten Kowurzel als Linearkombination
der einfachen Wurzeln. Es mag eine gute Ubung sein, diese Tafel zu iiberpriifen.
Ich schlage die Notation Z fiir das erweiterte Dynkindiagramm zu einem
Dynkindiagramm Z vor, da die Notation Z bereits fiir das dual erweiterte
Diagramm vergeben ist.
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in nebenstehendem Bild aufgelistet. Die Coxeterdiagramme der affinen Weylgrup-
pen liest man daraus ab, indem man wie bei den normalen Dynkindiagrammen
vorgeht und zusitzlich etwaige doppelt bepfeilte Doppelkanten in mit co bezeich-
nete Kanten umwandelt. Die zugehorigen Cosinusmatrizen haben nach 2.1.16 die
Eintrige

lal = (e, 8Y) /2) 118

und entstehen also aus der ,.erweiterten Cartanmatrix* der («, 5V) bis auf den
Faktor 2 durch Konjugation mit der Diagonalmatrix der Lingen unserer Wurzeln.
Natiirlich gilt

0= <_776v> + ZR(X(Oé,Bv)

fiir alle 5 und wir erhalten so einen von Null verschiedenen Vektor mit nichtnega-
tiven Eintragen im Kern der ,,erweiterten Cartanmatrix“ und dann durch Multipli-
kation mit unserer Diagonalmatrix auch einen von Null verschiedenen Vektor mit
nichtnegativen Eintrdgen im Kern der Cosinusmatrix der affinen Weylgruppe. Das
ist genau der Vektor, den wir beim Beweis von 1.11.1 haben vom Himmel fallen
lassen.

Ergdnzung 2.5.13 (Terminologisches zu erweiterten Dynkindiagrammen). Der
graphe de Dynkin complété oder deutsch das ,,vervollstindigte Dynkindiagramm*
im Sinne von Bourbaki ist zu unserem erweiterten Dynkindiagramm dual in dem
Sinne, daf} die Konstruktion unseres erweiterten Dynkindiagramms beschrieben
werden kann als die Verkettung ,.drehe alle Pfeile um®, ,,bilde dann den graphe de
Dynkin complété*“ und ,,drehe wieder alle Pfeile um*. Man erhilt es, indem man
dieselbe Konstruktion mit ITLI{—A} fiir A die hochste Wurzel durchfiihrt, die wir
mit IT LI {—~} fiir v die Wurzel zur hochsten Kowurzel durchgefiihrt haben. Ich
nenne es das dual erweiterte Dynkindiagramm.
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Eine Liste aller zusammenhiingenden Coxetergraphen zu essentiellen reellen
affinen Spiegelungsgruppen. Die Notation kommt daher, dal der Graph der
dualen affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems vom Typ Z stets Z notiert wird.
Der Index ist insbesondere jeweils um eins kleiner als die Knotenzahl. Die
Zahlen an den Punkten bilden jeweils einen Vektor im Kern der Cosinusmatrix
des entsprechenden Coxetergraphen.
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3 Coxetergruppen als Spiegelungsgruppen

3.1 Spiegelungsgruppen zu Coxetermatrizen

3.1.1. Gegeben eine endliche Menge S verstehen wir wie in 1.9.2 unter einer
Coxetermatrix mit durch S indizierten Zeilen und Spalten eine Abbildung
m: S xS — NU{co} mitm(s,t) =m(t,s) Vs,t € Sundm(s,s) =1Vse S
und m(s,t) > 2 falls s # t.

3.1.2. Fiir eine endliche Menge S und eine symmetrische (S x .S)-Matrix m :
S xS — {1,2,...,00} konnen wir den freien Vektorraum £ := RS iiber S
bilden mit seiner kanonischen Basis (e,)scs und darauf eine symmetrische Bili-
nearform ( , ) erkldren durch die Vorschrift (e,, ;) := — cos(m/m(s,t)). Unter
der Annahme m(s,s) # 2 konnen wir weiter in GL(E) die lineare Abbildung
mit Fixpunktmenge {v € E | (e5,v) = 0} und (—1)-Eigenraum Re, betrachten.
Diese lineare Abbildung notieren wir s oder oft auch einfach s und nennen sie
die einfache Spiegelung zum Index s € S. Die von den einfachen Spiegelungen
erzeugte Untergruppe
W c GL(E)

nenne ich die Spiegelungsgruppe zur Coxetermatrix m. Die Linge [(w) eines
Elements von W erkliren wir als die Liange einer kiirzestmoglichen Darstellung
von w als Produkt einfacher Spiegelungen. Dann gilt sicher detw = (—1)"®)
und folglich I(w) # l(ws) fir jede einfache Spiegelung s. Eine kiirzestmogliche
Darstellung eines Elements w € W als Produkt einfacher Spiegelungen heil3t eine
reduzierte Darstellung von w.

3.1.3. Ich schlage fiir die so entstehende definierende Darstellung unserer Spie-
gelungsgruppe W die Bezeichnung als wurzlige Darstellung vor, da in ihr alle
einfachen Spiegelungen verschiedene (—1)-Eigenrdume haben und da diese (—1)-
Eigenrdume im Fall der Weylgruppe eines Wurzelsystems gerade die durch die
Wurzeln erzeugten Geraden sind.

3.1.4. Gegeben eine Coxetermatrix betrachten wir zu ihrer Spiegelungsgruppe
W c GL(F) auch die kontragrediente Operation von W auf dem Dualraum E*,
fiir die ich die Bezeichnung als alkovische Darstellung vorschlage. In £* ist die
Fixpunktmenge einer erzeugenden Spiegelung s die Hyperebene H; aller Line-
arformen, die auf e, verschwinden, und s vertauscht beide Halbraume zu dieser
Hyperebene. Negativ gemacht wird der Vektor e} der dualen Basis. Gemeinsame
Verallgemeinerungen dieser beiden Typen von Darstellungen, die insbesondere in
der Darstellungstheorie der sogenannten ,,Kac-Moody-Algebren* von Bedeutung
sind, diskutieren wir in 3.2.9.
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Atde,

Die wurzlige Darstellung im Fall der unendlichen Diedergruppe. in diesem Fall
haben wir (eg, e;) = —1 und folglich te; = e5 +2 e; und entsprechend
se; = e; +2e,. Die Fixpunktmengen beider erzeugenden Spiegelungen fallen
zusammen und bilden eine Gerade mit Richtungsvektor e, 4 e;, die ich
gestrichelt eingezeichnet habe und die unter allen Elementen von W punktweise
fest bleibt. Die Gruppe W besteht aus allen Wortern in s und ¢, bei denen sich
die Buchstaben abwechseln, und je zwei derartige Worter liefern auch
verschiedene Gruppenelemente.
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Die wurzliche Darstellung der Diedergruppe im Sinne von 3.2.9 anzureichert.
Wir denken uns dazu dort einen zusitzlichen Basisvektor J, der senkrecht auch
der Papierebene kommt, indem wir in der dortigen Notation zum Beispiel
(0,e/) = (0,e) = 1 setzen. Auf der affinen Ebene § + R e, +RR e, operiert
unsere Coxetergruppe in der Weise, daf3 die Spiegelebenen paarweise parallele
Geraden sind, ihre Eigenvektoren aber ,,nach au3en zu immer steiler werden*,
wie in obigem Bild angedeutet.
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Die alkovische Darstellung im Fall der unendlichen Diedergruppe. Eingezeichnet
sind die Vektoren der dualen Basis und die Fixpunktmengen der ,,Spiegelungen*
s,t, stsund tst als gestrichelte Geraden. Die Wirkung von s und ¢ ist durch
gepunktelte Doppelpfeile angedeutet, die jeweils Paare von Punkten verbinden,
die vertauscht werden. Vereinigen wir den abgeschlossenen positiven Quadranten
mit allen seinen Bildern unter der 1/ -Operation, so erhalten wir die offene
Halbebene {a e’ +be; | a + b > 0} vereinigt mit dem Ursprung. Zeichnen wir
alle Spiegelebenen ein, so entsteht in dieser offenen Halbebene eine Art
,geoffnetes Buch von der Seite betrachtet, aber natiirlich mit unendlich vielen
Blittern.
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Die alkovische Darstellung zur Coxetermatrix mit zwei Indizes s, ¢t und
Eintrigen m(s, t) = oo in einer anderen Basis, in der der fundamentale Alkoven
etwas spitzer aussieht und dafiir mehr Alkoven einigermallen iibersichtlich
eingezeichnet werden konnen als im vorhergehenden Bild. Die Vereinigung aller
Alkoven alias der Titskegel ist eine offene Halbebene vereinigt mit dem
Ursprung. Es entsteht so eine Art ,,gedffnetes Buch mit unendlich vielen
Blittern®. Jede Parallele zur gestrichelt eingezeichneten Achse ist stabil unter
unserer Spiegelungsgruppe, und mit Ausnahme der gestrichelt eingezeichneten
Achse selber operiert unsere Spiegelungsgruppe dort als eine affine
Spiegelungsgruppe im Sinne von 1.5.2.
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Beispiel 3.1.5. Im Fall der unendlichen Diedergruppe ist die alkovische Darstel-
lung das ,,gedffnete Buch®.

Beispiel 3.1.6. Im Fall der affinen Spiegelungsgruppe (W, E') zu einem unzer-
legbaren Wurzelsystem ist die alkovische Darstellung der Spiegelungsgruppe zu
ihrer Coxetermatrix isomorph zur Linearisierung Lin(F) des affinen Raums F im
Sinne von [ ] 2? mit der offensichtlichen Fortsetzung der Operation von W zu
einer Operation durch Vektorraumautomorphismen.

Beispiel 3.1.7. Eine allgemeine affine Spiegelungsgruppe konnen wir aus der al-
kovische Darstellung der Spiegelungsgruppe ihrer Coxetermatrix zuriickgewin-
nen, indem wir darin den affinen Teilraum betrachten, der nur aus Linearformen
besteht, die auf dem Radikal unserer Bilinearform ( , ) zu einer geeignet vorgege-
benen festen Linearform einschrianken. Im Fall einer affinen Spiegelungsgruppe
(W, E) zu einem unzerlegbaren Wurzelsystem reicht es zu fordern, daB diese feste
Linearform nicht Null sein soll, im allgemeinen muf} das ,,fiir jeden unzerlegbaren
essentiellen affinen Summanden* gefordert werden.

Satz 3.1.8 (Geometrie der alkovischen Darstellung). In der alkovischen Dar-
stellung E* der Spiegelungsgruppe W zu einer Coxetermatrix mit Indexmenge S
betrachten wir die Halbriume HY := {p € E* | (p,es) > 0} und den Alkoven
At :=(..q H}. So gilt:

seS *'s
1. Die Bilder wA™ des Alkoven A" unter Elementen unserer Spiegelungsgrup-

pe w € W sind paarweise disjunkt. Wir nennen sie die Alkoven unserer
alkovischen Darstellung;

2. Die Vereinigung C := o/ wA”" der Bilder des Abschlusses des Alkoven
AT ist eine konvexe und unter der Multiplikation mit nichtnegativen Skala-
ren stabile Teilmenge von E*, der sogenannte Tits-Kegel;

3. Die Elemente unserer Spiegelungsgruppe W, die auf der alkovischen Dar-
stellung als Spiegelungen operieren, haben paarweise verschiedene Spie-
gelebenen, und die Menge aller dieser Spiegelebenen ist die Menge von
Hyperebenen H = {wH, | w € W,s € S};

4. Die Alkoven wA™ sind die maximalen konvexen Teilmengen des Komple-
ments O\ |J ey H der Vereinigung aller Spiegelebenen im Titskegel;

5. Fiir alle einfachen Spiegelungen s € S und alle w € W gilt die Aquivalenz
l(ws) > l(w) & wHI DA™

Beispiel 3.1.9. Im Fall der unendlichen Diedergruppe ist der Titskegel eine offene
Halbebene vereinigt mit dem Ursprung. Im Fall 3.1.6 der Linearisierung einer
affinen Spiegelungsgruppe zu einem unzerlegbren Wurzelsystem ist der Titskegel
ein offener Halbraum vereinigt mit dem Ursprung.
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Beweis. 5. Wir argumentieren wie beim Beweis von 1.9.9. Kennen wir die Im-
plikation =, so erhalten wir automatisch [(ws) < l(w) = wHF N At = () und
damit die Aquivalenz. Die Implikation = zeigen wir durch Induktion iiber (w).
Der Fall [(w) = 0 ist offensichtlich. Gilt [(w) > 0, so finden wir natiirlich ¢t € S
mit [(wt) < [(w) und haben notwendig ¢t # s. Indem wir so lange s oder ¢ von
rechts an w daranmultiplizieren, wie wir die Lange damit kleiner kriegen, finden
wir eine Darstellung w = vu mit u € (s,t), [(vs) > I(v), [(vt) > I(v) und
l(w) = I(v) + I(u). Natiirlich gilt dann auch [(us) > I(u). Falls nun gilt u # w,
so konnen wir die Induktionsannahme auf u anwenden und erhalten uH; D A™.
Wegen H N H,” = (H,N H,;) + AT folgt

wH > Hf n H}

Da in jedem Falle gilt v # 1, konnen wir dann weiter die Induktionsannahme auf
v anwenden und erhalten vH” D A" und vH,” D A*. Zusammen folgt so in der
Tat

wHf =vuH}! D (vHf NvH,") D A"

Es bleibt nur noch, den Fall © = w zu behandeln, also den Fall von Diedergrup-
pen. Der aber kann leicht durch Inspektion geregelt werden.

1. Die Ebenen wH, fiir w € W und s € S bilden ein W/ -stabiles System von
Hyperebenen H in £*, und Teil 5 zeigt insbesondere, da3 keine dieser Hyper-
ebenen unser A" trifft. Insbesondere ist A* eine maximale konvexe Teilmenge
im Komplement der Vereinigung aller Hyperebenen aus H. Je zwei verschiedene
derartige maximale konvexe Teilmengen sind disjunkt nach 1.3.38 und mit A* ist
auch wA™ solch eine maximale konvexe Teilmenge fiir alle w € . SchlieBlich
folgt aus wA* = AT mit unserer Behauptung sofort [(ws) > I(w) fiir alle s € S
alias w = id. Mithin sind die wA* mitw € W paarweise disjunkt.

2. Induktion iiber die Linge von w &€ W zeigt unmittelbar, daB fiir p € A™ und
q € wA" das Segment [p, q] genau [(w) Hyperebenen aus # trifft und ganz in
C verlduft und nur Alkovenabschliisse z A+ mit [(z) < I(w) trifft. Wenn wir nun
p € At und ¢ € wA™T nehmen, so muB folglich das Segment [p, g] in der Vereini-
gung der z A+ mit I(z) < [(w) enthalten sein.

3. Der Titskegel C' kann nie ganz in einem abgeschlossenen Halbraum zu einer
Spiegelebene H einer Spiegelung aus W liegen. Dann aber finden wir auch Punk-
te aus dem Inneren von Alkoven auf beiden Seiten unserer Spiegelebene H, sagen
wir Punkte aus den Alkoven A und B. Wir kénnen sie verbinden durch eine end-
liche Folge von Alkoven A = Ag, Ay,..., A, = B, die sich jeweils ldangs einer
Wand beriihren. Ist H keine dieser Winde, so muB es einen dieser Alkoven treffen,
der dann unter der entsprechenden Spiegelung auf sich selber ginge: Widerspruch!

4. Beim Beweis von Teil 1 wurde bereits gezeigt, daB die wA™ maximale konvexe
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Teilmengen im Komplement *\ | J,,o,, H der Vereinigung aller Spiegelebenen
sind. DaB sie genau die maximalen konvexen Teilmengen von C\ | o, H sind,
ist damit auch klar. [l

3.1.10 (Trennende Spiegelebenen und Austauschlemma). Auch fiir die Spiege-
lungsgruppe einer beliebigen Coxetermatrix gilt

d(AT, wA™) = l(w)

fiir d(A, B) die Zahl der Hyperebenen aus H, die gegebene Alkoven A und B
trennen, wie bereits beim Beweis von Teil 2 aus 3.1.8 bemerkt wurde. Auch in
dieser Allgemeinheit gilt fiir Alkoven A, B und eine Spiegelebene L € H die
Aquivalenz

(L trennt Aund B) < d(A,s.B) < d(A,B)

mit demselben Beweis wie 1.6.6. Auch in dieser Allgemeinheit folgt wie in 1.6.7
das Austauschlemma: Gegeben si,...,s, € S und eine Spiegelung ¢ € W mit
[(tsy...s,) <l(s1...s,) gibteseinen Index i € [1,r]| mit

1S1...8...8 =81...5...58,

3.1.11 (Fundamentalbereiche und Isotropiegruppen). Auch fiir die Spiege-
lungsgruppe einer beliebigen Coxetermatrix ist die Isotropiegruppe jedes Punktes
aus dem Titskegel erzeugt von den Spiegelungen an allen Winden eines festen
Alkoven, der unseren Punkt in seinem Abschluf} hat; die fragliche Isotropiegrup-
pe operiert frei und transitiv auf der Menge aller Alkoven, die unseren Punkt in
threm Abschlufl haben; und jeder Alkovenabschluf} ein Fundamentalbereich fiir
die Operation unserer Spiegelungsgruppe auf dem Titskegel. Die Beweise sind
identisch zu den Beweisen im affinen Fall 1.7.3 und 1.7 4.

3.2 Erzeuger und Relationen fiir Spiegelungsgruppen

Definition 3.2.1. Ein Coxetersystem ist ein Paar (W, S) bestehend aus einer
Gruppe W und einer Teilmenge S C W von W derart, dal W erzeugt wird
von S mit den Relationen s? = ¢ Vs € S und (st)"Y) = e fiir alle s,¢ € S mit
ord(st) < oo. Die Elemente von S heilen die einfachen Spiegelungen von V.
Wir erkldren die Linge [(w) eines Elements von W als die Linge einer kiirzest-
moglichen Darstellung von w als Produkt einfacher Spiegelungen.

3.2.2. Die Relation (st)°"4(*) = ¢ kann unter der Bedingung s> = ¢> = ¢ auch
geschrieben werden in einer der Formen

sts...t =tst...s beziechungsweise st...s=1ts...t
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Die alkovische Darstellung zur Coxetermatrix mit drei Indizes r, s, ¢ und
Eintrdgen m(r, s) = m(s,t) = 3 und m(r,t) = 4. Genauer haben wir hier den
Schnitt des Titskegels mit einer affinen Ebene / im dreidimensionalen Raum mit
der Basis e, e}, e; eingezeichnet. Die Schnitte der Koordinatenebenen mit

unserer affinen Ebene sind die drei Winde eines festen Dreiecks. Die Alkoven

schneiden unsere Ebene H in den offenen Dreiecksflichen, von denen es
unendlich viele gibt, die ich nicht alle einzeichnen konnte. Der Titskegel selbst
schneidet in diesem Fall unsere affine Ebene H in einer offenen Kreisscheibe.
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Die alkovische Darstellung zur Coxetermatrix mit drei Indizes r, s, ¢ und
Eintridgen m(r, s) = m(s,t) = oo und m(r,t) = 2. Genauer haben wir hier den
Schnitt des Titskegels mit einer affinen Ebene / im dreidimensionalen Raum mit
der Basis e, e}, e; eingezeichnet. Die Schnitte der Koordinatenebenen mit

unserer affinen Ebene sind die drei Winde eines festen Dreiecks. Die Alkoven

schneiden unsere Ebene H in den offenen Dreiecksflichen, von denen es
unendlich viele gibt, die ich nicht alle einzeichnen konnte. Der Titskegel selbst
schneidet in diesem Fall unsere affine Ebene H in einer Kreisscheibe mit
zusitzlichen Punkten auf dem Rand. In unserem Fall handelt es sich dabei genau
um die Punkte exp(27i(3 + 737) mit n € N. Um jeden dieser Punkte , sicht
unser Bild aus wie ein gedffnetes Buch mit unendlich vielen Seiten®.
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fiir ord(st) gerade beziehungsweise ungerade, mit jeweils ord(st) sich abwech-
selnden Faktoren auf beiden Seiten. Diese Relationen hinwiederum heif3en, auch
wenn die Bedingung s> = t? = e nicht erfiillt ist, die Zopfrelationen nach
der Darstellung der sogenannten ,,Zopfgruppe* durch Erzeuger und Relationen

in [TF]

Satz 3.2.3 (Spiegelungsgruppen und Coxetersysteme). /st W die Spiegelungs-
gruppe einer Coxetermatrix m : S x S — N U {co} und S ¢ W die Menge
ihrer einfachen Spiegelungen, so ist (W, S) ein Coxetersystem mit den Relationen
ord(st) = m(s,t) Vs, t € S.

3.2.4. Sobald dieser Satz bewiesen ist, notieren wir die Spiegelungsgruppe W zu
einer Coxetermatrix kiirzer 1/, weil sie ja mit der entsprechenden Coxetergruppe
zusammenfallt.

Beweis. Das folgt sofort aus der folgenden préziseren Proposition 3.2.6. [

Korollar 3.2.5 (Affine Spiegelungsgruppen und Coxetersysteme). Ist W eine
affine Spiegelungsgruppe und S C W die Menge der Spiegelungen an den Wiin-
den eines festen Alkoven, so ist (W, S) ein Coxetersystem.

Beweis. Das kann man als Korollar des vorhergehenden Satzes zeigen mithilfe
von 3.1.7. Alternativ kann man auch den Beweis der anschlieBenden Proposition
3.2.6 unschwer auf diesen Fall iibertragen. [

Proposition 3.2.6 (Ubergang zu reduzierter Darstellung). Sei W die Spiege-
lungsgruppe einer Coxetermatrix m : S xS — NU{oo} und seien zwei Darstel-
lungen desselben Elements w € W als Produkt von einfachen Spiegelungen

3152...3n:w:t1t2...tl

gegeben. Ist die zweite Darstellung reduziert, in Formeln [(w) = I, so konnen wir
von der ersten Darstellung zur Zweiten gelangen in endlich vielen Schritten, von
denen jeder Einzelne entweder im Anwenden einer Zopfrelation zu unserer Coxe-
termatrix besteht, wobei also die Ldnge der Darstellung unverdndert bleibt, oder
im Weglassen zweier gleicher aufeinanderfolgender Faktoren, wobei die Linge
um Zwei abnimmt.

3.2.7. Insbesondere kann man also zwischen je zwei reduzierten Darstellungen
ein- und desselben Elements ,,mit Zopfrelationen hin- und hergehen*.

3.2.8 (Anschauliche Bedeutung des folgenden Beweises). Man denke sich un-
ser Wort als eine Folge von Alkoven, von denen je zwei aufeinanderfolgende be-
nachbart sind. In der Ausgangsalkove halte man einen generischen Punkt fest und
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Alkoven und Subalkoven bei einem Ubergang zu einer reduzierten Darstellung
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binde dort das eine Ende eines Gummiseils an. Das andere Ende nehme man in die
Hand, gehe die Alkoven unserer Folge ab, und halte dabei das Gummiseil immer
gut gespannt. Manchmal wird das Gummiseil einen Schnitt von Spiegelebenen
durchqueren, dabei dndert sich die Folge der von unserem Gummiseil durchlaufe-
nen Alkoven ,,um eine Zopfrelation*“. Manchmal mag man eine Wand eines Alko-
ven in der Richtung durchqueren, in der auch das Gummiseil zieht, dabei dndert
sich die Folge der von unserem Gummiseil durchlaufenen Alkoven ,,um eine Rela-
tion s? = 1“. Wenn man einen stiickweise polynomialen generischen Weg wiihlt,
wird man nur mit endlich vielen derartigen Ereignissen konfrontiert werden, und
auch nur mit ihnen. Induktiv kommt man so unter dem Anwenden von Zopfrela-
tionen und den Relationen s> = 1 von der urspriinglichen Folge zu der Folge, die
das Gummiseil vom Anfangsalkoven bis zu einem beliebig aber fest gewihlten
generischen Punkt des Endalkovens durchlduft. Etwas formaler habe ich das im
folgenden Beweis aufgeschrieben.

Beweis. Wir betrachten die Folge von Alkoven AT = Ay, Ay,..., A, = wA"
mit A; = s1...5A". Je zwei aufeinanderfolgende Folgenglieder haben hier
genau eine gemeinsame Wandfacette. Dann betrachten wir alle Schnitte von je
zwei verschiedenen Hyperebenen H € H, die A" und eines unserer A; trennen.
Das sind gewisse Teilrdume der Kodimension Zwei. Wir wihlen weiter p € A*
derart, daf} die affinen Hyperebenen, die von p und einem dieser Schnitte er-
zeugt werden, paarweise verschieden sind. Das System aller dieser affinen Hy-
perebenen bezeichnen wir mit £. Nun zerlegen wir unsere Alkoven A; in Subal-
koven unter £. Wir finden dann offensichtlich eine Folge By, By, ..., B,, sol-
cher Subalkoven derart, da3 zwei aufeinanderfolgende Subalkoven genau eine
Wandfacette gemeinsam haben und daf es eine monoton wachsende Surjektion
h:{0,...,m} - {0,...,n} gibt mit B, C Ay, fir 0 < u < m. Jetzt betrach-
ten wir zu jedem p die Folge von Alkoven, die entsteht, wenn wir einen Punkt
q € B, wihlen und erst auf dem Segment [p, ¢] der Reihe nach alle von ihm ge-
troffenen Alkoven nehmen und dann Ay, . . ., A, anfiigen. Jede dieser Folgen
entspricht einer Darstellung von w als Produkt von erzeugenden Spiegelungen.
Die Darstellung zu p + 1 geht aber nun offensichtlich aus der Darstellung zu p
hervor durch Nichtstun oder das Weglassen zweier aufeinanderfolgender gleicher
Faktoren im Fall ~(u) < h(p+ 1) und durch Nichtstun oder durch das Anwenden
einer Zopfrelation im Fall h(p) = h(p + 1), wie das nebenstehende Bild verdeut-
lichen mag. Formal ist dies Argument unangenehm auszuschreiben. Am Schluf3
landen wir fiir 4 = m bei einer reduzierten Darstellung und die Proposition ist
bewiesen. 0
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Ubungen

Ubung 3.2.9 (Weitere natiirliche Darstellungen von Coxetergruppen). Gege-
ben sei eine endliche Menge S und eine Coxetermatrix mit Indexmenge S der
Gestalt (ms;)stes und ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V. Gegeben
seien weiter Vektoren (es)ses in V' und Linearformen (e))scs auf V' derart, dal
gilt
(e, e]) = —2cos(m/ms;) Vs, t €S

So liefert die Vorschrift p(s)(v) = v — (v,e/)e, eine Darstellung p : W —
GL(V') unserer Coxetergruppe. Sind die (e5);scs eine Basis von V/, so ist das unse-
re wurzlige Darstellung. Sind die (e.)scs eine Basis des Dualraums V'*, so ist das
unsere alkovische Darstellung. Sind die Vektoren (e;)scs linear unabhingig, so
erzeugen sie eine zur wurzlichen Darstellung isomorphe Unterdarstellung. Sind
die Linearformen (e))scs linear unabhingig, so ist der Schnitt ihrer Kerne eine
Unterdarstellung, und der Quotient danach ist isomorph zur alkovischen Darstel-
lung.

3.3 Bruhat-Ordnung

3.3.1. Sei (W, .S) ein Coxetersystem. Die zu einfachen Spiegelungen konjugierten
Elemente von W hei3en die Spiegelungen von /. Die Menge aller Spiegelungen
notieren wir 7'. Nach 3.1.8 sind das genau die Elemente, die in der Spiegelungs-
gruppe der zugehorigen Coxetermatrix zu Spiegelungen werden.

Definition 3.3.2. Sei (W, S) ein Coxetersystem. Die Bruhat-Ordnung ist die
kleinste reflexive transitive Relation < auf W derart, daf gilt

x < zt firalle x € W und alle Spiegelungen ¢t € W mit [(x) < I(xt).

3.3.3. Wir fordern, um das nochmal zu betonen, in der Definition der Bruhat-
Ordnung 3.3.2 nicht ¢t € S. In der Tat wiirde diese Forderung im allgemeinen zu
einer echt stirkeren partiellen Ordnung fiihren.

3.3.4. Sei (W, S) ein Coxetersystem. Offensichtlich gilt < y = l(x) < I(y).
Insbesondere ist < tatsdchlich eine partielle Ordnung auf 1. Offensichtlich ist
das neutrale Element e € W das kleinste Element. Unschwer erkennt man weiter

r <y < 27! < y~L. Eine explizitere Beschreibung der Bruhat-Ordnung gibt uns
3.3.6.

3.3.5 (Anschauung fiir die Bruhat-Ordnung im affinen Fall). Ist 11/ eine affine
Spiegelungsgruppe und A ein ausgezeichneter Alkoven. Nach 3.2.5 ist dann fiir
S = S4 C W die Menge der Spiegelungen an den Winden von A das Paar
(W, S) ein Coxetersystem. Betrachten wir dann die Bijektion W = A, w +— wA,

102



414 =ATAL

\
/

Die Bruhat-Ordnung auf einer Diedergruppe

103



so induziert die durch A gegebene Bruhat-Ordnung auf W eine Ordnung auf A.
Diese Ordnung ist nach 1.6.6 die kleinste reflexive transitive Relation auf .4 derart,
daB gilt B < s;, B wann immer B € A ein Alkoven ist und L eine Spiegelebene,
die B nicht von A trennt.

Satz 3.3.6 (Bruhat-Ordnung iiber Teilausdriicke). Sei (W, .S) ein Coxetersys-
tem. Ist w = s ... Sy() eine reduzierte Darstellung von w € W, so gilt

{reW|z<w}={sy ..., |1 <iy <...<ip <l(w)}

Insbesondere hdngt die rechte Seite nicht von der Wahl der reduzierten Darstel-
lung von w ab.

Beweis. Wir erinnern daran, dal wir W nach 3.2.3 stets als Spiegelungsgruppe
seiner Coxetermatrix treu darstellen konnen. Die Inklusion C folgt miihelos aus
dem Austauschlemma 3.1.10. Fiir die andere Inklusion D miissen wir wieder nach
dem Austauschlemma 3.1.10 nur fiir reduzierte Teilausdriicke zeigen, daf sie Ele-
mente < w liefern. Mit Induktion iiber die Linge von w brauchen wir sogar nur
Teilausdriicke zu untersuchen mit 2; = 1. Dann folgt die Behauptung jedoch mit
Induktion aus dem anschlieBenden Lemma. 0

Lemma 3.3.7 (Eigenschaft Z von Deodhar). Sei (W, S) ein Coxetersystem. Ge-
geben v,y € W und s € S eine erzeugende Spiegelung gelten entweder mindes-
tens drei oder keine der vier Ungleichungen

r<y x<sy
st <y sr<sy

3.3.8. Stellen wir Ungleichungen durch Pfeile zum groferen Element dar, so im-
pliziert also unter der Annahme der beiden horizontalen Ungleichungen y < sy
und = < sz jede der drei weiteren Ungleichungen im Diagramm

y — Sy

T

r — ST

die beiden anderen. Wegen dieser graphischen Interpretation, und weil der Schluf3
von der Diagonale auf die beiden Vertikalen das eigentliche Problem darstellt,
wird die Aussage unseres Lemmas als die ,,Eigenschaft Z von Deodhar* zitiert.
Man kann diese Eigenschaft ohne Schwierigkeiten aus Satz 3.3.6 folgern, sie geht
jedoch bei uns in den Beweis dieses Satzes bereits ein.
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Graphische Darstellung der Eigenschaft Z von Deodhar im Sinne von 3.3.10.
Der geschwirzte Alkoven stellt das neutrale Element dar, die nummerierten
Alkoven gehen jeweils durch eine verlidngernde Spiegelung auseinander hervor.
Die ,,Dominos* bestehen jeweils aus einem Paar (B, Bs) mit s einer festen
einfachen Spiegelung.
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3.3.9. Ich gebe noch eine andere Formulierung der Eigenschaft Z, die fiir indukti-
ve Argumente besonders geschickt ist. Seien (1, .S) ein Coxetersystem und z, y €
W sowie s € S gegeben. Wir setzen {x1, 22} := {x, sz} und {y1, y2} := {y, sy}.
Gibt es in dieser Situation z, j mit z; < y;, so gilt entweder x; < y; und 22 < ¥
oder z; < yo und x5 < ¥;.

3.3.10 (Anschauliche Bedeutung der Eigenschaft Z). Sei eine affine Spiege-
lungsgruppe mit einem ausgezeichneten Alkoven gegeben, der der fundamentale
Alkoven heiflen moge. Steigt ein Alkoven B durch eine Folge von Spiegelungen
zu einem anderen Alkoven C' auf in dem Sinne, daf} die zugehorigen Elemente
der Spiegelungsgruppe dabei immer ldnger werden, so steigt mit derselben Folge
auch das ungeordnete Paar von benachbarten Alkoven { B, Bs} zum ungeordne-
ten Paar von benachbarten Alkoven {C, C's} auf. Das tut es sogar mit der Folge
von Spiegelungen, die wir erhalten, wenn wir aus unserer urspriinglichen Folge
von Spiegelungen alle diejenigen weglassen, die nur die Bilder des Paares (B, Bs)
untereinander vertauschen. Mit dieser Folge von Spiegelungen steigt dann entwe-
der B zu C auf und Bs zu C's oder B zu C's und Bs zu C'. Die , Eigenschaft Z*
formalisiert diese Anschauung.

Ergdnzung 3.3.11 (Bedeutung der Eigenschaft Z fiir Weylgruppen). Haben wir
die Weylgruppe einer algebraischen Gruppe vor uns, so folgt das Lemma leicht
aus der Tatsache, da3 der Abschlufl der Bahn einer parabolischen Untergruppe auf
der Fahnenmannigfaltigkeit eine Vereinigung von Bahnen besagter parabolischer
Untergruppe ist.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir x < y = xt annehmen
fiir eine Spiegelung ¢. Dann sind wir in einem von vier Fillen, die wir jetzt gleich
der Reihe nach abhandeln.

sx < x, sy >y : Dann gelten sogar alle vier Ungleichungen;

st <z, sy <y: Dannhaben wir [(sz) < [(sy) und szt = sy und
damit notwendig sz < sy;

sx >z, sy >y : Dann konnen wir dasselbe Argument anwenden
wie beim vorhergehenden Fall;

sx > x, sy <y: Dannhaben wir szt < zt und argumentieren so:

Wir sind fertig, wenn wir sx < sy alias [(sz) < [(sy) zeigen konnen. Gilt aber
sonst [(sx) > I(sy) alias [(sx) > I(szt) und ist s;...s, eine reduzierte Dar-
stellung von z, so ist ss7 ... s, eine reduzierte Darstellung von s und nach dem
Austauschlemma 3.1.10 konnen wir in szt den Faktor ¢ kiirzen gegen eine ein-
fache Spiegelung in der reduzierten Darstellung von sz, ohne das Produkt zu &n-
dern. Wegen = < xt muB diese einfache Spiegelung die Erste sein und wir haben
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x = sxt = sy. Dann gilt zwar nicht sx < sy, aber dennoch ist er unproblema-
tisch. In der Anschauung entspricht dieser Fall im iibrigen der Spiegelung eines
,Dominos an einer Spiegelebene, die unser Domino halbiert*. O

3.3.12. Sei (W, S) ein Coxtersystem und seien S, C S D S, zwei Teilmengen
mit Erzeugnissen W, und W,. Seien = > y in W gegeben. So gilt auch fiir deren
kiirzeste WW,-W,-Doppelnebenklassenreprisentanten Z und ¢ die Relation T > .
Das folgt aus der Beschreibung 3.3.6 der Bruhatordnung durch Teilausdriicke.

3.3.1 Ubungen

Ubung 3.3.13. Gegeben x < y in der Bruhatordnung gibt es z mit x < z < y in
der Bruhat-Ordnung und I(z) = I(x) + 1.

Ubung 3.3.14. Wie geht das eigentlich? Gegeben x < y in der Bruhatordnung mit
[(y) = l(x) + 2 gibt es genau zwei Elemente z mit x < z < y.
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