3.6. Exponentialabbildung. Sei S eine reguldre Fliche mit riemannscher
Metrik. Sei p € S ein Punkt. Zu eimen Tangtialvektor v € T,,S betrachten
wir die (eindeutige) Geodétische ¢ : I — S mit ¢(0) = p, ¢(0) = v und
maximalem Definitionsintervall I. Falls ¢ noch zur Zeit ¢ = 1 definiert ist,
d.h. falls 1 € I, setzen wir

(14) exp,(v) == c(1).

Ist exp, fir v € T),S definiert und § € (0,1], so ist 4exp, fir dv € T},S

definiert. Diese Uberlegung zeigt, dass der Definitionsbereich D, C T),S von
exp, eine bzgl. sternférmige Teilmenge von 7},S ist und zwar

cy(t) = exp,(tv).
Nach dem Satz iiber die Abhéngigkeit der Losung gewohnlicher Differential-
gleichungen von den Anfangswerten ist D, eine offene Teilmenge von 7,5
und ist
exp, : Dy — S
eine glatte Abbildung.

Definition 3.55 (Exponentialabbildung). Die Abbildung exp, : D, — S
heif’t Ezponentialabbildung.

Beispiel 3.56. Sei S = R? x {0} die # — y—Ebene mit der ersten Funda-
mentalform als riemannsche Metrik. Sei p € S und v € T,,S = R? x {0}. Die
geodatische ¢ in S mit ¢(0) = p und ¢(0) = v ist die Gerade c(t) = p + tv.
Also gilt D) = T,S* = R? x {0} und

exp, v =p+v.

Beispiel 3.57. Sei S = S? die Sphire, wiederum mit der ersten Fundamen-
talform als riemannscher Metrik. Sei p € S und v € 1,5 = pt. Schreibe
v = dw, wobei w € T),S ein Einheitsvektor ist, ||w|| =1 und 6 = [jv|| > 0.
Die Geodétische ¢ ist in S mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v ist gegeben durch den
Grofsenkreis

c(t) = cos(dt)p + sin(dt)w.

Also gilt D, = T,,S und

- |

Lemma 3.58. Das Differential der Exponentialabbildung an der Stelle 0 ist
die Identitit,

cos([|v]))p + sin([lv[) . v #0
D, v = 0.

do exp, = id : T,S — T},S.
Beweis: Sei v € T,S. Geméfs (14) ist die Geodétische ¢ mit ¢(0) = p und
d(0) = v gegeben durch

c(t) = exp,(tv).
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Setze T = tv. 7 ist eine Kurve in 7,5 mit 7(0) = 0 und 7/(0) = 0. Nach der
Definition des Differentials haben wir

do exp,(v) = 4 exp,(E(t))| = 4 exp,(tv)| =0

dt o dt .
d
a0 =cO=v

O

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung W von 0 € D,, so dass
CXPyppy - W — exp, (W) C S ein Diffeomorphismus ist.

Fiir eine lokale Parametrisierung (Uy, F1, V1) der Tangentialebene T,S er-
halten wir durch die Wahlen U := F{"'(W), F := exp,oFjy und V C R?
offen mit V' NS = exp, (W) eine lokale Parametrisierung (U, F, V) von S.

Beispiel 3.59. Sei S eine regulére Flache mit riemannscher Metrik. Sei
p € S, und sei X;, X3 eine Orthonormalbasis der Tangentialebene 7},S.
Wir nehmen die Parametrisierung durch kartesische Koordinaten fiir 7},5,
namlich U7 = R? und Fy(u!,u?) = Y u'X;. Die entsprechende lokale
Parametrisierung von S,

F(u,u?) = expp(z u'X;),
heifst Parametrisierung durch riemannsche Normalkoordinaten (um Punkt
p)-
Satz 3.60. Sei S eine requlire Fldche mit riemannscher Metrik. Seip € S,
set ' eine lokale Parametrisierung durch riemannsche Normalkoordinaten

um den Punkt p. Dann gilt fir die zugehorige Komponentenfunktionen der
Metrik und die Christoffel-Symbole

i) F(0,0) =p
) 9i5(0,0) = 035, 1,5 = 1,2
iii) 994(0,0) = 0 und T5,(0,0) = 0, 7,5,k = 1,2.

Beweis: Aussage i) ist klar und Aussage ii) besagt gerade, dass do exp,, eine
Identitat ist. Nun brauchen wir nur noch iii) zu zeigen. Nach der Definition
der Exponentialabbildung wissen wir, dass fiir beliebiges € R?, t — tx eine
Geodatische in riemannschen Normalkoordinaten ist, d.h.

ZF%(m)xixj =0 k=12
i7j

agij
ouk

Speziell fir t = 0 gilt somit
ZFZ(O)mixj =0, k=1,2
i7j
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fiir alle x. Wegen der Symmetrie F%(O) = I’;‘?i(O), folgt
I7(0,0) =0 fiir alle i, j, k.

Aus der Gleichung

0
@gjm = Z <F§€jgkm + Ffmgkj)
k

folgt
392‘j

m =0 fur alle ’L',j, k

Beispiel 3.61. Sei wie oben S eine beliebige reguldre Flidche mit einer
riemannschen Metrik, sei p € S, und sei X;, X5 eine Orthonormalba-
sis von T,S. Wir nehmen diesmal Polarkoordinaten fiir 7,5, Fi(r,¢) =
- (cos(p)X1,sin(p)Xa). Die zugehorige lokale Parametrisierung von S

F(r,¢) = exp,(r - (cos(p) X1,sin(p) X2))

ist die Parametrisierung durch geoddtische Polarkoordinaten (um den Punkt
p)-

Satz 3.62 (Gauk-Lemma). Sei S eine reguldre Fliche mit einer riemannschen
Metrik. Seip € S, und sei F' eine lokale Parametrisierung durch geoddtische
Polarkoordinaten (r, ). Dann hat bzgl. dieser lokalen Parametrisierung die
riemannsche Metrik die Form

(9i(r,9))ij = < é fQ(S, %) >

mit einer positiven Funktion f, die

. .l
dm f(re)=0 und  lim =-(r,¢) =1

erfillt.

Beweis: Fiir festes g ist die Kurve ¢(r) = F(r,¢9) nach Definition der
Exponentialabbildung die Geodétische mit ¢/(0) = cosppX1 + sin o Xo.
Wir haben schon bewiesen, dass Geodétische proportional zur Bogenlénge
parametrisiert sind. Da ¢/(0) ein Einheitsvektor ist, so ist

g11(r,00) = g(d (r),d(r)) = 1.
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Da die riemannsche Metrik positiv definit ist, ist goo > 0 und kann in der
Form g¢oo = f? geschrieben werden. Ahnlich wie friiher berechnen wir

lim /% = Tim g25(r, o)

r—0
. oF oF
= ll_r}(l)g <dﬁ(r7900) CXPp <a—800(70’ 900)) 7d1:“(r7900) CXPp <3—%(T’ 900)))

= }ii%g (dﬁ(r,m) expy, (1Y1) , djp ;. ) €XPp (TYQ))
=g (do exp,(0),do expp(())) =0.
Aufserdem gilt

. of _flreo) L [g22(r0)
S -\ S

- \/}i_%g <dﬁ(r’¢0) expp(Yg), dﬁ(r’%) epr(Yg))

= \/g (do eXPp(Yé)ado expp(yé)) = g(Yg,Yg)
1.

O

Lemma 3.63. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 3.62. Dann gilt fir die
Gaufs-Kimmung
1 0%*f (r.0)
—=(r,¢).
frgyarr ™Y

K(F(r,¢)) = -

Beweis: Geméls Satz 3.62 hat die riemannsche Metrik in geodétischen Po-
larkoordinaten die Form

(93 (r. )5 = ( (1) fQ(S, ©) > '

Die inverse Matrix ist

(955 (1, ©));5 = < 0 f2(07“, ¢) )

Man berechnet durch die Formel I'f; = § 52 <agj m | Ogin _ 09y > g

2 4Lum=1\ dul Oud oum
of 10f
F%Q = —fE und F%Q = ?%,



die Christoffel-Symbole, die nicht verschwinden. Ferner gilt

<(9F 8F>
9\ 5.5
(7’,4,0) 87" 880

= 0 (2 o). 2 o)) + 0 (2 ), 2L ()
=g or or T, Y0 ’880 T, Y0 g or T, $0 ,67’830 T, $0

9912 9912 . o) = 0
or "> %0 or

v, aF OF V OF
—o| Yo 5ot | +o (G0 5 S
———

=0

= o (2 tre0) 2L (1, o)
=g or T, 90 ’87"({9@ T, 90

_19 (oF oF
_28<pg or’ Or
—_——

=1

=0.
(7’7500)

Somit ist fiir festes ¢ = ¢y die Funktion gjo konstant in r. Setze Y7 :=
cos X1 + sinpgXs und Ys = —singo X1 + cosppX2. Dies ist auch die
Orthonormalbasis von T,S. Setze F(r,¢) = r (cos X7 + sin pXz). Klar ist

Srme) =Yi und o) =Y
Wir berechnen
F F
lim g12(r, o) = lim g (87(?7 o), g—@(r, tpo)>

OF OF
= }g%g <dﬁ(r,tp0) €XPyp <E(Ta @0)) ) dﬁ(r,lpo) CXPp <%(T’ SDO)))

= hmg (d Frpo) XPp(Y1)s Ay o) expp(rY2)>
=4 (do epr(Yl) do epr )

Da g2 konstant ist, ist g1o = go1 = 0. Also

(9i)i; = ( (1) 9(2)2 >
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Die Vektoren %—f und %g—i bilden eine Orthonormalbasis der Tangentialebene.
Nach dem Theorema Egregium ist die Gauls-Krimmung gegeben durch

(g (2F 108 (L0F oF

ng or’ fop ) \fop or
1

:Fsz

_ 1 (ory odry

N or dy
1 af\* 0

:F<_<5_£> —fa—7£+0+0+F§2F§2>

1 of\? . 0%f af \?
#8553

+T1,T5, - F%kFéﬁz)

Bemerkung. In geodétischen Polarkoordinaten ist die gesamte Information
iiber die riemannsche Metrik in der Funktion f enthalten. Falls die Gauf-
Kriimmung k& = k konstant ist, d.h.,

82

—_
~5

K= _f(’l", S0) W(Vﬁ @)7
(mit den Anfangsbedingungen f(0,¢) = 0 und %(0, ¢) = 1) erhalten wir
1
ﬁ Sin(\/ET), k>0
f(’ra SD) = Ty k=0,

1
sinh(v/—kr), K <O0.
Korollar 3.64. Sind S1 und Sy zwei requldre Fldchen mit derselben kon-
stanten Gauf-Krimmung k, so sind S1 und So lokal isometrisch.

Es gibt noch Koordinaten, die besonders an eine vorgegebene Kurve auf
der Fliche angepasst sind.

Lemma 3.65. Sei S eine requlire Fliche mit riemannscher Metrik. Sei
c: 1 — S eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Sein : I — R3 ein
Vektorfeld lings ¢ mit |n(t)|| = 1 und (¢,n) = 0. Dann gibt es zu jedem
toel eine >0, so dass

Fi(—¢ee) x(—g,6) = S, F(t,s) := expyy)(sn(t)),
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eine lokale Parametrisierung von S ist. Ldngs ¢ hat die riemannsche Metrik
beziiglich dieser Parametrisierung die Gestalt

(gij(t70))z‘j = < (1) (1) )

Beweis: Wir berechnen

oF d
E(t, 0) = % ech(t) (O) = C,(t)
und
oF

g(t, 0) = deg) eXPe(t) (n(t)) = n(t).

Die Vektoren %—f(t, 0) und %—Z(t, 0) bilden eine Orthonormalbasis von T S.
Nach dem Umkehrsatz ist F' nach geeigneter Einschrankung eine lokale
Parametrisierung. Wegen der Orthogonalitét ist die Behauptung iiber g;;(t, 0)
klar. O
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