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Kapitel 1

Mathematische Grundbegriffe

Ein wesentliches Ziel dieses Kapitels ist es, die wichtigsten Begriffe und Bezeichnungen,
die im Weiteren benotigt werden, einzufiithren. Vieles ist dabei bereits aus der Schule
bekannt. Insbesondere soll eine Klarstellung und Vereinheitlichung der Notation erreicht
werden.

1.1 Mengen und Abbildungen

Definition 1.1.1 Fine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. (Georg
Cantor, 1845-1918. Begriinder der Mengenlehre, ca. 1875)

Bezeichnungen:
e Objekte der Mengen heiflen Elemente.

a€ A, a ist Element von A,
ad& A, a ist kein Element von A.

Beschreibung einer Menge durch Aufzéhlen ihrer Elemente.
Bsp. M ={1,2,3,4}.
Hinweis: Innerhalb der Mengenklammern soll kein Element mehrfach auftreten.

Beschreibung einer Menge X durch Angeben einer definierenden Eigenschaft
X = {x € M;z hat die Eigenschaft E} .

Dabei ist M eine (umfassende) ,, Grundmenge*.
Bsp.

X = {x ist natiirliche Zahl; x ist durch 3 teilbar}
—(3,6,9,...}.

Die leere Menge () enthilt kein Element.

B heifit Teilmenge von A, wenn jedes Element von B auch ein Element von A ist

BCA& (beB=beA).
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Seite 6 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDBEGRIFFE

e B heifit echte Teilmenge von A, in Zeichen B ; A, wenn BC A, undeseinx € A
gibt mit x € B.

Definition 1.1.2 Fine Aussage ist ein sinnvolles sprachliches Gebilde, das entweder
wahr oder falsch ist.

e Aussagen kann man miteinander verkniipfen. Der Wahrheitsgehalt der verkniipften
Aussagen wird durch die Wahrheitstabellen gegeben. Es gibt:
Negation - A, Konjunktion A A B, Alternative AV B,
Implikation A = B, Aquivalenz A < B

A|B|-A|ANB|AVB|A=>B|AsB
Wi W| F W W W W
WI|F F W% F F
F|W| W F W W F
F|F F F 4 W
¢ Existenzquantor J
dx e A: E(x)

heifit: es existiert ein z aus A mit der Eigenschaft FE.

e Generalisations— oder Allquantor V
VeeA: E(x)
heifit: alle x aus A haben die Eigenschaft E.

1.1.3 (Mengenoperationen) Seien A, B C M zwei Teilmengen von M. Dann definie-
ren wir folgende Verknipfungen:

Durchschnitt ANB :={ze€ M;(z € A) A (xz € B)}
Vereinigung AUB ={re€ M;(zxe€ A)V (z € B)}
Differenz AB ={zxeM;(zxecA)N(x¢gB)}
Komplement AL ={reMzgA).

)

Hinweis: Wihrend es bei AN B, AU B, A\B auf die Wahl der ,Grundmenge“ M nicht
ankommt, ist AL von M abhingig.

e Mengen heiflen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben.
e Die Produktmenge A x B zweier Mengen A, B ist definiert durch
Ax B:={(a,b); (ac A)AN (b€ B)},

d.h. sie ist die Menge der geordneten Paare, in denen die erste Komponente aus A
und die zweite aus B stammt.
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1.1. MENGEN UND ABBILDUNGEN Seite 7

e A X B ist eine neue Menge. Zwei Elemente (a, b), (¢, d) sind gleich, in Zeichen (a,b) =
(¢,d), genau dann wenn (a = ¢) A (b= d).

e Analog definiert man fiir mehrere Mengen A;,i =1,...,n,
Ay x - x Ay ={(ay,...,a,); 0, € Ajyi=1,...,n}.
(ay,...,a,) heit geordnetes n-Tupel. Falls A; = --- = A, = A schreibt man

A" statt  Ax---x A
~————

n—mal

Definition 1.1.4 Seien A, B Mengen. Eine Funktion oder Abbildung von A nach B
ist eine Teilmenge f der Produktmenge A x B derart, dass zu jedem v € A genau ein
y € B existiert mit (z,y) € f.

Bezeichnungen:

e Statt (x,y) € f schreibt man y = f(x) oder f: A — B:z+— f(z).
y = f(z) nennt man den Funktionswert von f an der Stelle x.

e A heiit Definitionsbereich von f, in Zeichen D(f) := A. B heifit der Zielbereich
von f.

e Sei C' C A, dann ist das Bild von C unter f definiert durch
f(C) = {f(); z e C}.
Insbesondere heifit f(A) Wertebereich von f.
e Fine Funktion f: A — B heifit

surjektiv < f(A) =B (Wertebereich ist die gesamte Menge B)
injektiv & (11 £ 20 = f(x1) # f(22))

(verschiedene Argumente haben verschiedene Bilder),
bijektiv < injektiv und surjektiv .

e Sei f: A — B bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung f~! definiert als
7= A{f(@),2); v € A}
e Die identische Abbildung ist gegeben durch
id: A—=A: 22—z

e Gleichheit von zwei Abbildungen: Seien f: A — B,g: C — D zwei Abbildun-
gen. Es gilt:

f=9 & (A=C)AB=D)A(VzeA: f(z)=g(x))).
e Die Restriktion einer Funktion f: A — B auf Ay C A ist definiert durch:
flag =A(z, f(x));z € Ao} .
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1.2 Reelle Zahlen

Bezeichnungen:
N={1,2,3,...}
Ny =NuU {0}
Z=A...,—-3,-2,—1,0,1,2,3,...}
Q:{g;aEZ,nEN}
n
R

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen
rationale Zahlen

reelle Zahlen

In Q gelten die bekannten Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation (Korper—
Axiome), die Regeln fiir die Ordnungsrelation < (s.u.), aber nicht das Vollstandig-
keitsaxiom 1.2.4. Durch eine wohlbegriindete, aber komplizierte Konstruktion kann Q
zum Korper R der reellen Zahlen erweitert werden. Dabei bleiben die Rechengesetze und
die Anordnung erhalten. Hinzu kommt die Vollstandigkeit.

Definition 1.2.1 Dezimaldarstellung der reellen Zahlen.

e Jedes n € N besitzt eine eindeutige Darstellung

n=ag 10" +a,_1-10F"+...
.,9}; akséO

mit k£ € Ny; ao, ..
Kurz:

.,akE{O,l,..
n=ag...aop.

+CL1'1O+CL0

Entsprechend bei anderen Basen, z.B. 2 statt 10, ,,Bindrsystem*).

e Jedes a € R besitzt eine eindeutige Darstellung

—gr g e
CTIT0 T T
mit by, by, -+ € {0,1,...,9}, g € Z.
Kurz: a=g+0,b10s...
der Fall by = by1 = --- =9 ab einer Nummer k ist ausgeschlossen.
0,b1...bx_199. (br—1 #9)
wird mit 0,6y ...(bg—y + 1) 00... identifiziert (bzw. 0,99--- =14 0,00...). Zur

genauen Bedeutung der ,unendlichen Summe*

e Genau die rationalen Zahlen haben eine Dezimaldarstellung, die ab einer Stelle pe-

riodisch wird. Bsp.
1

12

3

7

=0,0833--- = 0,083,

= 0,428571428571 - - - = 0,428571.
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1.2. REELLE ZAHLEN Seite 9

Axiom 1.2.2 (Ordnungsaxiome).

e Man kann zwei beliebige reelle Zahlen der Grofie nach vergleichen, d.h. es gilt immer
eine der drei Moglichkeiten

r<y, T=vy, T>U.
Man schreibt
r<y fir (zx<y)V(z=y).
Die Ordnungsrelation ist vertréiglich mit den Operatoren + und -. Es gilt

r<yNa<b=—=a+x<b+y

r<yNa>0=ax <ay

TSy = -y —x
1 1
I<r<y<=0<-<—.
Y x

Definition 1.2.3 Sei S C R. S heifst nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl b € R
qibt, so dass

VeeS: x<b.

Man nennt b eine obere Schranke von S.

e Analog definiert man die Begriffe nach unten beschrinkt und untere Schranke.

e S heifit beschriankt, falls S eine obere und eine untere Schranke besitzt.

Axiom 1.2.4 (Vollstindigkeitsaxiom).
Jede nach oben beschrinkte, nichtleere Menge reeller Zahlen besitzt eine kleinste obere

Schranke.

e Die durch das Axiom gesicherte kleinste obere Schranke s einer Menge S ist ein-
deutig bestimmt und wird Supremum von S (s = supS) genannt. sup S kann
charakterisiert werden durch die Eigenschaft

s ist obere Schranke von SAVe>03dz e S :s—e<x <s.

e Analog bei Beschrianktheit nach unten das Infimum einer Menge.
Hinweis: Auf Q gelten die Korper— und Ordnungsaxiome, aber nicht das
Vollstandigkeitsaxiom. R ist die , kleinste® vollstandige Erweiterung von Q.
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Seite 10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDBEGRIFFE

Definition 1.2.5 Der Betrag |a| einer reellen Zahl a € R ist definiert durch

a falls a > 0,
la| =

—a falls a < 0.

e Aus der Definition ergeben sich folgende Rechenregeln:

| —al =al,
|ab| = la||b],
a |a| (2)
—| == falls b # 0
AT alls b7 0,
la| <b & —b<a<b. (3)

e Aus (1) und (3) folgt die Dreiecksungleichung: Va,b € R gilt:

o+ b <la| + 0] (4)

e Seien a,b € R. Dann wird mit |a — b| der Abstand der zu a und b gehérigen Punkte
auf der Zahlengeraden bezeichnet. Also gilt fiir a,z € R,e > 0 :

la—z|<e & a—e<z<a+e

1.2.6 (Intervalle) Seien a,b € R mit a <b. Dann definiert man:
[a,0] ={x €R; a<xz<b}  abgeschlossenes Intervall,
(a,b) =={re€eR; a<xz<b}  offenes Intervall
e analog: halboffene Intervalle (a, b], [a, )
e Es wird abkiirzend geschrieben

(—00,a] :={z € R; x <a}
(b,00) :={zx € R, = > b} usw.,
R = (—00,00).

Hinweis: Die Symbole 4+ oo diirfen nicht als Zahlen verstanden werden.
e Das offene Intervall (a — ¢, a + ¢) heift e-Umgebung von a.

1.2.7 (vollstindige Induktion) Aussagen oder Figenschaften konnen von Elementen
einer Menge A abhdingen, z.B.

VneA: E(n) (wenn ACN).

Falls A = {ng,no+1,...} CZ, kann man die Richtigkeit solcher Aussagen mit vollstindi-
ger Induktion beweisen, d.h.
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1.2. REELLE ZAHLEN Seite 11

1) Induktionsbeginn: Man zeigt, dass E(n) firn = ng gilt.

2) Induktionsschritt:  Fir beliebiges n > ng setzt man die Giltigkeit von E(n)
voraus (Induktionsvoraussetzung) und leitet daraus die Giiltigkeit von E(n+ 1)
her. Dann gilt E(k) fir alle k > nyg.

e Bernoulli-Ungleichung (Jacob B., 1654-1705):
Vhe[-1,00), VneN: (1+h)" >1+nh (5)

Auf der vollstdndigen Induktion beruht auch das Verfahren der Definition durch Re-
kursion.

e Seia € R\ {0}. Die Potenzen o, fiir n € Ny sind definiert durch:
1. a° =1
2. a"ti=a"-a
e Sei n € Ny. Dann ist Fakultit n! definiert als:
1. 0l:=1
2. (n+1):=Mm+1)n!

e Summen- und Produktzeichen Seien a; € R, m < n € Ny, 2 = m,...,n. Dann
definieren wir:

Zai = Oyt Qg1 e Gy

i=m

n
Hai::am.am+1. .an
=m

e Es besteht die Ungleichung;:

n

b0

i=m

SZ‘OM" (6)

e Fiir die endliche geometrische Reihe gilt:

n+1

Zqz -7 falls ¢ # 1. (7)
i=0 1—q

Definition 1.2.8 Fiir ganze Zahlen n, k mit 0 < k < n ist der Binomialkoeffizient (Z)

definiert durch
(n> o n! nn—1)---(n—k+1)

k)T K-k k! '
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Seite 12 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDBEGRIFFE

¢ Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge A auf sich selbst.

Lemma 1.2.9 Zu jeder Menge mit n Elementen gibt es genau n! Permutationen.

Satz 1.2.10 Fine Menge mit n Elementen besitzt (Z) verschiedene k-elementige Teilmen-
gen (0 < k <n).

e Fiir Binomialkoeffizienten gilt die Rekursionsformel:

(1)=065) () aseen §

und folgende Rechenregeln:

(-0 (-0 ()=

e Mit Hilfe von (8) kann man die Binomialkoeffizienten nur durch Addition berechnen.
Man erhélt das Pascalsche Dreieck (Blaise P.,1623-1662):

L1 (o) (1)
1oz 6 0 ()
L3 3 1 (0) | ) (s)

Satz 1.2.11 Binomische Formel Fir reelle Zahlen a,b und n € Nq besteht die Glei-

chung i
(a+0b)" = Z <Z> a"F ok

k=0

1.3 Die Ebene
Wir haben zwei zweidimensionale Objekte
R?  und Ebene E = Zeichenebene.

Diese beiden Objekte wollen wir in Zusammenhang bringen. Dazu kann man das Karte-
sische Koordinatensystem (René Descartes,1596-1650) benutzen, d.h.

e Man gibt den Punkt 0 vor,

e nimmt eine Zahlengerade, die x-Achse, so dass ihr Nullpunkt mit dem Punkt 0
iibereinstimmt.
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e Nun dreht man die z-Achse gegen den Uhrzeigersinn um 90° und erhélt die y-Achse.

e Fiir einen beliebigen Punkt F, € FE fillt man das Lot auf die x- und die y-Achse
und erhélt die z-Koordinate xy und die y-Koordinate y, von Fy. Man schreibt

Py = (20, Y0) -
Der Punkt 0 = (0,0) heilt Ursprung oder Nullpunkt.

Durch dieses Vorgehen haben wir eine bijektive Zuordnung von Punkten P € E und
Zahlenpaaren (z,y) € R? erhalten. Man kann also Teilmengen im R? als Punktmengen in
E veranschaulichen und Gebiete in £ mit Hilfe von Gleichungen beschreiben.

e Sei ] CR und f: I — R eine Funktion. Die Menge

Gr={(z,y)z €,y = f(z)}
heifit Graph der Funktion f.

e Sei ' C FE eine Kurve in F, versehen mit einem Kartesischen Koordinatensystem.
Sei X = (z,y) ein Punkt auf der Kurve C. Falls man genau fiir die Punkte auf C'
eine Abhéngigkeit F'(z,y) = 0 aufstellen kann, d.h.

C ={(z,y); F(z,y) = 0},

dann heifit F(z,y) = 0 die Gleichung der Kurve C und C heifit die Losungs-
menge der Gleichung F(x,y) = 0.

e Bsp.: 22 +9%— R?2=0,
Gleichung fiir den Kreis vom Radius R > 0 mit dem Ursprung als Mittelpunkt.

1.3.1 (Winkel) Ein Winkel o ensteht durch Drehung eines Zeigers um einen Punkt der
Ebene.

e Die Linge des zugehorigen Finheitskreisbogens sei £. Wir nennen ¢ das Bogenmaf3
von «, wenn die Drehung in positiver Richtung (gegen Uhrzeigersinn) erfolgte. Falls
die Drehung im Urzeigersinn erfolgte, ist —¢ das Bogenmaf.

e Ein Winkel a habe das Gradmaf («)°. Das Bogenmaf$ ¢ des Winkels « errechnet
sich durch:
(a@)°

o Im Weiteren werden wir immer mit dem Bogenmaf$ arbeiten.

. T
~180°

1.3.2 (Sinus, Cosinus) Auf dem Einheitskreis drehe man einen Zeiger der Linge 1
um den Winkel a. Dadurch zeigt der Zeiger auf den Punkt P. Die Koordinaten von P
werden mit cos a und sin « bezeichnet. Da der Winkel o € R beliebig ist, erhalten wir die
Funktionen:

cos: R — [-1,1] : a— cosa Cosinusfunktion
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sin:R—[-1,1] : a sina Sinusfunktion .

Der Zeiger habe nun die Linge r > 0. Nach einer Drehung um den Winkel o zeigt er auf
den Punkt Q) = (a,b). Dieser hat die Koordinaten

a =17cosa,

(1)

b=rsina.
Diese Gleichungen kann man auch schreiben als

cosa =

sino =

SIlo3|e
—~
[\
~—

Es liege ein Dreieck vor mit den Seiten a,b,c. a sei der von b und ¢ eingeschlossene
Winkel, ebenso 3 von ¢ und a, v von a und b.

1.3.3 (Cosinussatz) FEs gilt:
a® =b* + ¢* — 2bc cos .
1.3.4 (Sinussatz) Es gilt:

sina  sinff  sinvy

a b c

e Drehung des Koordinatensystems: Sei (z,y) ein Kartesisches Koordinatensystem.
Das Koordinatensystem (z’,%’) entstehe aus (z,y) durch Drehung um den Ursprung um
den Winkel a.

Satz 1.3.5 Hat ein Punkt X € E im urspringlichen System die Koordinaten (xq,yo) und
im gedrehten System die Koordinaten (z(,y,) so gelten die Transformationsformeln:

To = TyCosa — Ypsina,

(3)

Yo = Ty sina + yycos a,

Ty = ToCoSa + Yo sina,

(4)

Yo = —ZoSina + yo cos «.

Satz 1.3.6 Seid: E — E : (z,y) — (2/,y') eine Drehung der Ebene um den Winkel o
um den Ursprung. Dann gilt:

¥ =xcosa—ysina,

Yy =xsina+ycosa.
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1.4 Der Raum

Ahnlich wie im Abschnitt 1.3 kann man den R? und den Anschauungsraum R miteinander
identifizieren.

e Ein Kartesisches Koordinatensystem im Raum besteht aus drei sich in einem
Punkt 0 rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden, die ein Rechtssystem bilden. Man
nennt sie die z-,y-, z-Achsen. (,,Rechtssystem* bedeutet: In der xy—Ebene entsteht
die y—Achse durch Drehung der 2—Achse um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn. Ebenso
bei der (z,z)— und der (y, z)-Ebene).

e Die Koordinatenebenen sind die durch zwei Achsen aufgespannten Ebenen. Man
nennt sie auch die (z,y)-, (z, 2)- und (y, z)-Ebenen.

1.4.1 (Vektoren) Seien P,Q) Punkte im Raum R. Es gibt genau eine Parallelverschie-

bung des Raumes, die P auf Q) abbildet. Diese wird mit W bezeichnet und heifit ,, Vektor
von P nach Q.

o Unter ﬁ wird z.B. der Punkt S auf T abgebildet, d.h.
— —
PQ = ST .
Also stellen zwei gleichlange, gleichgerichtete ,Pfeile” denselben Vektor dar.

e Man schreibt oft kiirzer a = P(Q . Die Parallelverschiebung, die alle Punkte fest ldfst,
— e
d.h. durch PP beschrieben ist, heifit 0 = PP = Nullvektor.

Definition 1.4.2 Seien d = ]@) und b = Q—R> Vektoren. Die zu ]W umgekehrte Par-
allelverschiebung Q—P> be%hnen uﬂmit —a. Die ParallelverschiebungL die durch nach-
einander Ausfihren von PQ und QR entsteht, bezeichen wir mit d + b und nennen sie
Summe der Vektoren @ und b.

e Es gelten folgende Rechenregeln:

i+0=ad,

i+ (—a)=0,
T (1)
a+b=b+a,

i+(b+d)=(@+b)+¢

e Die Differenz zweier Vektoren wird erklart durch:

a—0b:=a+(—b) (2)

Definition 1.4.3 Die Lénge bzw. die Norm eines Vektors @ = PQ st die Linge der
Strecke PQ). Man schreibt dafir |@| bzw. |||
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Seite 16 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDBEGRIFFE

— P —
e Fiir den Nullvektor 0 := PP setzen wir |0 := 0.

Definition 1.4.4 Seia € Rf := {x € R, x > 0} und a@ ein Vektor. Dann bezeichnet man
mit ad denjenigen Vektor, der dieselbe Richtung wie a@ hat, aber die a—fache Linge. Man
nennt ad das a-fache skalare Vielfache von a. Sei o < 0, dann setzen wir

ad:= —(|a|a)

e Fiir alle Vektoren a, b und alle a, 3 € R gelten folgende Rechenregeln:

leall] = |ef [|]]
1@+ bl < llaf| + [|o]
e Ein Vektor mit Norm 1 heift Einheitsvektor. Sei @ # 0 ein Vektor, dann ist

_a
]

—

Qo

ein Einheitsvektor.

Definition 1.4.5 Der Raum sei mit einem kartesischen Koordinatensystem versehen.
Die drei Einheitsvektoren in positiver x-, y- und z-Richtung werden mit €;,€s und €3
bezeichnet. Wir nennen (€1, €, €3) eine kartesische Basis.

e Sei A = (ay,a9,a3) ein Punkt im Raum. Der Vektor @ = OA heiBt Ortsvektor des
Punktes A.

e ( ist eindeutig zerlegbar als Summe:

a= CL1€1 + CL252 + a3€3 .

e Man nennt a;, i = 1,2, 3, die Koordinaten des Vektors @ und a;é;, i = 1,2, 3, die
Komponenten von @ in Richtung é;.

e Fiir ein festes kartesisches Koordinatensystem schreibt man abkiirzend:

— T — = — i —
a=1 ay | =(ay,a9,a3) S d=0A =a1é1+ayé +azés (5)

falls A = (a1, as,as).
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e Im allgemeinen Fall d = }W mit P = (py1, pa, p3) und @ = (q1, g2, g3) haben wir die
Koordinatendarstellung

— g1 —P1
a=PQ=|q@—p]. (6)
q3 — D3

e Aus (5), (6) erhilt man die Koordinatendarstellung fiir Summen und skalare Viel-
fache. Sei @ = Zg’zl a;€;, b= Z?:l b;e; und o € R, dann gilt:
i+b (a; + b)) &,
1 (7)

—

(va;)é;.

M-

)

ad

M-

=1

e Aus (5) und dem Satz des Pythagoras ergibt sich fiir @ = Z?:1 a;C;:

lall = y/at + a3 + a3 (8)

1.5 Produkte

1.5.1 (Winkel zwischen Vektoren) Seien d, b von 0 verschiedene Vektoren und sei P
ein beliebiger Punkt in Raum, an dem man beide Vektoren abtrdgt. Dann ist der kleinere
der positiv gemessenen Winkel, den die ,Pfeile “a@ und b im Scheitel P bilden, der Winkel
zwischen @ und b. Man schreibt £(d, l;) Der so definierte Winkel hat die folgenden
Eigenschaften:

0< «£(a@b) <,
£(@,b) = £(b,d),
L(d,ta) =0 fallst >0, (1)
L(ata)=m fallst <0,
L(—a,b) =m— £(a,b).

Definition 1.5.2 Man nennt @ orthogonal zu b, wenn £(a,b) %, und schreibt @ L b.

Es besteht die folgende Konvention: Fiir alle Vektoren @ gilt @ L 0. @ und b heifsen
parallel, wenn a,b # 0 und b = t@ mit einem t € R.

Definition 1.5.3 Das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren @ und b ist definiert durch

oo J Nl cos £@5)  jalis@£0NE A0,
o fallsa=0VE=0.
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e Es bestehen die Gleichungen
e_;é;:(sw iaj:1a2737
wobei das Kronecker Symbol §;; definiert ist als

0 falls i # 7,
0ij = T
1 fallsi = 7.

(Leopold Kronecker, 1821-1891)
e Seid= Zle a;€;, dann gilt:
a; = ||d|| cos £L(d,€;) =ad-é;,

und demzufolge

=1
e Es gelten folgende Rechenregeln:
a) a-b="b-a,
b) (ad@)-b=a- (ab) = a(@-b),
) @+0b)-¢=a-c+b-¢,
d) i-b=0 < alb,
€) ldl| =va-a

e Aus (4) b) & c¢) folgt:

(O&lﬁl + ...+ Oénﬁn) : (ﬁll_ﬁ + ...+ ﬁmﬁm)
= oSty - Uy + ...+ Bl - U,

n m
= E E aiﬁjui-wj.

i=1 j=1

e Aus (5), (2) und den Koordinatendarstellungen @

b= Z?:1 b;e; erhilt man:

|dl| = +\/ai + a3 +a3 .
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cos £(a,b) = EL : bﬁ falls @,b # 0, (7)
[all {|b]]
cos £(@, ) = di falls @ # 0. (8)

Satz 1.5.4 Sei b £ 0 und @ ein beliebiger Vektor. Dann besitzt @ eine orthogonale
Zerlegung ldngs b, die gegeben ist durch

a=da; + a; 9)
wobes

L dbo

RN (10)

7= a— ag.

Hierbei zeigt dy in Richtung b und @y steht senkrecht auf b. dy heifit Projektion von d
auf b.

1.5.5 (Vektorprodukt) Seien @, b zwei Vektoren. Das Vektorprodukt @ x b ist der
Vektor mit den Eigenschaften:

1) ax b:=0 falls @ =0 oder b=0 oder @ parallel zu b ist,
2) sonst ist @ x b derjenige Vektor,

a) der senkrecht auf @ und b steht,
b) mit dem (d, b,d@ x l;) ein Rechtssystem bildet,

c¢) dessen Betrag gleich dem Flicheninhalt des von @, b aufgespannten Parallelogramms
18t1.

e Fiir die kartesischen Basisvektoren gilt:

!
i
l
l
!
=1

€] X €1 =€y Xeg=e3 Xez=U,
xG-6-—6xa) m
€y X €3 = €1 = — 63)(62),
€3 X € = _)2——(_»1 ><53)
e Es gelten folgende Rechenregeln:
axa=0,
- S (12)
_oaxb=—(bxa),
a(@xb)=(ad)xb=ax(ab) (aeR),
Ax(b+)=@xb)+(@x?a), (13)
(@+b)xE=(@x &)+ (bx3),
I x bl* = 1@l |B]* — (@~ b)* . (14)
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e Aus (13) und (14) folgt:

ai b1 a263 - a3b2
as X bg = a3b1 — Cllbg . (15)
as b3 arby — asby
e (15) impliziert:
Gx(Bx &) =(d-&)b—@-b)e. (16)

e Aus (16), (9) und (10) folgt, dass die zu b orthogonale Komponente gegeben ist

durch: .
Gi=——bx(@xDb). (17)
6]

Definition 1.5.6 Seien d, b und & Vektoren. Das Spatprodukt dieser Vektoren ist de-
finiert durch:
ld,b,c]:=d-(bx7?).

Satz 1.5.7 Der von den Vektoren d, b und & aufgespannte Parallelepid (Spat) hat das
Volumen .
V =|a,b,c]l.

e Seien @ =30 a;€;, b= S b€ und €= 30 ¢;&. Dann folgt aus (15) und (6)

(18)

1.6 Komplexe Zahlen

Bisher haben wir Punkte z der Ebene, die mit einem kartesischen Koordinatensystem
versehen ist, als Zahlenpaare z = (x,y) € R? aufgefasst. Jetzt schreiben wir den Punkt
z = (x,y) als

zi=x+iy (1)

und nennen dies eine komplexe Zahl mit Realteil Re z := x und Imaginérteil Im 2z :=
y. Die z-Achse heisst reelle Achse und die y-Achse imaginéire Achse. Die Menge der
komplexen Zahlen wird mit

C:={z+iyz,y eR} (2)
bezeichnet. Fiir zwei komplexe Zahlen z = x 4+ 1y, w = u + v mit z,y,u,v € R gilt:
z=w = (x=u)A(y=v). (3)

1.6.1 (Grundrechenarten in C) Seien z = z + iy, w = u + v mit x,y,u,v € R zwei
komplexe Zahlen.
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e Die Summe und die Differenz von z,w ist definiert als:

z4+w:=(x+u)+i(y+v),
z—w:=(r—u)+i(y—0).

(4)
e Die Zahl ix geht aus x durch Drehung um m/2 hervor. Die Multiplikation verall-
gemeinert dies. Wir definieren:
zw = (xu—yv) +i(xv +yu). (5)
Insbesondere gilt also:

2 =—1. (6)

e Die Potenzen z" sind rekursiv definiert durch:

o Seiw # 0. Dann ist die Division definiert als:

z rtiy  xutyv . yu— 0

— = = +1i ) (8)

w o u4 i u? + 02 u? 4+ 02

o C, versehen mit der Addition und Multiplikation, erfillt die Korperaziome. Fasst
man die reellen Zahlen x als spezielle komplexe Zahlen x 4 i - 0 auf, dann erweist
sich C als Erweiterungskorper von R.

Warnung: Die Anordnung < kann nicht auf C fortgesetzt werden. In C gelten
Ungleichungen nur in Bezug auf den Betrag (s.u.)

Definition 1.6.2 Sei z = x +iy. Die zu z konjugierte komplexe Zahl Z st definiert
durch:

Zi=T—1Y.

e Wir haben folgende Rechenregeln fiir 2z, w € C:

<3>:é, falls w #£ 0,
w w
zZ=1=z,
Rez = 3(2+7%), (10)
Imz=(2—32).
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e Der Betrag |z| von z = x + iy ist definiert als:

lz| == Va2 +y? . (11)

Es gelten die Rechenregeln:

|z| = V2Z ,

|[zw| = |2] [w],
)5‘:% falls w # 0 | (12)
2| = [z].
Die Dreiecksungleichung
|2+ w| < |z] + [w] (13)

kann durch Induktion auf n Summanden verallgemeinert werden

PIE ESMET (14)
j=1 j=1

e Zur Darstellung komplexer Zahlen mittels Polarkoordinaten s. 2.3.3.

1.6.3 (Quadratische Gleichungen) Die Gleichung x*>+1 = 0 hat in R keine Ldsung.
Allerdings sind x19 = £i Losungen in C. Allgemeiner sei

ar’ +br+c=0,

mit a,b,c € R, a # 0 eine quadratische Gleichung. Dann sind die Losungen gegeben durch:

b 1
T19=——+ — Vb —4dac , (15)

’ 20 2a

wobei d = b? — 4ac die Diskriminante genannt wird. Im Falle d < 0 setzen wir /d =

iv—d.
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Kapitel 2

Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe wie Funktionen und Grenzwerte ein-
gefithrt. Unter anderem werden Standardbeispiele fiir Funktionen, wie Polynome, Kreis-
funktionen und die Exponentialfunktion, diskutiert. Der Grenzwertbegriff wird an Hand
von Zahlenfolgen und Funktionen genauer betrachtet.

2.1 Grundbegriffe

In Definition (1.1.4) im Kapitel 1 wurden Funktionen fiir allgemeine Mengen definiert.
Nun betrachten wir den Spezialfall einer reellen Funktion einer Verédnderlichen

f: DCR—=R : z— f(z). (1)
Beispiele:
1. Eine lineare Funktion ist gegeben durch
flx)=ax+0b
mit dem Definitionsbereich D(f) = R.
2. Eine quadratische Funktion ist definiert als
f(z) = ax® + bz + ¢,
wobei a # 0 und der Definitionsbereich D(f) = R ist.
3. Die Wurzelfunktion ist gegeben durch
flz) =z

mit dem Definitionsbereich D(f) = Rj = {z € R, x > 0}.
Fiir > 0 ist als v/ immer die positive Quadratwurzel zu nehmen.

Definition 2.1.1 Sei D C R symmetrisch zum Nullpunkt, d.h. x € D = —x € D.
FEine Funktion f : D — R heifit gerade (bzw. ungerade) wenn f(—z) = f(z) (bzw.
f(=z) = —f(x) ) fiir alle z € D gilt.

23
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Definition 2.1.2 Man nennt eine Funktion f: D — R

a) monoton fallend (bzw. monoton wachsend), wenn fiir alle x1,x5 € D mit x; <
xo die Ungleichung f(x1) > f(z2) (bzw. f(x1) < f(z2)) gilt.

b) strikt oder streng monoton fallend (bzw. strikt oder streng monoton
wachsend), wenn fir alle ©, < xo € D die Ungleichung f(x1) > f(z2) (bzw.
f(z1) < f(xs) ) besteht.

2.1.3 (Rechnen mit Funktionen)

o Seien f,g : D — R zwei Funktionen. Dann definiert man die Summe, die Differenz,
das Produkt und den Quotienten dieser Funktionen durch:

d.h. die Operationen werden punktweise ausgefiihrt.

o Zu Funktionen f: I — R, g: D — R mit g(D) C I kann man die Komposition
fog: D — R bilden. Sie ist definiert durch:

(fog)(x) = flg(x)). (3)

2.2 Polynome und rationale Funktionen

Definition 2.2.1 Fine Funktion f : R — R heiffit Polynom vom Grad n, wenn es
Zahlen ag, ... ,a, € R gibt mit a, # 0, so dass

f(x):a0+a1x+--«+anm”:Zajxj. (1)

e Die a; heiffen Koeffizienten des Polynoms, a,, wird als Leitkoeffizient bezeichnet.

e Das Nullpolynom f(x) =0 (d.h. a; = 0 Vj) erhdilt keinen Grad, wird aber z.B. bei
der Sprechweise ,ein Polynom von Grad < n“ mit eingeschlossen.

Satz 2.2.2 Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten paarweise
tibereinstimmen, d.h.

Za]x] bej & a; =b;, j=1,...,n.

7=1
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2.2.3 (Horner Schema) Sei x ein spezieller Wert. Um den Funktionswert f(xzq) in
Darstellung (1) zu berechnen, braucht man 2n—1 Multiplikationen und n Additionen. Es
gibt andere Darstellungen als (1), z. B. die Horner—Darstellung:

fl@)=((((apx + ap_1)x + an_2)r+ - +aj)r+ag. (2)
Hier betragt der Aufwand n Multiplikationen und n Additionen (William George Horner,
1786-1837).
Satz 2.2.4 Sei f(z) = Y a;a?, a, # 0 und b € R. Fiir die Zahlen ¢, = a,, Cp_1 =
=0

cnb + an_1 bis cg == c1b+ ag gilt
f(b) = co
f(z) = (z —b) Z c;v’ ! + ¢, (3)

j=1
d.h. das Horner Schema enthdlt die Division von f(x) — f(b) durch x —b.

Definition 2.2.5 Als Nullstelle einer Funktion f : D — R bezeichnet man jedes x € D
mit f(x) = 0.

e Fiir Polynome erhdlt man aus (3):
f0)=0 < [f(x) = (z - bh(z),
d.h. f(x) enthdlt den Linearfaktor (x —b).

o Nun kann h(b) wiederum 0 sein. In diesem Fall gibt es ein Polynom hy mit h(b) =
(x —b)hi(x). Damit gilt: f(z) = (x — b)*hy(x).

Definition 2.2.6 Man nennt b € R eine k-fache Nullstelle von f und man nennt k
die Vielfachheit von b, wenn gilt:

fl@) = (x—b)lg(x) und g(b) #0. (4)
Satz 2.2.7
a) Sei f(x) = Z?:o a;x’ ein Polynom vom Grad grifer gleich eins. Sind by,. .., b, al-
le (verschiedenen) reellen Nullstellen von f mit der jeweiligen Vielfachheit (y, ... £,
dann gilt

r

fz) =[] = b)"q(x) (5)

Jj=1

mit einem Polynom q(x) vom Grad n—Y_ {¢;, das in R keine Nullstellen hat.
j=1
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b) Jedes Polynom vom Grad n mit n > 1 hat héchstens n Nullstellen.

2.2.8 (Komplexe Polynome) Betrachten wir komplexe Polynome:
fe) =Y s, aec (6)
§=0

e Alle Operationen, wie Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, die fiir reelle
Polynome definiert sind, werden analog fiir komplexe Polynome definiert.

e Der Grund fiir die Einfiihrung der komplexen Zahlen war das Polynom x2+1, welches
in R keine Nullstelle hat. Die Gleichung 2% + 1 = 0 hat aber in C die Losungen =i.

Satz 2.2.9 (Fundamentalsatz der Algebra) ,
(Carl Friedrich Gauf, 1777-1855, 1801). Zu jedem Polynom der Form (6), mit n > 1
und a, # 0, gibt es eine Zahl w € C mit f(w) = 0.

Satz 2.2.10 Jedes komplexe Polynom der Form (6) mitn > 1,a, # 0 besitzt eine Fak-
torisierung iiber C der Form

F(2) = an(z —w)™ o (2 — wp)™ (7)

k
mit verschiedenen Nullstellen w; € C der Vielfachkeit £; mit > {; = n.
j=1

e Jedes reelle Polynom kann als komplexes Polynom aufgefasst werden, da R C C.

Lemma 2.2.11 Sei w € C eine Nullstelle eines Polynoms f mait reellen Koeffizienten.
Dann ist auch w eine Nullstelle von f.

Satz 2.2.12 Jedes reelle Poynom f(z) = Y aja’,n > 1,a; € R,a, # 0, besitzt die
=0

Faktorisierung iiber R
f) = ap(z = b)) - - (= b)) (2* +crz+di)* - (2® + cox + d)™,

mit reellen Nullstellen b; € R der Vielfachkeit £; und quadratischen Polynomen x>+ c;x +
d;, die keine reelle Nullstelle haben.

Satz 2.2.13 Die rationalen Nullstellen eines Polynoms
f(z) = Zajxj ,a; €7
§=0

findet man unter den Briichen § (a,b € Z), in denen a ein Teiler von ag und b ein Teiler
vON a,, 1St.
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Satz 2.2.14 Zu (n+1) beliebigen Stitzpunkten (z;,y;), i = 0,...,n, mit x; # x; firi # j,
gibt es genau ein Polynom p, mit Grad kleiner gleich n, so dass pp(x;) = y;,i =0,...,n.

e Newton Interpolationsverfahren (Isaac N., 1642-1727)
Man suche das Polynom p,, aus Satz 2.2.14 in der Form

pn(x) = oo+ 041(13 - 1’0) + 062(13 — xo)(x — xl) 4+ .4

+ap(z—xo)(x—21) -+ (T — 2pq)
Die Bedingung p,(z;) = y;, ¢ = 0,...,n, liefert das Gleichungssystem:

Yo = O
y1 = ap + ay(z1 — o)

Yn = g + a1 (0 — @) + -+ + an(Tn — T0) -+ (Tn — Tn-1)

Dieses kann schrittweise von oben nach unten mit der Methode der dividierten Diffe-
renzen gelost werden:

T Yo \
/ yO,l \
T1 | W N Pz Y0,1,2
/ Y12
. ce Yo1,...n
T2 | Y2 : /
/ yn72,n71,n
/ Yn—1,n
Tn | Yn
Hierbei ist
_ Yi1—%o _ Y2—y1
Yo1 = 3=z Y12 = =0
_ Y1,2—Y0,1 _ Y2,3—Y1,2
Yor2 = "o Y123 = T

Man kann nachrechnen, dass

O; = Yo,...i;

d.h. die gesuchten Koeffizienten stehen in der oberen Schrigzeile.

Definition 2.2.15 Der Quotient zweier Polynome

p(z) _ Z?:o a;z’

- : n 7bm Y
o) X 7 0n 70

fx) =

heifit rationale Funktion.
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(z)

pl@) _
q(x)

x+®

q(x)

Satz 2.2.16 Jede rationale Funktion f# mit Zdhlergrad > Nennergrad ldsst sich darstel-

(9)

mit einem Polynom h und einem Restpolynom r wobei entweder r = 0 oder Gradr <

Grad q.

Definition 2.2.17 Seien p,d Polynome. Man nennt d eine Teiler von p, wenn es ein
Polynom py gibt, so dass p(x) = d(x)pe(z).

Lemma 2.2.18 Sei § eine rationale Funktion und sei Grad p > Grad q. Sei ferner
]_9 =h + C)
q q

wobei Gradr < Gradq. Es ist d genau dann ein gemeinsamer Teiler von p und q, wenn
d gemeinsamer Teiler von q und r ist.

e Sei f(x) = f]% eine rationale Funktion, wobei p und ¢ teilerfrei sind. Dann haben

p(z) und ¢(x) keine gemeinsamen Nullstellen und der maximale Definitionsbereich
der rationalen Funktion f ist gegeben durch

D(f) ={z €R : q(x) # 0}. (10)
Sei b € R eine (-fache Nullstelle von ¢(x), d.h.
q(z) = (z = b)'aq(x),

Dann nennt man b einen ¢-fachen Pol von f.

mit ¢;(b) # 0.

2.3 Trigonometrische Funktionen

In Paragraph 1.3 Punkt 1.3.2 haben wir die Sinus- und die Cosinusfunktion definiert. Aus
der Definition erhélt man sofort folgende Eigenschaften:

—1 <cosx <1,
cos(—x) = cosx (gerade Funktion), (1)
cos(x + 2kmw) = cosx (2m-periodisch),
—1 <sinz < 1,
sin(—zx) = —sinx (ungerade Funktion), (2)
sin(z + 2km) = sinz (2m-periodisch),
cosz =0 & I:ﬂ:%ﬂ', ﬂ:%ﬂ', j:gw,...,

sinx =0 & r=0,£m, 27, ... .
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Satz 2.3.1 (Additionstheorem) Fiir alle z,y € R gilt:

cos(x 4 y) = cosx cosy — sin x siny, )
sin(z 4 y) = sinx cosy + cos z sin y.

e Der Spezialfall y = 7, bzw. y = —7 impliziert:
sin (x + %) = Ccos T, (5)
oS (x — %) = sinx,

d.h. wenn man die Sinuskurve nach links um 7 verschiebt, erhélt man die Cosinus-
kurve.

e In Formelsammlungen gibt es zahlreiche Identitéten, die sich am einfachsten aus der
Euler-Formel (2.3.3) herleiten lassen. Hier einige Beispiele:

cos(z — y) = cosx cosy + sinzsiny, (©)
sin(x — y) = sinz cosy — cos x siny,

. . o - xty T—y
sinx + siny = 2sin = cos =5~,

cosx + cosy = QCOS%ﬂ cos 5,

cos(2z) = cos® z — sin® x = 2cos® x — 1,
. . (8)
sin 2 = 2sinx cos T,
_ 2
14 cosxz = 2cos

z
27
1 — cosx = 2sin? 5

Achtung: sin? z := (sin(z))”

Definition 2.3.2 Die Tangens- und Cotangensfunktionen sind definiert durch

tan z ;= 3L mit x # (2k +1)5,k € Z,
cos T 1= mit x # kr, k € Z.

e Wir erhalten sofort folgende Eigenschaften:

tan(—z) = —tanz, (ungerade Funktion), (10)
cos(—r) = —cosw, (ungerade Funktion),
tan(x + ) = tanz, (m-periodisch), (11)
cos(z + ) = cosz, (m-periodisch),
t t
tan(z + y) = anz + tany fiir ,erlaubte” x,y. (12)

1 —tanztany’
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2.3.3 Polardarstellung komplexer Zahlen Die Menge der komplezen Zahlen ist C =
{z =2 +1y; z,y € R}. Man kann jede kompleze Zahl z # 0 auch als ,Zeiger” auffassen
und deshalb ist z eindeutig bestimmt durch den Winkel ¢ und den Betrag |z|.

e Man nennt ¢ das Argument von z, ¢ =: argz. Falls —7 < ¢ < 7, heifit ¢
Haupwert von arg z

e Wir haben zwei Moglichkeiten, eine komplexe Zahl anzugeben:
z=x 41y mit x = Rez, y = Im 2,

oder durch Angabe des Betrages r = |z| und des Arguments ¢ = arg z.
Aber wir wissen, dass x = rcos g, y = rsin ¢ und somit erhalten wir

z =r(cos ¢+ isingp). (13)
Diese Form der Darstellung von z heifit Polardarstellung.

e Die Exponentialfunktion e* kann fiir z € C durch die ,,Potenzreihe’’ 5.3.7 definiert
werden. Es zeigt sich

e’ =cosp +ising, ¢ER. (14)
"t = ¢®(cosy +isiny), w,y€R

(Eulersche Formel, Leonhard E., 1707-1783). Die Exponentialfunktion geniigt auf C
der Multiplikationsformel

z1tz2 __ 21, %2

2.3.4 Umrechnungen
1) Sei z € C, mit z # 0, gegeben in der Form: z = = + iy, z,y € R. Dann setzen wir

= VPR

arccos 7 falls y > 0,
®= (s.3.3.4)
— arccos falls y < 0.

Wir erhalten die Polardarstellung z = re'”.
2) Sei z € C in der Polardarstellung z = re’? gegeben. Dann setzen wir
T =7rcosp, Yy=rsiney
und erhalten die Darstellung z = x + iy.

Satz 2.3.5 (Abraham de Moivre, 1667-1754). Fiir alle ¢, € R gilt,
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b) ()" =em?, neN,

o ,—tp 1
c) e =e = 4.

e Die Multiplikation und Division komplexer Zahlen lasst sich besonders einfach in der
Polardarstellung berechnen. Sei z = |z|e’? und w = |w|e™, dann gilt:

z-w = |z||w] €TV
= Ll gile=v) falls w # 0.

£
w o wl

(15)

Definition 2.3.6 Fine Funktion f : R — R heifit periodisch mit einer Periode 2/,
wenn

flz+20) = f(x) Ve e R.

Definition 2.3.7 Als Schwingung, bezeichnet man einen Vorgang, der durch eine pe-
riodische Funktion eines ,Zeitparameters®t € R beschrieben wird. Eine durch

s(t) = Acos(wt+a), teR

mit festem A,w,a € R dargestellte Schwingung heifst harmonisch. A heiffit Amplitude,
wt + a die Phase, o die Nullphase und w die Kreisfrequenz. Die Periode betrdigt

T = 2™ und die Frequenz v = £ = £,
w T 27

e Die Uberlagerung s(t) zweier Schwingungen s;(t), sy(t) ist punktweise definiert,
d.h. die Auslenkungen addieren sich

s(t) : = s1(t) + s2(t).
Die Uberlagerung s(t) ist im Allgemeinen nicht mehr periodisch.

e Die Behandlung von harmonischen Schwingungen s(¢) vereinfacht sich, wenn man
komplexe Schwingungen z(¢) einfiihrt. Sei

s(t) = Acos(wt + ),
dann definiert man

2(t) : = Acos(wt + a) + iAsin(wt + «)
_ Aei(thra) (16)

= ae™".

Hierbei ist a gegeben durch a := Ae™ und heifit komplexe Amplitude.
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Satz 2.3.8 Besitzen zwei harmonische Schwingungen die gleiche Kreisfrequenz, d.h.
s1(t) = Ajcos(wt + ay),  $2(t) = Ag cos(wt + ag),

so ist ihre Uberlagerung (Superposition) s(t) wieder eine harmonische Schwingung, die
gegeben ist durch

s(t) := s1(t) + so(t) = A cos(wt + )
mit A = Vu? + 12, cosa = 4, sina = %, wobei
u = A cosaq + A cos s, v:=A;sino; + Assin .
e Es gilt folgende Formel:

sin 21§ sin 2§
2 = 2 (17)

2

sind +sin2d + --- +sinnd = .
Sin

o Auf Grund der Darstellungen wy = 1542 4 1292 ynd w, = <42 — 22291 J5ft sich
die Uberlagerung zweier komplexer Schwingungen immer als Produkt

iwit iwat e §L22l jLtwz
a1 + ™ = [ a1e'” 2 '+ age' 2 e 2 (18)

darstellen. Man sagt dazu modulierte Schwingung mit modulierter Amplitu-
de.

e Im Allgemeinen ist eine modulierte Schwingung nicht periodisch. Ist der Quotient
“L = Z—; jedoch eine rationale Zahl, so ist die modulierte Schwingung periodisch.

wa . .
In diesem Fall besitzen die Schwingungen z1(t) = a1e™'* und 29(t) = age™?' die
gemeinsame Periode T := 2’:}—71“ = 22:%, d.h. z1(t) + 22(t) ist periodisch, aber nicht

notwendig harmonisch.

2.4 Zahlenfolgen und Grenzwerte

Einer der wichtigsten Begriffe der Analysis ist der des Grenzwerts. Wir fangen unsere
Untersuchungen mit Folgen an und tibertragen die Ergebnisse dann auf Funktionen.

Definition 2.4.1 Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine auf Ny oder N
erklarte Funktion, das heifit jedem n € Ny ist ein a,, € R zugeordnet. Man schreibt

(an)neNo ; (an)nzo; g, a1, a2, - -

Die Zahlen a,, heiffen Glieder der Folge.
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Beispiele:
1) a,=c konstante Folge c,c,---
2) a,=n Folge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,---
3) a,=ag+nd arithmetische Folge  ag, a0+ d, a9+ 2d, - -
4) ap,=apq" geometrische Folge  ag,a9q,a9q?, -
5) ay=1, apy1 = (n+1)a, rekursiv definierte Folge

Definition 2.4.2 Fine Folge heifst beschrankt, wenn es Konstanten K1, Ko gibt, so dass
K <a, <K, fiir alle n € Ny.

e Im obigen Beispiel sind die Folgen in 1) und 4) fir |q| < 1 beschrinkt. Die Folgen in
2), 8) fird#0, 4) fir|q| > 1 und 5) sind unbeschrdankt.

Definition 2.4.3 Man sagt, die Folge (a,)n>0 konvergiert gegen den Grenzwert a € R
und schreibt

lim a,=a oder a,— a,
n—oo

wenn es zu jeder beliebig kleinen Schranke € > 0 einen Index ng € Ny g¢ibt, so dass gilt:
|an_a’<€ VnZno,

d.h. alle Glieder ab einem bestimmten Index (dieser hdngt im allgemeinen von e ab!)
liegen in einer e-Umgebung von a.

e Fulls der Grenzwert existiert, heifst die Folge konvergent, ansonsten divergent.

e Fulls a =0, heifit die Folge Nullfolge.

e Die Aussage a, — a ist gleichbedeutend damit, dass die Folge b, = a,, — a Nullfolge
15t.

Satz 2.4.4 Fir jede konvergente Folge (a,)n>o gilt:

1) Ist lim a, = a und lim a, = b, so gilt a = b, d.h. im Fall der Konvergenz ist der

n—oo

n—oo
Grenzwert oder Limes eindeutig bestimmt.

2) Die Folge (an)n>o ist beschrankt.
Definition 2.4.5 Man sagt, eine Folge (a,),>0 divergiert gegen oo, in Zeichen

lim a, = oo,

n—oo

wenn fir alle K € Ny ein ng € N existiert, so dass a, > K fir alle n > ng. Analog
definiert man: divergiert gegen -oo.

e Fir eine Folge (a,) mit a, > 0 Vn sind dquivalent:

1) a, — 0,
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2)%—>oo.

Lemma 2.4.6 Fir alle x € R gilt

1) lim 2™ =0, falls |z| < 1,
2) lim 2" = oo, falls x > 1,

3) Die Folge (x"),>0 divergiert, falls x < —1.
2.4.7 Geometrische Reihe Die Folge (a,,)n>0 sei gegeben durch:

ap =", reR.

Fiir die endliche geometrische Reihe gilt:

1_195_";1, falls x # 1,

sp=1+a+a 4+ - 2" =
n+1, falls x = 1.

Es konnen folgende Fille auftreten:

. T 1 zntl 1
o el <1 = Jim = lim (4 ) = 1
b) x>1 = lim s, = oo,
n—oo
c) r<—1 = divergiert.

Statt lim >~ z* schreibt man Y 2*, d.h.

=0 k=0 k=0
- N ﬁ, falls |x| < 1,
Zxk = lim 7" = < oo, falls x> 1, (1)
N—o0
k=0 k=0

divergiert,  falls x < —1.

2.4.8 Harmonische Reihe Wir betrachten die Folge (%>n>1' Die zugehérigen Partial-
summen s, sind -

Sp=1+143+--+1

Es gilt:

= OQ.

lim s, =00 oder Z

n—00
1

I =

o]
k=

Definition 2.4.9 Ist (a,)n>0 eine Folge und ng < ny < --- eine aufsteigende Indezfolge,
dann heifst die Folge an,, ay,, ... Teilfolge der Folge (an)n>o-
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2.5 Rechenregeln fiir Grenzwerte und Konvergenzkriterien
Seien (an)n>0, (bn)n>0 Folgen.

Satz 2.5.1 Sind (an)n>0, (bn)n>0 konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und b, — b, dann

qgilt:
a) lim (a, +b,) =a+tb,
b) lim (a,b,) =a- b,

c) ist a # 0, dann gibt es ein ny € N mit a,, # 0 fir alle n > ny und fir die Folgen

(@n)nznis (bn)nzn, gilt: Tim L= 2 lim 2= =2
d) lim [an| = |al,
e) lim \/a, =+/a, falls alle a,, > 0.

Satz 2.5.2 Lassen sich fiir alle n > ny die Glieder der Folge (an)n>o abschitzen durch
b, <a, <c, mit lim b, = lim ¢, = ¢, dann ¢ilt lim a, = c.

n—oo n—oo n—oo

Satz 2.5.3 Seien (a,)n>0, (bn)n>0 konvergente Folgen mit a,, < by, fir alle n > ny. Dann
gilt: lim a, < lim b,.

e Da Folgen spezielle Funktionen sind, wissen wir schon, was eine monoton wachsende
(bzw. monoton fallende) Folge ist, ndmlich wenn fur alle n > 0 gilt a,41 > a, (bzw.
QAp+1 S an)-

Satz 2.5.4 Jede monoton wachsende oder fallende, beschrinkte Folge ist konvergent.

Beispiel: Wir betrachten die Folge (a,)n>0, wobei a,, := > 7. Diese Folge ist monoton
k=0
wachsend und beschrénkt. Also konvergiert sie und man definiert die Eulersche Zahl e

durch
ei=) &=lm (Z%):z,n&.. (1)

k=0 k=0

Die Folge (a,)n>0 konvergiert sehr schnell. Man kann zeigen, dass die Eulersche Zahl e
auch der Grenzwert der Folge (b,),>1 mit b, := (1 + %)n ist, d.h.

1 n
= li I+—) . 2
= Jm (147 @

Die Folge (b,)n>1 konvergiert sehr langsam.
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Definition 2.5.5 Die Exponentialfunktion e : = — €% ist fir alle x € R definiert
durch

¢’ := lim (14 %)" = lim Z o (3)

n—oo n—oo

Beide Grenzwerte existieren auch fiir x € C und sind gleich.

2.6 Funktionengrenzwerte, Stetigkeit

Seien I C R ein Intervall, @ € I U{—o00,00} und f : I\ {a} — R eine Funktion. Uns
interessiert das Verhalten von f(x), wenn x sich a néhert, wobei x # a.

Definition 2.6.1 Die Funktion f hat fir x gegen a den rechtsseitigen Grenzwert
(bzw. linksseitigen Grenzwert) ¢, in Zeichen lim fx) =c (bzw. lim f(z) = c),

wenn fir jede Folge (x,)n>0 aus I mit x, — a und a < x,, fir alle n (bzw. x, — a und
z, < a fir alle n) die Folge (f(xy)),sq den Grenzwert ¢ hat. f hat fir x gegen a den
Grenzwert c, in Zeichen lim f(x) = ¢, wenn gilt lim f(z) = lim f(z)=

r—a

Satz 2.6.2 Aus lim f(x) = ¢, lim g(z) = d, mit ¢,d € R folgt:

r—a

) lm(f(2) + g(2)] = c % d,
b) tim £(a) - g(w) = ¢,
¢) lim L&) — ¢ falls d # 0.

pg 9@ T d

Dies gilt auch fiir a = +oo und einseitige Grenzwerte, x — a*,x — a~ aber nur fir
endliche Grenzwerte c,d.

Satz 2.6.3 Wenn g(x) < f(x) < h(z) fir alle x in der Nihe von a gilt (bzw. fir alle
hinreichend groffen x) und wenn g(x) — ¢, h(x) — ¢ fir z — a (bzw. x — ), dann gilt
auch lim f(x) = ¢ (bzw. lim f(x) = c).

e Es bestehen die Grenzwert—Aussagen:

sin
fim == =1 W
iy S0 2
2.6.4 Asymptoten
a) Man nennt die Gerade x = a eine vertikale Asymptote der Kurve

y = f(x), wenn beim Grenziibergang x — a® oder x — a~ die Funktionswerte f(x)
gegen oo oder —oo streben.
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b) Die Gerade y = c heifst horizontale Asymptote der Kurve y = f(z), wenn
lim f(z) =c oder lim f(x)=c gilt.

c¢) Als schrige Asymptote der Kurve y = f(x) bezeichnet man die Gerade y = px + q,
falls p # 0 und f(x) — (pr +q) — 0 fir x — oo oder x — —oc.

Definition 2.6.5 Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Die Funktion f
heifft im Punkt z( € I stetig, wenn lim f(x) = f(xo).
T—T0

e Falls g ein Randpunkt des Intervalls ist, so ist der Grenzwert nur einseitig zu ver-
stehen.

e Die Funktion f heiffit auf I stetig, wenn sie in jedem Punkt xq € I stetig ist.

Satz 2.6.6

a) Sind f und g auf einem Intervall I C R stetig, so gilt das auch fir f £ g und f - g.
Ferner ist % stetig in allen x € I mit g(x) # 0.

b) Sind f : I — R, g: D — R stetig mit g(D) C I, dann ist auch die Komposition
h:D—R,h= fog auf D stetig.

2.6.7 Korollar

a) Jedes Polynom p(z) = > a;x" ist auf ganz R stetig.
i=0
b) Seien p,q Polynome, die teilerfremd sind. Dann ist die rationale Funktion f(x) = 2%
stetig in allen Punkten x € R mit q(x) # 0.

Satz 2.6.8 Fiir jede auf einem abgeschlossenen beschrdinkten Intervall
la, b] stetige Funktion gilt:

a) Schrankensatz: Es gibt eine Schranke K mit |f(x)| < K fir alle x € [a, b].
(Man sagt: [ ist auf |a,b] beschrinkt.)

b) Satz vom Maximum und Minimum: FEs gibt Werte xg,z1 € [a,b], so dass f(x9) <
f(z) < f(x1) fiir alle x € [a,b].

(Man sagt: f nimmt auf [a,b] sein Minimum und sein Mazimum an.)

¢) Zwischenwertsatz: Zu jeder Zahl c zwischen dem Minimum f(zo) und dem Mazimum
f(z1) gibt es wenigstens ein T € [a,b] mit f(T) = c.
(Man sagt: f nimmt jeden Wert zwischen seinem Minimum und Mazimum an.)

d) Die gleichméiflige Stetigkeit: Zu jeder beliebig kleinen Zahl € > 0 gibt es ein § > 0,
so dass zwei Funktionswerte sich um héchstens € unterscheiden, sobald die Argumente
weniger als 0 voneinander entfernt sind, d.h.

Ve>0 36>0:( |z—2|<d= |f(x)—f(2')|<e).
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2.6.9 Korollar Ist f : [a,b] — R stetig und haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzei-
chen, dann gibt es wenigstens eine Nullstelle T € (a,b) von f, d.h. f(Z) = 0.

e Bisektion Sei f : [a,b] — R eine Funktion so, dass f(b) - f(a) < 0. Dann existiert nach
Korollar 2.6.9 eine Nullstelle in [a,b]. Diese kann man durch sukzessives Halbieren des
Intervalls beliebig genau bestimmen. Im Falle f (%£2) - f(b) < 0 liegt die Nullstelle im
Intervall [%2, b], sonst in [a, %$?]. Dieses Verfahren kann beliebig oft wiederholt werden.
Dabei sto3t man entweder nach endlich vielen Schritten auf die Nullstelle, oder der Fehler

wird in jedem Schritt mindestens halbiert.
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Kapitel 3

Differentation

Die Differentialrechnung ist eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Mathematik selbst und
in der mathematischen Behandlung von Problemen aus Wissenschaft und Technik. Insbe-
sondere wird sie in diesem Kapitel zur Kurvendiskussion und zur Extremwertbestimmung
benutzt.

3.1 Die Ableitung

Definition 3.1.1 Die Funktion f sei auf dem Intervall I C R definiert und es sei xg € 1.
Man sagt, f ist in x( differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(xo+h) — f(xo)
h

h—0

(1)

existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird mit f'(xo) bezeichnet.

e Man nennt Ai(x) — Jzoth)—f(zo
x h

f(x)—f(z0)
o

) den Differenzenquotienten. Man kann (1.2) auch

durch lim ersetzen.

T—T0

: . df(zo) d
e andere Bezeichnungen: =~ - f

e Falls f in jedem Punkt zy € I differenzierbar ist, sagt man dass f auf I differen-
zierbar ist. Die so definierte Funktion f': I — R : x +— f’(x) heift Ableitung
von f.

39
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Beispiele:

flz) | f'(z)
c 0
ar +b a (2)
2" |nz™ ! firneN
VT ﬁi fiir z > 0

3.1.2 Geometrische Interpretation Sei y = f(x) eine gegebene Funktion. Dann ist
tan ¢ = ﬁ—g der Anstieg der Sekante durch die Punkte (zo, f(x0)), (z, f(x)).

£+

A)’

foa 1 AX

% X
Der Grenzwert Alirno % ist der Anstieg der Tangente an y = f(x) im Punkt (xo, f(z0)),

d.h. die Tangente des Graphen y = f(x) im Punkt (zo, f(zo)) geniigt der Formel
y = f'(zo) (x — m0) + f(z0). (3)

3.1.3 Analytische Interpretation Sei y = f(z) eine gegebene Funktion und
(xo, f(xg)) ein Punkt. Wir suchen die ,beste® lineare Approzimation von f in der Ndihe
von xq, d.h. eine lineare Funktion g(x), so dass

d.h. der Fehler f(x)—g(x) strebt schneller gegen Null als x —xy. Die Funktion g ist linear
und somit gegeben durch g(x) = m(x — xo) + f(zo). Aus (*) erhalten wir m = f'(xo),
d.h. die Tangente (3) ist die ,beste” lineare Approximation von f(x) nahe (zo, f(xo)).

Satz 3.1.4 Jede in xy € I differenzierbare Funktion f : I — R ist in x¢ auch stetig.

e Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit!

Satz 3.1.5 Sind Funktionen f,qg: 1 — R im Punkt x € I differenzierbar, so sind die in
a),...,d) links stehenden Funktionen differenzierbar und man berechnet die Ableitungen

gemdafs
a) (f(z) +g(2)) = f'(x) + ¢'(x),
b) (f(x)-g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g(x),
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c) (((—> = f/(“)g(?{(ﬁ)(” 9@ falls g(x) #0.
!/ e
d) (ﬁ) = _%(:p))’ falls g(z) # 0.

e Fiir Polynome p(z) = > a; z; gilt:
i=0

= 2”: ia; vt (4)
i=1

e Wir haben folgenden Spezialfall von Satz 3.1.5 d)

xn

<i> :w_nfl neN, z#£0. (5)

Satz 3.1.6 Die Sinus- und die Cosinusfunktionen sind auf R differenzierbar und es be-
stehen die Ableitungsregeln

a) (sin z)' = cos =,

b) (cos z) = —sin z,

¢) (tan z) = L, v# (2k+ 1), k€ Z,
d) (cot z)' = -, r#krn, keZ.

Satz 3.1.7 (Kettenregel) Die Komposition x +— f(g(z)) zweier differenzierbarer Funk-
tionen ist differenzierbar und es gilt

(f(g(x)) = f(9(x)) - g'(x). (6)

3.1.8 Hohere Ableitungen Die Ableitung der Ableitung von f bezeichnen wir, falls
sie existiert, mit " oder 4 f(x). Allgemein definieren wir

fO(z) = f(2)
f

Va) = f(a)
d

FO @) = D) = ).

Hierbei heifit f(z) die n-te Ableitung von f und f heift n-mal differenzierbar,
wenn die n-te Ableitung existiert.

e Mit Hilfe der Eulerschen Formel Kapitel 2 (14) und Satz 3.1.6 kann man zeigen, dass

d

pr et = jw ™t teR. (7)
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3.2 Anwendungen der Differentation

3.2.1 Maxima und Minima Man sagt, eine auf D C R erklirte Funktion f hat in
a € D ein globales Maximum, wenn f(z) < f(a) fir alle x € D gilt. Die Zahl b € D
heifit lokales Maximum von f, wenn es eine e-Umgebung (b —e,b+ ) von b gibt, so
dass f(x) < f(b) fir allex € DN(b—e,b+¢). Analog definiert man globales Minimum,
lokales Minimum. Jedes Minimum und jedes Maximum heifst Extremum.

Satz 3.2.2 Ist f in einem offenen Intervall I differenzierbar, so gilt:
xg € I ist lokales Extremum = f'(zo) = 0.
e Aus Satz 2.2 und den Bemerkungen folgt, dass

1) Randpunkte von D,
2) Punkte, in denen f nicht differenzierbar ist, und (1)
3) stationédre Punkte, d.h. Punkte, in denen f’(z) = 0 ist,

Kandidaten fiir Extrema sind.

Satz 3.2.3 (Mittelwertsatz) Ist die Funktion f auf |a,b] stetig und auf (a,b) differen-
zierbar, dann gibt es einen Punkt zo € (a,b) mit

oy - 1010

Satz 3.2.4 Fiir eine auf dem Intervall I C R differenzierbare Funktion f gilt:
a) f'(x) >0 aufI = f st auf I strikt monoton wachsend,

b) f'(x) <0 auf I f ist auf I strikt monoton fallend,
f ast auf I monoton wachsend,

d) f'(r) <0 auf I f ist auf I monoton fallend,

()
()
c) f'(x) >0 auf I
()
()

I

e) f'(x) =0 auf I f ist konstant auf I.

Satz 3.2.5 Fine auf (a,b) differenzierbare Funktion f hat im stationdren Punkt xo €
(a,b) ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein € > 0 gibt, so dass die
Ableitung f'(x) im Intervall (xg — €,x¢) positiv und im Intervall (xg,zo + €) negativ ist
(bzw. in (zo — €, x0) negativ und in (xg, xo + €) positiv).

Satz 3.2.6 Ist f auf (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xo € (a,b) ein stationdrer
Punkt, dann gilt:

a) f"(xo) <0 = f hatin o ein lokales Mazimum,

b) f"(x0) >0 = f hat in xq ein lokales Minimum.
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Definition 3.2.7 Sei I C R ein Intervall. Fine Funktion f : I — R heifit konvex, wenn
fir alle x1,x9 € I und alle X € (0,1) gilt:

fQar + (1= Nz2) < Af(21) + (1= A) flz2).
Die Funktion heifit konkav, wenn —f konvex ist.

Satz 3.2.8 Sei f auf einem Intervall I zweimal differenzierbar, dann gilt:
a) f" >0 auf I = f ist konver,

b) f" <0 auflI = f ist konkav.

Definition 3.2.9 Sei f : D — R eine Funktion. Der Punkt xq € D heifit Wendepunkt,
wenn es ein € > 0 gibt, so dass [ auf dem Intervall (xo — €, x¢) konvex (bzw. konkav) ist
und auf dem Intervall (xg, —¢, o) dem Intervall (xo,xo + €) konkav (bzw. konvex) ist.

Satz 3.2.10 Sei f: I — R zweimal differenzierbar. Sei ferner xo € I ein Punkt, so dass
f"(x0) = 0 ist und die zweite Ableitung im Punkt xq thr Vorzeichen wechselt. Dann ist x
ein Wendepunkt.

Satz 3.2.11 Sind f, g in |a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist ¢'(x) # 0 fiir alle
x € (a,b), dann gibt es einen Punkt xo € (a,b), mit

f(b) = fla) _ f'(x0)

g(b) —g(a)  g'(z0)

Satz 3.2.12 (Guillaume de ’Hospital, 1661-1704). Sind f,g auf (a,b) differenzierbare
Funktionen, ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b), mit den Eigenschaften

a) f(x) — 0,g9(x) — 0 oder f(x) — oo, g(x) — oo firz —b.

b) hril— 58 =L € RU{£o0}, dann gilt:

lim J@) = lim f(@)
e g(z) e g'(z)

Entsprechendes gilt fiir xt — a~ und x — +o00.

3.2.13 Kurvendiskussion Um eine Vorstellung von der Gestalt des Graphen y = f(x)
zu bekommen, fiihrt man eine Kurvendiskussion durch, d.h.

1) Mazimalen Definitions- und Wertebereich bestimmen,
2) Symmetrie, Periodizitit testen,
3) Stetigkeit und Differenzierbarkeit priifen,

4) Nullstellen und Vorzeichen bestimmen,
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5) Extremwerte ermitteln,

6) Monotoniebereiche ermitteln,

7) Wendepunkte suchen,

8) Konvezitit, Konkavitit untersuchen,

9) Asymptoten, Grenzwerte bestimmen, |x| — oo, x —  kritische Stellen®,

10) Skizze.

3.2.14 Nullstellen und Fixpunkte Oftmals bendotigt man die Nullstellen einer Funk-
tion. Jedoch kann man nur selten eine explizite Lésung angeben. Deshalb bestimmt man
Folgen von Néherungslésungen der Gleichung f(x) = 0, d.h. man konstruiert eine Folge
(Tn)n>0, so dass f(x,) — 0. Das Finden von Nullstellen zu f ist dquivalent zum Finden
von Fizpunkten zu g(x) = f(z) + x.

Sei die Funktion [ auf [a,b] definiert. Dann heifit © € [a,b] Fixpunkt von f, wenn

f(z*) = z*.
Satz 3.2.15 Hat eine auf [a,b] stetig differenzierbare Funktion f folgende Eigenschaften
a) a < f(x) <b  fir alle z € [a,b],
b) es gibt eine Konstante K mit |f'(z)] < K <1 fir alle x € [a, ],
dann gilt:
1) Es gibt genau ein x* € [a,b] mit f(x*) = x*.
2) Die Iterationsfolge
Tnt1 = [(z), n € Ny (2)
mit beliebigen Startwert xo € [a,b] konvergiert gegen den Fixpunkt z*.

3) Es qilt die Abschdtzung:

|z, — 2| < 2 |20 — 2o fiir alle n € N.
3.2.16 Newton—Verfahren Man sucht die Nullstellen f(x) =0 einer gegebenen Funk-

tion mit Hilfe einer Fixpunktiteration fir die Hilfsfunktion

f(z)
Flz)=a — ,
W= )
unter der Voraussetzung f'(x) # 0 auf |a,b]. Wir erhalten die Iterationsfolge
_ f(zn)
Tpy1 = Tp f,(xn)7 To € [(Z, b] (3)
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Satz 3.2.17 Sei z* € [a,b] eine Nullstelle der zweimal stetig differenzierbaren Funktion
f. Falls f'(x*) # 0 ist, gibt es ein kleines Intervall I, welches x* enthdlt, so dass die in (3)
definierte Iterationsfolge x,, fiir Startwerte xy aus diesem Intervall I gegen x* konvergiert.
Weiterhin gilt

|zp -2 < M|z, — x*\Q,

max{|f"(x)]; x € I}

M = .
wobet M = @) = € 1

3.3 Umkehrfunktionen

Definition 3.3.1 Sei f : I — R eine Funktion und D C I. Man sagt, f ist iiber D
umkehrbar, wenn zu jedem y € f(D) die Gleichung y = f(z) genau eine Lisung x € D
hat. Die Umkehrfunktion g : f(D) — D ordnet jedem y die eindeutige Lisung x von
y = f(x) zu, d.h.

r=gy) & y=[f(2) (1)

o Aus (3.2) folgt
(2)

Satz 3.3.2 a) Jede strikt monotone Funktion f: D — R ist umkehrbar. Jede tiber einem
Intervall I stetig differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0 fir alle x € I ist dber I
umkehrbar.

b) Ist f iiber D umkehrbar mit der Umkehrfunktion [~ : f(D) — R, dann liegen die
Graphen y = f(z) und y = f~Y(x) symmetrisch zur Geraden y = x.

c¢) Die Umkehrfunktion f~1: f(D) — R einer iber einem Intervall I C R umkehrbaren
und differenzierbaren Funktion f ist in allen Punkten y € f(I) mit f'(f~'(y)) # 0
differenzierbar und es gilt

1

(f) ()= ) (3)

3.3.3 n-te Wurzel Fir n € N betrachten wir die Funktion
flz) =2a", r eR.

1) Falls n gerade ist, d.h. n = 2k, ist f nicht auf R umkehrbar, da ™ = (—x)". Fir
xr € R gilt f'(x) > 0, und somit ist 2°* auf RS umkehrbar. Die Umkehrfunktion heift
n-te Wurzel, in Zeichen /- : Ry — RS, d.h. v = /Y genau dann wenn x™ =y.
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2) Falls n ungerade ist, d.h. n = 2k +1, ist f auf ganz R strikt monoton wachsend, denn
f'(x) = 2k + 1) 2% >0, fir x # 0. Damit ist die n-te Wurzel auf ganz R definiert.
Zusammengfassend haben wir:

firx >0, neN gerade,
firx € R, n € N ungerade.

y=Vr & y”zaz{ (4)

Falls x € R§ und a = 2 eQ,meZ,neN setzen wir
m 1\™m (5)
rn o= (xn) .

Aus der Definition ergeben sich sofort die Rechenregeln

ozl = goth,

(a) = a7, (6)
zy* = (zy)”
und die Formel fiir die Ableitung
(%) = az*, x > 0. (7)

3.3.4 Arcusfunktionen Wir betrachten die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen
sinz, cosx, tanx, cot x. Dazu miissen wir geeignete Intervalle finden, auf denen diese
Funktionen strikt monoton sind.

e Die Sinusfunktion ist auf [—m/2, w/2] strikt monotonwachsend, denn sin'(z) =
cosx > 0 falls v € (—7n/2, m/2). Die Umkehrfunktion heifft Arcussinus, in Zei-
chen arcsin, und ist definiert durch

arcsin : [—1,1] — [-7/2, /2]
y=arcsinz < (siny=2x) A (y€[-7/2, 7/2]).

(8)

Fiir die Ableitung gilt:

(arcsinz) = \/11_7, fir —1<xz<1. 9)

e Die Cosinusfunktion ist auf [0, 7| strikt monoton fallend. Die Umkehrfunktion heifst
Arcuscosinus, in Zeichen arccos, und ist definiert durch

arccos : [—1,1] — [0, 7] (10)
y=arccosx < (cosy=u2x) A(ye€|0,7]).
Analog zu (3.13) beweist man
(arccosz)" = \/1__1?, fir —1<x<1 (11)
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e Die Tangens- bzw. Cotangensfunktion ist auf dem Intervall (—x /2, 7/2) bzw. (0,7)
strikt monoton. Die Umkehrfunktion heiffit Arcustangens bzw. Arcuscotangens
und ist definiert als

arctan : R — (—7/2,7/2)

12
arcctanz =y < (tany==x) A (ye€(—7/2,7/2)) (12)
arccot : R — (0,7) (13)
arccotxr =y << coty=xz A ye€ (0,7
Fiir die Ableitungen ergibt sich fiir z € R :
arctanz) = —5,
e e (14
(arccotz)' = 177
3.4 Exponential- und Logarithmusfunktion
Satz 3.4.1 Die Exponentialfunktion hat folgende Figenschaften:
a) =1, " >0 fiir alle z € R.
b) Fir alle v € R gilt:
4ot = ¢ (1)

Somit ist € beliebig oft differenzierbar.

c) Jede auf einem Intervall I C R differenzierbare Funktion f, welche f'(x) = a f(x) fir
alle x € I erfillt, ist von der Gestalt f(x) = ce™, wobei ¢ € R eine Konstante ist.

d) Es bestehen die Gleichungen

sty = eeY, Vz,y € R, (2)
e = e%, Vr € R.

e Wir haben fiir e-Funktion die Potenzschreibweise benutzt. Dies ist noch zu recht-
fertigen. Es ist also zu zeigen dass

exp(z) == lim (1+2)"

n—oo

die z—te Potenz von

e =-exp(l) = lim (1+ %)n

n—oo

ist. Dazu bendtigen wir

exp(rx) = (exp(z))” Ve e R,r € Q. (3)
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e Da die e-Funktion stetig ist, konnen wir Potenzen von e nun fiir alle reellen Zahlen
x € R definieren als:

e” ;= exp(z) = lim exp(r,) = lim e™, (4)

n—oo n—o0

wobei r, — x ,r, € Q.

Satz 3.4.2 Die e—Funktion ist strikt monoton wachsend und konvex. Ferner gilt:

a) lim e = oo, lim e* =0
r—00 r——00
. x
b) xhrglo & = 00, VneN,

das heifit die Exponentialfunktion wdchst rascher als jede Potenz von x.

3.4.3 Exponentiale Prozesse In vielen Wachstums— und Zerfallsprozessen ist die
Wachstums— oder Zerfallsgeschwindigkeit proportional zur Vorhandenen Menge der im
Prozess beschriebenen Grifle u(t), d.h. u(t) erfillt eine Differentialgleichung der Form

u(t) =au(t) mit a€R.
Also gilt nach Satz 4.1c)
u(t) = ce™.

3.4.4 Der natiirliche Logarithmus Die e—Funktion wdchst strikt monoton, also exi-
stiert nach Satz 3.4a) auf (0,00) eine Umkehrfunktion. Diese heifit der natiirliche Lo-
garithmus und ist definiert durch:

In: (0,00) — R

y=1Inx & e’ = 1.

(5)

Insbesondere hat man die Rechenregeln:

In(e®) = x, r € R,
Inz __ (6)
e’ =z, x> 0.
In e=1,
In 1 =0, 0

re(0,1) = Inz <0,
re(l,o0) = Inz>0,

lim+ In x = —o0,
o0 B 9)
lim In z = oo.
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Satz 3.4.5 Der natiirliche Logarithmus ist strikt konkav und differenzierbar. Es gilt
Lngy=1 (10)

In(zy) =ln z+Iny,

(11)

Inf=1Inz—Iny,

z
y
wobei x,y > 0.

e Der natiirliche Logarithmus wdichst langsamer als jede n—te Wurzel, d.h. fir alle n € N
hat man

|
lim nr

T—00 {L/E

3.4.6 (Allgemeine Exponentialfunktionen und Logarithmen)
Sei a > 0. Die Formel (4.4) besagt, dass firr € Q und x € R gilt

~0. (12)

(€7)" = €.
Die Wahl x = Ina liefert also
o — e na
Auf Grund der Stetigkeit der e—Funktion definiert man in Analogie zu (4.5)
a® = evme fir alle x e Rya >0 (13)

Man nennt x — a® die Exponentialfunktion zur Basis a.

Satz 3.4.7 Fir die Exponentialfunktion zur Basis a, mit a > 0, gilt fir alle x,y € R und
b>0

a®a¥ = ot
’ 14
(@) = a,
15
In(a®) = zln a, (15)
d
. a® =a” Ina. (16)

e Nun koénnen wir auch Potenzen von x fiir beliebige v € R definieren. Aus (4.19)
folgt fiir x >0 und a € R

&= N7 (17)
Man berechnet sofort

(:L,a)/ — (ealnm)/ alnzo — OéZL'a_l. (18)

I
o
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e Fiir alle a > 0,a # 1, ist die Funktion a® umkehrbar, denn die Gleichung y =
e*™a hat fiir y > 0 die eindeutige Losung = = L’i—z Die Umkehrfunktion heif3t
Logarithmus zur Basis a und ist definiert durch:

In, : (0,00) = R

19
y=lIn,(x) & a'=uzx. (19)
Es bestehen die Rechenregeln
In,(zy) = Ing(x) + Ing(y),
(zy) () () (20)

% ln“(‘r) = mllna'
Definition 3.4.8 Die Hyperbelfunktionen sinushyperbolicus, cosinushyperbolicus
und tangenshyperbolicus sind fir alle v € R definiert durch

x —x

sinh(z) := %,
cosh(x) := %,

inh T __ -
tanh(z) := el ——

coshx e*4e

e Aus der Definition 3.4.8 und den Eigenschaften der e-Funktion erhélt man folgende

Rechenregeln:
sinh (—x) = —sinh (z)
cosh (—z) = cosh (z) (21)
sinh(z + y) = sinh (z) cosh (y) + cosh (z) sinh (y), (22)
cosh(xz + y) = cosh (z) cosh (y) + sinh (z) sinh (y),
(cosh(x))® — (sinh(z))* = 1. (23)
Fiir die Ableitungen gilt:
sinh(z)" = C.OSh(ﬂf),
cosh(z) = smhl(x), (24)
tanh(x) = m.

e Die Funktion sinh () ist auf R strikt monoton wachsend, also existiert eine Umkehr-
funktion. Diese heifit areasinushyperbolicus und wird mit arsinh (z) bezeichnet.
Die Funktion cosh (z) ist auf R} strikt monoton wachsend. Die Umkehrfunktion
heifit areacosinushyperbolicus und wird mit arcosh () bezeichnet. Es gilt:

arsinh(z) = In (:c + Va2 + 1) , T €R,

arcosh(z) = In (x n m) e (25)
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e Die Kettenregel und (4.33) liefern:

1
— arsinh(z) = ——, x € R,
dx (@) 1+ 22
Vi (26)
e arcosh(z) = N x> 1.
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Kapitel 4

Integration

Die Integration (oder Aufleitung) ist die Umkehroperation zur Differentation (oder Ab-
leitung). Es wird also das Problem behandelt, wie man aus der Kenntnis der Ableitung
einer Funktion die Funktion selbst wiederherstellt. Es wird sich zeigen, dass das Integral
das geeignete Mittel zur Berechnung von Flidchen— und Rauminhalten ist.

4.1 Das bestimmte Integral

e Motivation: Sei a = 2y < 21 < -+ < Xp1 < x, = b eine Zer-
legung von [a,b], dann existieren nach dem Mittelwertsatz (Kapitel 3 Satz 3.2.3)
Si € (l‘i_l,l’i) mit

f(xi) = flwi) = f1(&) (20 — @im1).
Demzufolge gilt:

n

F0) = fla) = f' (&) (@ — i), (*)

i=1

Wenn die Zerlegung fein genug ist, kann man ¢§; durch einen beliebigen
Punkt in Intervall [z;_q,x;] ersetzen und erhélt eine gute Approximation von
f(b) — f(a), d.h. die rechte Seite von (*) ist eine gute Approximation des Integrals von

f'(z).

4.1.1 Die Definition des bestimmten Integrals Sei f eine auf dem Intervall |a, b
definierte, beschrdnkte Funktion, die an hdchstens endlich vielen Stellen nicht stetig ist.
Solche Funktionen nennt man stiickweise stetig. Sei durch

Aa=xg<T1 < < Ty <xTp=02>

eine Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle [x;_1,x;] gegeben und seien & € [x;_1, x4
beliebige Zwischenpunkte. Dann heif$t

Ly = Z f (&) (zi —xi1) (1)

53
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die Riemannsche Summe von f (Bernhard Riemann, 1826-1866). Der Grenzwert der
Folge (Z,)n>1 existiert, sofern die mazimale Linge der Teilintervalle [x;—1, z;] mit n — oo
gegen Null strebt. Weiterhin ist der Grenzwert unabhdngig von der gewdhlten Zerlegung
des Intervalls [a,b] und der Zwischenpunkte &;. Der Grenzwert der Folge (Z,)n>1 heifst

das bestimmte Integral von f iiber [a,b] und wird mit f: f(x) dx bezeichnet, d.h.

/f(fﬂ) dz = lim Zf (&) (zi — mi1). (2)

o Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, setzen wir

/a f(x) dz =0,

a b
b/f(:v)dx :——a/f(x)dx, b>a.

4.1.2 Geometrische Interpretation Die Riemannsche Summe einer positiven Funk-
tion f ist eine Summe von Rechteckflichen, die die Fliche I unter dem Graphen von f
approzimiert. Also gilt

I= / f(z) dx.

a

Genau genommen wird erst durch das Integral der Fldicheninhalt definiert.

Satz 4.1.3 Seien f, g stickweise stetige Funktion auf |a,b] und o, 5 € R und ¢ € [a,b].
Es gelten:

b

o) [ (af(@) + Byg(e)) de = a [ () de+ 5 [ g()de.

a

0 f@) < @) = [f@)de< [g)d

Satz 4.1.4 Sei f auf [a,b] stickweise stetig.
a) Aus m < f(x) < M fir alle x € [a,b] folgt

m(b—a) < /f(:v)d:r; < M{b—a).
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b) Es besteht die Ungleichung

‘Ji.ftr)dx’ < ]7|f(w)|dx-

Satz 4.1.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei [ auf [a,b] stetig und g auf
la, b] nichtnegativ und stickweise stetig. Dann gibt es ein £ € [a, b] mit

b

jf@M@szf@y/mmm.

a

e Der Spezialfall g(z) = 1 zeigt, dass es ein £ € [a, b] gibt, so dass

b
/#@szﬂ@w—@. (4)

Definition 4.1.6 Man nennt eine auf dem Intervall I differenzierbare Funktion F eine
Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fir alle x € I gilt.

Satz 4.1.7 (Haupsatz der Differential und Integralrechnung)
Ist f eine auf dem Intervall I = |a,b] stetige Funktion, dann gilt:

a) Die durch
F(z) = /f(t)dt rxel
definierte Funktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.
[ rwar) = 1o )
o = f(x).

Jede andere Stammfunktion F von f hat die Form F(z) = F,(z) + ¢ mit einem ¢ € R.

e Hinweis: Statt F' kann auch
Fo() = [ s
zo

genommen werden. Dabei ist xy ein beliebiger Wert aus I.
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b) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt:

b

/ﬂ@mzﬁu):zp@—F@. (6)

a

e Berechung des bestimmten Integrals:

1) Berechne eine Stammfunktion F von f, d.h. F' = f.
2) [ fx)dv = F(b) — F(a)

Definition 4.1.8 Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ fdx bezeichnet
und heifft unbestimmtes Integral von f.

e Nach Satz 4.1.7 a) gilt

/f@Mx:F+q

wobei ¢ alle reellen Konstanten durchlauft und F' eine feste Stammfunktion von f ist.
Somit haben wir

/f(:v)dx:F—l—c & = (7)
e Aus den Differentationsformeln folgen somit folgende Integrationsformeln:
F(x) f(z) = F'(x) Bedingungen
1 n+1 n
Tt x n# —1
In |z| z! z#0
—COs T sinx
sin x COos T
tan x i v#(k+3)m kel
cot x Sigglx x# km ke’
arcsin x 11—502 lz] <1
arctan x ﬁ
ieam a4 a 7é 0
cosh x sinh
sinh z coshz
b Lz ol <1
In(z + v1+22?) \/117
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4.2 Integrationsregeln

4.2.1 Linearitat Aus F' = f,G' = g folgt af + bg = aF' + bG'. Somit gilt fiir das
unbestimmte Integral

/ (af(z) + bg(z)) do = a/f(x) dr +b /g(x) dz. (1)

4.2.2 Partielle Integration Die Produktregel (uv) = u'v + wv' liefert, dass uv eine
Stammfunktion von u'v + wv' ist, d.h.

/u'(a:)v(a:) dr = uv — /u(x)v’(:c) dr. (2)

Fiir das bestimmte Integral erhalten wir

/b o vde = ulz)v(z) Z— /b w de. (3)

e Aus (2) folgt mit v/ =1

/U(ZL’) dr =xv — /:m/(x) dx, (4)
insbesondere also:

1
/ln:cdx:azlnx—/x—da::x(lnx—l)—i-c. (5)

X

e Fiir Integrale der Form

b b
/ sin z)" / cos )" dx,

A, = /:v sin z dzx, B, = /x cos xdx, (6)
b b
E, = /x” e’ dr, L, = /(ln x)"dx

kann man durch wiederholtes Anwenden von partieller Integration eine Rekursionsformel
herleiten.
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4.2.3 Substitutionsmethode Aus der Kettenregel fiir die Ableitung (F(g(z)) =
F'(g(x)) ¢'(x) folgt mit f(x) = F'(x)

[ H6(2)) g @y do = Flg(w) +¢ 7)
und fir das bestimmte Integral
b g(b)
/f(g(w))g’(:v) dz = F(g(b)) — F(9(a)) = / () at (8)
a g(a)

Es gibt zwei Moglichkeiten (8) anzuwenden.
1) Berechnung von [ f(g(z)) ¢'(z) dx

a) Substitution g(x) =t, ¢ (z)dx=dt
b) Berechnung von [ f(t)dt = F(t)+c
¢) Riicksubstitution t = g(z) und somit [ f(g(z)) ¢'(z)dz = F(g(z))

2) Berechnung von [ f(z)dx

a) Substitution x = g(t), dx = ¢'(t)dt mit ,geeigneter” umkehrbarer Funktion g

b) Berechnung von [ f(g(t))g'(t)dt = H(t) + ¢

¢) Auflisen von x = g(t) nach t, d.h. t = h(z), und somit ergibt sich [ f(x)dzx =
H(h(z)) +c

o Fiir k € Z\ {0} und ¢ € R gilt

2
/ sin(kz + @) do = —1 cos(kz + ) ZW =0. 9)
0
Somit erhélt man fiir ¢ = 0 oder ¢ = —7 die Formeln
2
/ sin(kz) dx = 0,
o (10)

/cos (kz)dz =0,

0

falls k € Z \ {0}. Mit Hilfe der Additionstheoreme erhalten wir:

sin(mz) sin(nz) = 1(cos((m — n)z) — cos((m + n)z)),

cos(mx) cos(nz) = 1 (cos((m + n)z) + cos((m — n)z)),
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sin(mz) cos(nz) = L (sin((m + n)z) + sin((m — n)z)).

Somit gelten fiir m,n € Z die folgenden Orthogonalitidtsbeziehungen:
(

21 0 falls m =n =0,
/ sin(max) sin(nz) dz = < 0 falls m # n,
@ falls m =n # 0,
2 (27 falls m =n =0,
/cos(mx) cos(nx)dr =40 falls m # n, (11)
0 @ falls m =n # 0,

2
/cos mxsin nxdr =0 firalle m,n € N.

0

4.2.4 Symmetrien: Integrale lassen sich leichter berechnen, wenn man Symmetrien
des Integranden und des Integrationsbereiches beachtet. Beispiele hierfiir sind gerade und
ungerade Integranden. Fiir eine gerade Funktion, d.h. f(—x) = f(x) gilt

/af(x)dx:2/af(x)dx

und fiir eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(x), gilt

/a f(z)dz =0.

4.3 Integration rationaler Funktionen

4.3.1 Partialbruchzerlegung Sei f(z) = % eine rationale Funktion mit Grad p <

Grad q und teilerfremden Polynomen p und q. Eine Partialbruchzerlegung besteht auf
folgenden Schritten:

1) Finden einer Faktorisierung von q(x), d.h.
g(z) = (e = b)) - (x = b)) - qu(2)" - ()"

mit paarweise verschiedenen, reellen Nullstellen b; der Vielfachkeit k; und paarweise
verschiedenen, quadratischen Polynomen q;, die keine reellen Nullstellen besitzen.

2) Fir jede Nullstelle b € {by,--- ,b.} der Vielfachkeit k und jedes quadratische Polynom
Q €{q, - ,qs} der Vielfachheit | bilden wir Funktionen der Form

Ay Ay Ay,
r—b  (z—0)? T (z—b)k’
Biz+Cy Bszx+ () . Bz + ()
Q) = Q@) 7 (Q)
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wobei A;, B;, C; reelle Koeffizienten sind.

3) Diese Funktionen heiffen Partialbriiche. Man setzt nun die rationale Funktion f(x) =
% als Summe obiger Partialbriiche an, wobei die Koeffizienten A;, B;, C; zu bestimmen
sind.

e Die dabei auftretenden Integrale berechnen sich wie folgt:

d
/xja:1n|a7:|:a|+c, (1)

/(:Eixa)k:ki1<xia)lk+c, keZ\ {1}, (2)

und falls 4q — p? > 0, gilt
2 +p

——441 — + c,

arctan

/ dx B 2
x2+px—|—q_ \/4q — p?

ar +0b a 9
ap dx
) [
e+ pr—+q

/ dz B 27 +p
(2 +pr+q)F  (k—1)(g —p*)(a® +pr + )
2(2k —3) / dx

T Dag—®) ) GTaprr g

/ axr +b dr — a
@ rpr b gF 2k D 4 pr g .
dx

+(b_%) /(x2+px +q)F

4.3.2 Integration von R(e*) Sei R eine rationale Funktion, dann kann man das Inte-

gral
/R(e‘”) dx

durch die Substitution t = e**, dx = é dt auf das Integral

/ R() % dt

. . ) R(t) . . ) . )
zurickfihren und somit berechnen, denn % 1st wiederum eine rationale Funktion.
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4.3.3 Integration von R(x, v/ %) Sei R(x,y) ein rationaler Ausdruck in x und y,

d.h. R(x,y) entsteht aus x,y und Konstanten allein durch die vier Grundrechenarten. Fin

Integral vom Typ [ R(x, v/ %) dx mit ad — bc # 0 wird mit der Substitution

Ljax +b dtk — b th—1
t = Cl‘—l—d’ d.h. i’—m, d!lf—k’((ld—bC)mdt

in ein Integral einer rationalen Funktion tberfihrt.

4.3.4 Integration von R(sinz,cosz) Sei R(x,y) ein rationaler Ausdruck. Durch die
Substitution

JE— _— _2
r =2arctant, dr = zdt
und somit
cosx = =8 sing = 2L
1+t27 1+¢2

iiberfiihrt man das Integral [ R(sinx, cosx)dx in ein Integral iber eine rationale Funktion
m t.

4.3.5 Substitution fiir bestimmte Integrale Bei der Berechnung von bestimmten
Integralen muss fir die Giltigkeit der Formel

b g(b)
)\ (x) dx = d
/a f(g(2)d () /g(a) f(t) di

tiberprift werden ob:
a) f: 1 — R stetig und beschrankt ist, wobei I ein abgeschlossenes Intervall ist und

b) g:la,bl — I stetig differenzierbar ist.

4.4 Uneigentliche Integrale

Wir wollen den Integralbegriff erweitern auf unbeschriankte Integrationsintervalle [a, 0o)
und unbeschriankte Funktionen.

Definition 4.4.1 Sei b € R U {oco}. Die Funktion f sei auf dem Intervall [a,b) defi-
niert und auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,c], ¢ < b, stiickweise stetig. Falls der
Grenzwert

lim ) f(z)dx

c—b a
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existiert, wird das uneigentliche Integral f; f(z)dx definiert durch

/abf(x) dz = lim /acf(x) dz.

c—b—

In diesem Fall sagt man, dass das uneigentliche Integral konvergiert. Anderenfalls sagt
man, dass es divergiert.

e Analog definiert man in der entsprechenden Situation fiir ein rechts halboffenen Intervall

(a,b]

/abf(:c) dz = lim /acf(:z:) da.

c—at
Beispiele:
1)
*d “d
/ '~ lim o limne= 00, (divergiert). (1)
1 €T c—00 1 X c—00
Udx
— = lim —1 = di iert). 2
/o — = lim —Inc=oo, (divergiert) (2)

2) Sei a € R\ {1}.

* dx L fallsa >1
= lim 2 (1— L) =/{ a1 ’ 3
/1 im o5 (1= ) {oo7 falls o < 1. )

d fall 1
/—xzth(a{l—n: s (4)
0 ¢ — falls a < 1.

/ e dy = 2/ e de = ﬁ
_ 0 2

o0

Die Konvergenz des Integrals ist leicht einzusehen. Die Berechnung des Wertes erfolgt
mit der zweidimensionalen Integralrechnung oder mit komplexer Funktionentheorie.

4) Fiir x > 0 konvergiert das Integral

[(r):= / et dt
0
(Gamma-Funktion). Man rechnet nach
I'l)=1, I'(n+1)=n! (neNy).

Die I'-Funktion stellt also eine stetige und differenzierbare Erweiterung der Fakultéts-
funktion auf {x € R, > 0} dar.
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Satz 4.4.2 Ist f auf [a,00) und g auf (0,b] stickweise stetig und sind
a, K € R, dann gilt:

a) |f(z)] < K=&, a<z<o0, 1<a = [ f(z)dz konvergiert,

b) [f(z) < KL, 0<z<bh 0<a<l = fobf(x)dx konvergiert.

Definition 4.4.3 Sei f : (a,b) — R, a € RU{—o0}, b € RU {o0} eine auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall (o, (], a < a < B < b stiickweise stetige Funktion und sei
c € (a,b). Falls die beiden uneigentlichen Integrale

Cf(x) dr = lim Cf(x) dx,
ot ]
/C f(x)dr = ﬁlir?_ i f(x)dx

konvergieren, heifst das uneigentliche Integral fabf(x) dx konvergent und ist definiert

durch
/ab f(x)dx = /acf(x) dr + /Cb f(z) dux.

4.4.4 Ausnahmestellen im Innern Sei f auf [a,b] definiert und sei ¢ € (a,b) ein
Punkt so, dass f auf[a,c) und (c,b] stickweise stetig ist. Falls die uneigentlichen Integrale

[ f(z)dz und fcb f(x) dx konvergieren, setzen wir

/abf(:c) i = /acf(:c) do + /be(:c) da.

Analog wird der Fall endlich vieler solcher ,Ausnahmepunkte” x; € [a,b] behandelt.

4.4.5 Cauchyscher Hauptwert (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857). Es kann passie-
ren, dass die beiden uneigentlichen Integrale aus 4.4./4 divergieren, aber dass der Grenzwert

Jim ( | s ;fm dx) (5)

ezistiert. In diesem Fall wird der Grenzwert in (5) Cauchyscher Hauptwert genannt
und mit

CHW / b f(x)dx

bezeichnet.
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4.5 Kurven—, Lingen— und Flichenmessung

Definition 4.5.1 Unter einer Kurve versteht man eine differenzierbare Abbildung eines
Intervalls I in die Ebene. Sei der R? mit einem festen kartesischen Koordinatensystem
versehen. Dann nennt man die vektorwertige Funktion

ﬁmﬂ-aR%tH(zg>, (1)

wobei z:[a,b] — R, y:la,b] — R zwei differenzierbare Funktionen sind, eine Parameter-
darstellung der Kurve, t den Parameter und [a,b] das Parameterintervall.

e Die Darstellung (1) ist dquivalent zu den Gleichungen
x=zxz(t),y = y(t), t € la,b]. (2)
e Jede Kurve besitzt unendlich viele Parameterdarstellungen.

e Beispiel: Ein Kreis K mit Radius r rollt auf der x-Achse. Der Punkt P mit Abstand
a vom Kreismittelpunkt beschreibt eine Zykloide, die die Parameterdarstellung

r =rt—asint,

Yy=1 —acost,
hat, wobei ¢t der Rollwinkel ist.

Definition 4.5.2 Zu jeder Parameterdarstellung 7(t) = (z(t),y(t))" einer Kurve K de-
finiert man den Tangentialvektor

T R 1)
10 = tim 3 7110 - 10) = (569 ). 3)
wobei der Punkt die Ableitung nach t bedeutet.

e Wenn 7(t) die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kurve beschreibt, dann
beschreibt 7(t) die Geschwindigkeit des Punktes zum Zeitpunkt ¢.

e Sei in einem Kurvenpunkt (z(t),y(t))” der Tangentialvektor i*(¢) # 0. Der Nor-
malenvektor 7i(t) entsteht aus dem Tangentialvektor durch Drehung um 90° in

positive Richtung, d.h. .
ﬁ@p:(‘%%). (@)

e Zum Zeitpunkt ¢y haben die Tangente bzw. Normale an die Kurve K die Darstellung

(to) + si(to), y = y(s) = y(to) + sy(to),

Tangente: x = z(s) Y
y(to) + si(to),

Normale :  z = z(s) = z(ty) — sy(to), y=1y(s)

wobei s € R der Geradenparameter ist.
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4.5.3 Die Bogenlidnge Sei a =ty < t; < ... < t, = b eine dquidistante Zerlequng
von [a,b], d.h. t; —t,_1 = At, Vi =1,...,n. Die Kurve K wird durch die Sekanten, die
(x(t;),y(t;)) und (x(t;x1), y(tir1)) verbinden, angendhert. Die Linge dieser Approximation
151

By = Z 17(t:) = (i)l -

Falls der Grenzwert n — oo der Folge (P,)n>1 existiert, wird er Linge der Kurve K
genannt.

Definition 4.5.4 FEine Parameterdarstellung v = x(t), y = y(t), t € [a,b] einer Kurve
heifit regulér, wenn die Funktionen t — x(t), t — y(t) stetig differenzierbar sind und
22(t) + 92(t) # 0 fir alle t € [a,b] gilt, dabei sind die Ableitungen in den Endpunkten
einseitige Ableitungen.

Satz 4.5.5 Die Linge L einer Kurve mit reguldrer Parameterdarstellung x = x(t), y =
y(t), #2(t) +9*(t) # 0, a < t < b, betrdigt

b
L= / VED T 20 dt. (5)

Folgerung 4.5.6 Der Graphy = f(x) einer stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] —

R hat die Linge
b
L= /\/1+ (F(2))? da. (6)

4.5.7 Kriitmmung Es sei 7(t) = (x(t),y(t))" eine regulire, zweimal differenzierba-
re Parameterdarstellung einer Kurve. Mit ¢(t) bezeichnen wir den positiv gemesse-
nen Winkel zwischen der positiven x-Achse und dem Tangentialvektor 7, sei s(t) =
f(f V22(T) + 92(7) dr die Linge des Kurvenstiicks tiiber dem Parameterintervall [a,t]. Die

Anderung Ag, bezogen auf die Anderung der Linge As, ist ein Mafs fir die durchschnitt-
liche Krimmung der Kurve. Demzufolge definiert man die Krimmung der Kurve im
Punkt P = (z(t),y(t))" als

Kit) — i 20 _ )

T AR As(t)  s(t)’

Satz 4.5.8 Die Kriimmung einer Kurve mit requlirer, zweimal differenzierbarer Parame-
terdarstellung x = x(t), y = y(t), t € [a,b], betrigt im Kurvenpunkt P(t) = (z(t), y(t))T

(22(t) +5°(2))®
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Folgerung 4.5.9 Die Krimmung des Graphen y = f(x) einer zweimal differenzierbaren
Funktion f :|a,b] — R im Punkt (x, f(z)) betrdgt

f// T

K(z) = (@) . (8)
(Vi+ ()

e Einen durch den Kurvenpunkt P = (z(t),y(t))T gehenden Kreis nennt man

Kriimmungskreis der Kurve in P, wenn er dieselbe Kriimmung und denselben Tangenti-
alvektor wie die Kurve besitzt. Der Radius r des Kriimmungskreises heify t Kriimmungs-
radius in P und ist gegeben durch:

1

r=—".
K|

4.5.10 Volumen von Rotationskérpern Sei K ein Rotationskorper, der durch Rota-
tion um die x—Achse entsteht. Sei F(x), x € [a,b], der Flicheninhalt des Querschnittes.
Das Volumenelement dV' einer ,diinnen Scheibe“ der Dicke dx ergibt sich also zu

dV = F(z)dx,

und somit erhalten wir
b

V:/dV:/F(x)d:v.

a

Die Fliche F(x) des Querschnittes errechnet sich durch
F(z) = (f(x)),
wenn f(zx) die den Rotationskdrper beschreibende Kurve ist. Somit gilt:

Satz 4.5.11 FEin durch Drehung der Kurve y = f(z), a < x < b, um die x—Achse
erzeugter Rotationskdrper hat das Volumen

V:W/bf2(x)dw.

4.5.12 Oberfliche von Rotationskdrpern Seiv K ein Rotationskédrper der durch Dre-
hung der Kurve y = f(x), x € [a,b] entsteht. Das Oberflichenelement dM des Mantels
wird approzimiert durch die Mantelfliche eines Zylinders mit dem Radius f(x) und der

Héhe ds = /14 (f")* dx. Also gilt

M:/szQw/f(a:)\/lJr(f’)Qd:c. ()
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4.5.13 Numerische Integration Die ndherungsweise Berechnung eines bestimmten
Integrals mit Hilfe endlich vieler Funktionswerte
yi = f(G), i=1,...,n, durch

[f@rde= 3 0r(6)

mit Gewichtsfaktoren g; nennt man Quadratur.

Die Wahl g; = x; — x;_1, d.h. man approzimiert das Integral mit Riemannschen Summen,
spielt in der Praxis keine Rolle, da die Folge zu langsam konvergiert. Eine bessere Appro-
ximation liefert die Trapez—Regel.

Seta =x9g < x1 < ... <z = b eine dquidistante Zerlequng des Intervalls [a,b] der
Schrittweite h:= b;—“ mit Stitzstellen x;=a+1ih, i =0,...,n. Die Kurvey = f(x) wird
im Intervall [x;, ;1] durch die (x;, f(x;)) und (ziy1, f(xi11)) verbindende Sehne ersetzt.
Mit y; = f(x;) und der Flichenformel fiir das Trapez ergibt sich

b
~n (% Yn
[r@domn (% g+ ) (10)
In der Praxis ist eine Halbierung der Teilintervalle sinnvoll. Fiir h,, := l’z_—n“ erhdlt man

fla) | f(b)

To:=ho | — + —=

0:="ho ( 5 + 5 )
b
Tn:=h, (@ + fla+hy)+---+ fla+ (2" = 1)h,) + %) :

Um von T, nach T, 1 zu kommen, braucht man nur die neu hinzugekommenen Teilpunkte
zu berticksichtigen, d.h.

1
Tn+1 == 5 (Tn + Mn) 5

M, =h, (fla+2)+ fla+ L)+ + fla+ (2" = 1) 22)) .

Verbreitet ist auch die Stmpson—Regel. (Thomas Simpson, 1710-1761). Man ersetzt
iber dem Teilintervall [x;, T;y0], © = 0,2,...,2n — 2, den Integranden f(x) durch die
Parabel die durch die Punkte (x;,y;), (Tiv1,Yir1), (Tiv2,Yire) geht. Man erhdlt

b—a

S0 = U (fa) + A7 (552) + 1)

h n—1
Sy = —
3

fa)+ f(b) +4f(a+h)+ 2Z(f(a +2ih) +2f(a+ (2i + 1)h)) | ,

wobei h := S
n
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Kapitel 5

Potenzreihen

Eine effektive Methode bei der Losung vieler Probleme ist die Darstellung einer Funktion
f(z) als eine unendliche Reihe

f(x) = filx)

mit  ,einfachen“  Funktionen  fi(x). Solche Reihen  heilen im  Falle
fe(x) = apa® Potenzreihen und im Falle fy(x) = aycoskx + by sin kz Fourier-Reihen
(Jean—Baptiste F., 1768-1830). Bevor man sich mit Reihen von Funktionen beschéftigt,
muss man sich genauer mit Reihen reeller Zahlen befassen.

5.1 Unendliche Reihen

¢

Definition 5.1.1 Sei (ay.),, eine Folge reeller Zahlen. Es soll die ,unendliche Summe*

2,20:0 ap = ag + a1 + ... sinnvoll definiert werden. Die Zahlen a; heiffen Glieder oder
Summanden der Reihe Y, ay, die endlichen Summen

Sn = Zak (1)

heiflen Partialsummen. Wenn die Folge (S,)n>0 konvergiert (bzw. divergiert) sagt man,
dass die Reihe konvergiert (bzw. divergiert). Falls

n
lim S, = lim E ap, =S

mit S € RU{£o0} nennt man S die Summe der Reihe und schreibt

5= u. )

Satz 5.1.2 (Cauchy—Kriterium) Die Reihe Y, ai ist genau dann konvergent, wenn
es zu jeder noch so kleinen Zahl € > 0 einen Index N. gibt, so dass fir alle n,m > N,
mit m <n

|Sn — S| = |amer + -+ an| < ¢

qgilt.
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Satz 5.1.3 Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge.

Definition 5.1.4 Fine Reihe heifst alternierend, wenn aufeinander folgende Reihen-
glieder unterschiedliche Vorzeichen haben, d.h. a, - a,+1 <0 fir alle n € Ny gilt.

Satz 5.1.5 (Leibnitz—Kriterium) (Gottfried Wilhelm L., 1646-1769) Fiir jede mono-
ton fallende Nullfolge (ay),~, konvergiert die alternierende Reihe ) .° (=1)" ay..

Satz 5.1.6 Sei ¢ € R und seien Y ;- a, = a, Y ;o by = b konvergente Reihen. Dann

qilt
Z(akibk):aib; Z(ca%):ca’.
k=0 k=0

e Elementare Operationen wie Klammern Setzen oder Weglassen oder Umordnen der Glie-
der, die fiir endliche Reihen erlaubt sind, sind mit Vorsicht zu behandeln.

Satz 5.1.7 In einer konvergenten Reihe darf man beliebig Klammern setzen, d.h.
S:Zak:a1+a2+"' =(a1+ - +ap)+ (g +Fag)+---
k=1

Definition 5.1.8 Die Reihe Y - a; heifst absolut konvergent,wenn die Reihe
> reo lak| konvergiert. Reihen, die konvergieren, aber nicht absolut konvergieren, heiffen
bedingt konvergent.

Satz 5.1.9 Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Satz 5.1.10 Die Reihe ) ;- ay ist genau dann absolut konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen S, =Y, _, |ax| beschrankt ist.

o Es gilt:
i 1 Jkonvergiert, falls o> 1, (3)
ke ) oo, falls a < 1.
k=1
Definition 5.1.11 Es sei o : Ny — Ny eine bijektive Abbildung und

bi, = ao(r). Dann heifst die Reihe Y 7., by eine Umordnung der Reihe Y .- ax
e Die Reihe Y ;7 a ist also auch eine Umordnung der Reihe Y 72 by, denn o' :
Ny — Ny ist wieder bijektiv und by-1() = ax.

e Durch Umordnen der Reihe } a; entstehen im allgemeinen ganz neue Partialsum-
men, das heiit Umordnen der Reihe ist i.a. etwas anderes als Umordnen der Folge
der Partialsummen.

Satz 5.1.12 Ist die Reihe Y -, aj, absolut konvergent mit der Summe S, dann konvegiert
jede Umordnung dieser Reihe ebenfalls gegen S.
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Satz 5.1.13 (Vergleichskriterium) Besteht fiir die Reihenglieder die Abschitzung

dann gilt:

a) Zbk konvergent = Zak absolut konvergent,
k=0 k=0

b) Z|ak]:oo = Zbk:oo.
k=0 k=0

Q41|

Satz 5.1.14 (Quotientenkriterium) Sei ay # 0 fir alle k > ko und sei klim =a.
Dann gilt:
i) a<1 = Zak st absolut konvergent,
k=0
it) a>1 = Zak ist divergent.
k=0

< 1 ersetzt werden!

e Die Bedingung kann nicht durch limj_, “Z:l

Satz 5.1.15 (Wurzelkriterium) Es sei klim V/|ag| = a. Dann gilt

a) a<l = Zak 15t absolut konvergent,
k=0

b)a>1 = Zak ist divergent.
k=0

Satz 5.1.16 Fir absolut konvergente Reihen Y oo ag, > poqbr besteht die Cauchysche

Pr OdUkt?OI mel
k=0 k=0 n=0 \k=0

5.2 Reihen von Funktionen

Definition 5.2.1 Sei (f,,),, eine auf dem Intervall I C R definierte Funktionenfolge.
Falls fiir alle v € I die Zahlenfolge (f,(x)),, den Grenzwert f(x) besitzt, sagt man, dass
die Funktionenfolge (f,),>, punktweise gegen f konvergiert.

e Die Konvergenzgeschwindigkeit hingt vom Punkt x € I ab, und damit gehen im Allge-
meinen die Figenschaften der Folge fiir die Grenzfunktion verloren.
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Definition 5.2.2 Eine Funktionenfolge (f,),~, konvergiert gleichmdfig auf I gegen
die Funktion f: I — R, wenn es zu jedem € > 0 einen fiir alle x € I gemeinsamen Index
N, gibt, so dass gilt:

n>N. = Veel:|f(x)— fulz)] <e.

o Mit diesem Konvergenzbegriff ibertragen sich Eigenschaften der Folge auf den Grenz-
wert.

Satz 5.2.3 Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf dem Intervall I stetig und konvergiert
die Folge (fn)n20 auf I gleichmdf$ig gegen f, dann ist auch die Grenzfunktion f stetig.

Gegenbeispiel: Die Folge f,(z) = 2", x € [0, 1] konvergiert punktweise gegen die Funk-
tion

0, fallsz € [0,1),
Jx) = {1, falls x = 1.

Die Folgenglieder f, sind stetig, aber die Grenzfunktion nicht.
Satz 5.2.4 Konwvergiert die Folge stetiger Funktionen f,, n > 0, auf dem Intervall 1
gleichmdf$ig gegen f : I — R, dann gilt fir alle a,b € I
b b
/(hm ful da:_/f ydz = lim [ fu(z)dx

Gegenbeispiel: Sei

n’z, falls = € [0, 3],
hn(x) =  2n — n’z, falls x € [% %]
0, falls z € [% 1].

Dann konvergiert (hn)nZO punktweise gegen 0. Aber es gilt

n—oo n—oo

1= lim d:p%/hmh dmz/Odsz.

Satz 5.2.5 Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf I stetig differenzierbar, konvergiert
(fn),>o punktweise gegen f und konvergiert (f),s, auf I gleichmdpig, dann ist auch
die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt -

Fw) = (1 fu(@) = tim fie).

Gegenbeispiel: Die Folge g,(z) = 2 arctan(nz),z € [—1,1] besteht aus differenzierba-
ren Funktionen, die punktweise gegen die Funktion = — |z| konvergieren. Die Grenzfunk-
tion ist in x = 0 nicht differenzierbar.
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Definition 5.2.6 Sei eine Funktion f auf I als unendliche Reihe dargestellt, d.h. fir
alle v € I gilt f(x) = > 5, fu(x). Man sagt die Reihe .-, fu(z) konvergiert punkt-
weise(bzw. gleichmdflig) gegen f(x), wenn die Folge der Partialsummen S,(x) =
Y reo fu(z) punktweise (bzw. gleichmdfig) gegen f konvergiert.

Satz 5.2.7 Konvergiert die Reihe Y -, fr(x) stetiger Funktionen fi, auf I gleichmdfig
gegen f, dann ist

fla) = felo)
k=0

stetig und fir alle a,b € I gilt:

j(ifk(@) dr = /bf(x) d:czg /bfk(x) de

a

Satz 5.2.8 Sind alle Funktionen f,, k > 0, auf I stetig differenzierbar, konvergiert die
Reihe > 77 fu(z) auf I punktweise gegen f(x) und konvergiert die Reihe Y -, fr(z) auf
I gleichmdf$ig, dann gilt:

fl(z) = <ka<x>> => filx).

Satz 5.2.9 Gilt fir jede Funktion fi der auf dem Intervall I C R definierten Funktio-
nenfolge (fi)ysq eine Abschitzung

|[fi(@)] < M
und gilt fir die Zahlenreihe (My),~q

[ee)
ZMk < 00,
k=0

dann ist die Funktionenreihe Y, o fu(z) auf I gleichmdfig und absolut konvergent.

5.3 Potenzreihen

Eine Funktionenreihe Y ;7 fi() mit den speziellen Funktionen fi(z) = ayz* heifit Po-

tenzreihe. Also iibertragen sich alle Ergebnisse aus dem Paragraphen 5.2 auf Potenzrei-
hen >0 apz”.

Definition 5.3.1 Sei )_/-, apx® ,x € R, eine Potenzreihe und sei

M = {x € R; Zakxk konvergiert} :

k=0
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Der Konvergenzradius R der Potenzreihe ist definiert durch

R sup{|z|;x € M} falls M beschrinkt,
R S falls M unbeschrinkt.

o Fiir R gibt es drei Moglichkeiten:

R =0, 0 < R < o0, R = .

Satz 5.3.2 Sei >, arz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:
a) R=0 <& Reihe konvergiert nur fir x = 0.

b) Ist 0 < R < oo und o € (0,R), dann konvergieren die Reihen > . ,apz* und
o2 kagz™ absolut und gleichmdpig auf [—o, o).

c) Im Fall R = oo ist die Reihe fiir alle v € R absolut konvergent. Gleichmdifige
Konvergenz in jedem Intervall [a,b].

e Der Satz sagt nichts iiber |z| = R aus. Die Punkte x = —R und z = R miissen fiir jede
Reihe neu untersucht werden.

5.3.3 Berechnung des Konvergenzradius Der Konvergenzradius kann durch folgen-
de Formel berechnet werden:

R =sup {r >0; die Folge (|a,| ) >0 8t beschrinkt}

wobei R = oo, falls die Menge unbeschrdinkt ist. Oft ist es einfacher, folgende Formeln zu
benutzen:

a) Sei ap # 0 firk > ko und sei

Af41
Qg )

a = lim
k—o0

Dann st der Konvergenzradius R = %, falls a # 0, und R = oo, falls a = 0.
b) Sei
a=lim
dann ist R = %, falls a # 0, und R = oo, falls a = 0.
Definition 5.3.4 Sei > .~ az® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und Sum-

me f(z) fir |x| < R. Man sagt, f wird auf (—R, R) durch die Potenzreihe Y po, axx®
dargestellt.
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Satz 5.3.5 Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im offenen Konver-
genzintervall (—R, R), R > 0, beliebig oft differenzierbar. Die Ableitung erhdlt man durch

gliedweise Differentation:

f(x) = ikakxk_l,
k=1

f(z) = Zk (k —1) apa*2,
k=2

etc. Die abgeleiteten Reihen haben alle den Konvergenzradius R.

Beispiel:

LS ) 2 < 1,

k=0
1 [o.¢]

fz) = TR = kak_l lz| < 1,
k=1
2 [o.¢]

F(z) = AoaF = > k(k—1)z"2 2| < 1.
k=2

(1)

Satz 5.3.6 Fir alle a,b aus dem offenen Konvergenzintervall (—R, R) der Potenzreihe

f(x) =" anx® gilt:

b

/ dx—Z/akx dr = k+1(bk+1—ak“).

a

Insbesondere ist (a =0, b = )

eine Stammfunktion von f auf (—R, R).

Satz 5.3.7 Wir haben folgende Potenzreihendarstellungen:

1

a) e’ = ka’ z € R,
k=0
o0 k

b) sinx = Zix%“ reR

2k +1)! ’ ’

k=0
[ele} _1 k

c) cosx = Z((Qk;' 2", z € R,
k=0 '
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d n(1 -1 <1
) + ) > k: 1 Y <x <1,
(= ) 21
e) arctan r = ok , lz] < 1.
k=0

wobei
a\  ala—1)---(a—k+1)
k) k!
e Die Formel aus Satz 5.3.8 enthélt als Spezialfélle:

1) a=neN
a (n\ nn-1)---n—k+1)
(k:) = (k) = i =0 falls n < k
= (1—|—x)":z<z>xk (klassische binomische Formel)
k=0
2)04:%
Ny (Bl (1
0 ’ 1 2’ 2 8’
z 11-3-5 - (2k — 3)
2) = (-1 k> 2
(k) (=1) 2.4 (2k) "7
= \/1+x—1+1x—lx2+1x3—ix4i (2)
2 8 16 128 ’
falls |z| < 1.
3) a=—3
-1 -1 1-3 (2k — 1)
2) =1 2) = (-1)" k>1
()= () -5t v
1 1 3 d
=1-= L
= T 2:1:+8:1: 16:13 , (3)
falls |z| < 1.
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Definition 5.3.9 FEine unendliche Reihe der Form
- k
Zak (x —a) (4)
k=0

heifst Potenzreithe mit Zentrum a.

e Fliir theoretische Uberlegungen reicht es a = 0 zu betrachten, denn durch Substitution
2 =1 —a geht die Reihe 35°  ax (x — ) in die Reihe 352 apz® mit Zentrum in
0 tiber.

e Der Konvergenzradius von (4) ist der Konvergenzradius der entsprechenden Reihe
miat Zentrum 0.

Lemma 5.3.10 Sei >~ ay (z — a)lC eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann

qgilt:

i) x € (a—R,a+ R) = Zak (z — a)" konvergiert,
k=0

i) x ¢ a— R,a+ R = Zak (z —a)* divergiert.
k=0

5.3.11 Koeffizientenvergleich Sei f auf dem Intervall (a — R,a + R) als Potenzreihe
flx) =30 pag (xz — a)k dargestellt. Nach Satz 5.3.5 gilt fiir die n-te Ableitung

fO @) =S k(k—1)- - (k—n+Lay(z—a) ™.

Setzt man x = a, so erhilt man f™(a) = nla,.

Satz 5.3.12 (Eindeutigkeit von Potenzreihen) Sei R > 0 und gelte fir alle x €
(a—R,a+ R):

f(m):Zak(a:—a) :Zbk(x—a) ,
k=0 k=0
dann haben wir ®
ak_bk_fk'(CL)? kf_O,l,

5.4 Taylor—Reihen (Brook T., 1685-1731)

Satz 5.4.1 Fir jede auf dem offenen Intervall I C R (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion f und a,xz € I gilt:

") (g .
flz) = ka—!m (x —a)" + Ropi(2,a),
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wobes

das Taylor-Polynom ist und das Restglied R, 1(x,a) die Darstellungen

1/ o
Rua(e.0) = / (& — £ FO () de

Fm(g)

Ryii(x,a) = 1) (z —a)""", € ist ein bestimmter Wert zwischen x und a,
hat.
Satz 5.4.2 Ist die Funktion f auf dem Intervall I n-mal stetig differenzierbar und a € I
mat
fla)= )=+ = F" D) =0, [Pa)#0,

dann gilt:

i) a Extremstelle < n gerade,

ii) n gerade, f™(a) <0 = lokales Mazimum,

n gerade, f™(a) >0 = lokales Minimum.

Definition 5.4.3 Sei f auf dem offenen Intervall I beliebig oft differnenzierbar und sei
a € I. Die unendliche Reihe

o £ (g
Ty(z,a) = Zf k'( ) (z —a)"
k=0 '

heifit Taylor-Reihe mit Zentrum a. Gilt fir alle x € (a — R,a + R) die Gleichung
f(x) =T¢(z,a), so sagt man, dass sich f um a als Taylor-Reihe entwickeln ldsst.

Satz 5.4.4 Sei [ auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar und ser a € I. Dann
konvergiert die Taylor-Reihe Ty(x,a) genau fir diejenigen x € I gegen f(z), fir die das
Restglied R, (x,a) mit n — oo gegen 0 strebt. Eine hinreichende Bedingung dafir ist, dass
es Konstanten A, B gibt mit

|f™(z)] < AB" Vzel,VneN.

5.4.5 Methoden der Reihenentwicklung
1) Die Taylor-Formel

n ) (g .
f@) =30 @) 4 R (2,0)

mit dem Nachweis, dass R,(z,a) — 0, liefert, dass die Taylor-Reihe gegen f(x)
konvergiert.
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2) Bekannte Rethen differenzieren oder integrieren. Die Sitze 5.3.5 und 5.3.6
ermadglichen es, durch gliedweise Differentiation und Integration bekannter Reihen
neue Reihenentwicklung zu erhalten (siehe Satz 5.3.7).

3) Summe und/oder Produkt bekannter Reihen liefert neue Reihenentwick-
lungen. Die Definition von sinh(z) = 3 (" +e™") und cosh(z) = 3 (e" — e ") zu-

2
sammen mit der Reihenentwicklung fiir e* liefert:

00
$2k

cosh(z) = Z(Q—k;)" xr € R,

0
] > x2k+1
Slnh(l’) = Zm, z € R.

k=0

4) Potenzreihen in einander einsetzen
Sei f(z) = Y panz®, glx) = Y3, bxa®. Wenn man die Potenzen nach dem
Cauchy-Produkt (Satz 5.1.16) berechnet, d.h.

o0 k o0
g(z)F = <anx”> =: Zbknx”,
n=0 n=0
dann erhalt man
(o) = (Zbknxn> .
k=0 =0

Dies, nach steigenden x Potenzen geordnet, gibt

f(g(:v)) = Z ( akb;m) ",

n=0 k=

5.5 Fourier—Reihen (Jean Baptiste F., 1768-1830)

Sei f: R — R (oder R — C) P-periodisch, d.h. Vo € R: f(z + P) = f(z). Dabei ist
P eine feste, positive reelle Zahl, die Periode. Da mit P auch kP (k € N) Periode zu f
ist, wird, falls f nicht konstant ist, als P meist die kleinste Periode genommen. Fiir viele
Anwendungen ist es niitzlich, f durch eine Reihe iiber die einfachsten P—periodischen
Funktionen

cos (%’r nz) (n€Ny) und sin (27“ nz) (n € N) darzustellen.

Definition 5.5.1 P > 0. Sei f : R — R (oder R — C) stickweise stetig und P-
periodisch.

1) Die Zahlen

2T

f(x)cos (F nx) dr  (n € Np),

Ay —

aeRN
O\“u

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



Seite 80 KAPITEL 5. POTENZREIHEN

by, :% /Pf(a:) sin (2% m:) dr (neN)
0

heiflen die Fourier—Koeffizienten zu f. Ist insbesondere P = 27, dann haben die
Fourier-Koeffizienten die Gestalt
2
1
a, =— [ f(x)cos(nzx)dz,
T
0
2m
1
b, =— /f(x) sin(nz) dx
7r

2) Die Reihe

- 2 2
% + 321 (an CoS (% nx) + b, sin (% n:c))
heifit die Fourier—Reihe zu f.

Satz 5.5.2 wvon Dirichlet (Gustav Lejeune D., 1805-1859) Sei f P—periodisch und stiick-

weise glatt (d.h. das Intervall [0, P] zerfalle in endlich viele Teile I, = (x,,x,41), SO
daf f in jedem I, stetig differenzierbar ist und die Grenzwerte lim+ f(z) und lim f(z)
T—Ty T,

existieren. An den x, kann f unstetig sein.) Dann konvergiert die Fourier—Reihe zu f
a) an den Stellen x, gegen 5( lim f(z)+ lim+ f(z))

(arithmetisches Mittel aus links— und rechtsseitigem Grenzwert),
b) an allen Stetigkeitsstellen x gegen f(x).
Hinweis: Eine Fourier-Reihe wie im Satz kann gliedweise integriert, aber i.a. nicht

gliedweise differenziert werden.

5.5.3. Beispiele.

1 fir 0<z<m,
) fl)= {—1 fir —a<x<O.

f ist ungerade. Dann verschwinden alle a,,.

b Trin, n ungerade,
" 10, n gerade.

_ 2 - _
fx) = {—E—x fir —a<x<0

(Sdgezahn—Funktion).

cos3xr  cosbx
+ +)

f(a:):—é(cosx—l— 32 52

™
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Lineare Algebra

6.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
Definition 6.1.1 Fin rechteckiges Zahlenschema der Form

aixz - Aip
A = : : (1)

Qm1  ° Qmn

mit ai; € Rt =1,....,m,j = 1,...,n heifst m x n Matrixz. Die Zahlen a;; heiffen
FElemente der Matriz A. Man schreibt abkiirzend

A = (ai;) (2)

Insbesondere heiffen m x 1-Matrizen Spaltenvektoren und 1 x n-Matrizen Zeilenvek-
toren. Sie haben die Form:

a1
s = : , z = (ay,...,a,) .

A

e Eine Matrix A = (a;;) vom Typ m X n besteht aus m Zeilenvektoren und n Spal-
tenvektoren. Seien

Zi::(aﬂ,...,am), ?::1,...,777,,

Q1
S; 1= : , j=1,...,n,

Qg
dann schreibt man die Matrix A in Zeilen- bzw. Spaltendarstellung

Z
A= : : A =(sq,...,8,) .

m

81
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e Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind genau dann gleich, in Zeichen A = B,
wenn A und B vom Typ m xn sind und a;; = b;; fiirallec =1,...,m, j=1,...,n
gilt, d.h. wenn sie elementweise gleich sind.

e Die Menge aller m x n Matrizen mit Elementen aus R bezeichnen wir mit R”*".
Insbesondere schreiben wir R” := R"*! (Spaltenvektoren) und R,, := R™ (Zeilen-
vektoren).

e Als Elemente konnen auch komplexe Zahlen zugelassen werden. Die so entstehenden
Matrizen bilden die Menge C™*™.

Definition 6.1.2 Fir Matrizen A = (a;;) ,B = (b;;) aus R™*" und A € R ist die Sum-
me A + B und das skalare Vielfache \A elementweise definiert, d.h.

A+B :<Cij)7
AA = (dy),
wobei ¢;j 1= a;; + bjj und dij = Aag; firt=1,...,m, j=1,...,n.

e Summen und skalare Vielfache fiir Spalten- und Zeilenvektoren definiert man kom-

ponentenweise:
aq bl ay + b1
O e B B : ;
G, by, ap, + by,
ay A-aq
A = :
an A ay

Zeilenvektoren werden analog behandelt.

e Wiederholung der Konvention: Falls ein Spaltenvektor in einer Zeile geschrieben
steht, dann schreiben wir

a1
(a1,...,an)" ==
an
e Wir haben
0 as
an 0 0 an
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1 0 0

=ar || +a O+ + an, E
: 0
0 0 1

und somit l&sst sich jeder Spaltenvektor a € R eindeutig als Summe
a=ae +- - +aye, (3)

mit den Standard Basisspaltenvektoren

1 0 0
0 1 :
€ 1= : ) €y = O ) e = (4)
: 0
0 0 1

darstellen. Das System (e, ..., e,) heift Standardbasis des R". Analog lisst sich
jeder Vektor b € R,, als Summe der Standardzeilenbasisvektoren e}, i = 1,...,n,
darstellen, wobei

Das System (€], ...,e}) heit Standardbasis des R,,.

e Auf Grund der Darstellung von Matrizen mit Hilfe ihrer Spalten- bzw. Zeilenvek-
toren und der Defintion der Summe und des skalaren Vielfachen von Spalten- bzw.

Zeilenvektoren, kann man diese Operationen auch spaltenweise ausfithren, d.h. sei
A= (ay,...,a,),B = (by,...,b,) € R™" dann gilt:

A+B:(a1+b1,...,an+bn),
A = (Aay, ..., \a,).

e Iiir jede Matrix A = (a;;) bezeichnet man die Matrix (—1) A = (—a;;) mit —A. Die
Differenz zweier Matrizen ist durch

A-B=A+(-B)

definiert. Die Matrix deren sdmtlichen Elemente 0 Null sind heifit Nullmatrix, in
Zeichen 0. Die Nullmatrix 0 € R™ bzw. 0 € R,, heifit Nullvektor.

e Die Rechenregeln reeller Zahlen iibertragen sich auf Grund der komponentenweisen
Definition der Addition und der skalaren Multiplikation auf Matrizen. Es gilt fiir

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



Seite 84 KAPITEL 6. LINEARE ALGEBRA

alle A, B,C e R™" A\ uelR

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+0=A
A+(-A)=0
(i) A =\ (:A) ®)
1A=A

A+ ) A =XA+ A
AMA+B)=)A+)B

e Matrizen treten in natiirlicher Weise bei Gleichungssystemen auf.

Definition 6.1.3 Fin lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen inn Unbekann-
ten x1,...,x, hat die Form

a1 Ty + -+ a1, = by

(6)

Am1T1 + * F QnTp = bm7

wobei a;; die Koeffizienten und b, die Absolutglieder sind. Falls b; =0, i =1,...,m,
heifst das System homogen, ansonsten inhomogen.

e (6) kann man auch als
Zai]’x]’ :bi7 1= 1,...,m (7)
j=1

schreiben.

e Wir suchen Werte ¢; fiir die Unbekannten x; so, dass das lineare Gleichungssystem
(6) erfiillt ist. Solche Werte heiflen Losung des Systems (6) und werden entweder
in der Form

1 =C,y ... Ty = Cp

oder als Spaltenvektor
c=(c1,...,e0)"

angegeben.

e Jedes homogene Gleichungssystem besitzt mindestens die triviale Losung

Ty =x9=---=x,=0.

e Nicht jedes System ist losbar. Es konnen folgende Félle auftreten:
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a) keine Losung:

31’1 + 21‘2 =1
31’1 + 2.172 =2
b) genau eine Losung:
332'1 -+ 21‘2 =1
31‘1 + 29 = 5

Wir wollen das Verfahren am konkreten Beispiel vorstellen:

e Koeffizienten von x; in 1. Gleichung = 1, d.h. 1. Gleichung x%

e Eliminieren von z; aus 2. Gleichung, d.h. 2. Gleichung - 3x 1. Gleichung; Koeffizient
von xy in 2. Gleichung, d.h. 2. Gleichung x(—1)

L2 1
T+ - ==
17373

.CC2:—4

e Eliminieren von x5 aus 1. Gleichung, d.h. 1. Gleichung - %x 2. Gleichung

r = 3
To = —4
Also ist x1 = 3, x5 = —4 die Losung.
c¢) unendlich viele Losungen
3x1+ 215 =1

Das ist eine Geradengleichung, mit einem Parameter . Also ist

T — A
1
eine Losung fiir alle A € R.
Definition 6.1.4 Se: Z?Zl a;jx; = b, 1 =1,...,m ein lineares Gleichungssystem. Die

Matrix
A = (aij) e R™*"
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heifst Koeffizientenmatrix, der Spaltenvektor
b= (by,...,by)" €R™

heifst rechte Seite und die Matriz bestehend aus den Spaltenvektoren a; der Koeffizienten-
matriz A und der rechten Seite b

(Alb) := (ay,...,a,|b) € R+

heifit erweiterte Koeffizientenmatrix. Man kann davon ausgehen, dass keine der Zei-
len oder Spalten von A der Nullvektor ist.

Satz 6.1.5 Folgende Umformungen eines Gleichungssystems verdndern die Lisungsmen-
ge nicht:

a) Vertauschen zweier Gleichungen,
b) Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl o # 0,

c) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.

Definition 6.1.6 Sei (A|b) eine erweiterte Koeffizientenmatriz eines linearen Glei-
chungssystemes. Die folgenden Umformungen der Matriz (A|b) heiffen elementare Zei-
lenumformungen:

a) Vertauschen zweier Zeilen,
b) Multiplikation einer Zeile mit o # 0,

c) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen.

Satz 6.1.7 Entsteht (B|c) aus (A|b) durch endlich viele elementare Zeilenumformungen,
so haben die zugehorigen Gleichungssysteme Z?Zl bijr; = ¢; und Z?Zl a;jx; = b; dieselben
Lésungen.

6.1.8 (Das Gauf3’sche Eliminationsverfahren) Das Gaufl’sche Eliminations-
verfahren besteht aus folgenden Schritten, die an der erweiterten Koeffizientenmatriz
(A|b) eines linearen Gleichungssystems ausgefiihrt werden:

1. Schritt: Ausrdumen der 1. Spalte. Wir bilden die Buchfiihrungsmenge B = {1} und
rdumen dann die 1. Spalte aus. Dazu vertauschen wir Spalten derart, dafl in der 1. Zeile
der 1. Spalte eine Zahl a # 0 steht. Durch Multiplikation der 1. Zeile mit ¢! machen wir
daraus eine 1. Danach werden aus allen anderen Zahlen in der 1. Spalte durch Elementa-
rumformungen vom Typ ¢) Nullen erzeugt.

2. Schritt: Wir suchen die néchste Spalte, die unterhalb der 1. Zeile nicht nur aus Nullen
besteht. Wir fiigen die Nummer dieser Spalte, es sei die jo-te Spalte, zur Buchfithrungs-
menge dazu, d.h. B = {1, jo}. Danach rdumen wir die js-te Spalte aus, d.h. durch even-
tuelles Vertauschen von Zeilen mit Index > 1 erhalten wir in der 2. Zeile der j-ten Spalte
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eine Zahl ungleich Null. Diese Zahl wird zu einer 1 umgeformt und danach alle anderen
Glieder dieser Spalte zu Null umgeformt.

3. Schritt: Der zweite Schritt wird analog so lange wiederholt, bis alle Spalten der
Koeffizientenmatrix A ausgerdumt sind. Wir erhalten dadurch eine Buchfiihrungsmen-
ge B={1,71,...,7,} mit 1 < jo < -+ < j, < n und eine erweiterte Koeffizientenmatrix
mit Stufenform. Etwa bei 6 Gleichungen mit 10 Unbekannten und B = {1,5,8,9}.

1 % *x x * % 0 0
00 00 * %
0 0

X | X

- O = O

X |k

0
0

0
1
0
0

oo = O O

000O0O0O0O0O

e Die Buchfithrungsmenge B = {ji, 2, ,jr} ist dadurch gekennzeichnet, dafl in der
Jr-ten Spalte in der k-ten Zeile eine 1 steht und sonst nur Nullen.

Satz 6.1.9 (Losbarkeit) Sei eine erweiterte Koeffizientenmatriz in Stufenform mit
Buchfiihrungsmenge B = {j1,...,jr}. Das zugehirige lineare Gleichungssystem besitzt
genau dann Ldsungen, wenn alle Absolutglieder b; mit Index i > r Null sind.

Satz 6.1.10 (Konstruktion aller Losungen) Ist n die Anzahl der Unbekannten und
ist das System losbar, so werden die Lisungen durch n —r Parameter beschrieben, wobei
r die Anzahl der Elemente der Buchfihrungsmenge B ist.

Definition 6.1.11 Die im Beweis von Satz 6.1.10 in Abhdngigkeit von den Parametern
cj,j & B, konstruierte Lisung heifit allgemeine Lésung. Jede spezielle Wahl der Pa-
rameter liefert eine spezielle Ldsung.

Satz 6.1.12 (Eindeutigkeit) Das System ist genau dann eindeutig ldsbar wenn es
losbar ist und n =1, d.h. B={1,...,n}.

Folgerung 6.1.13 Das homogene System, d.h. b; = 0,9 = 1,...,m, besitzt genau dann
nur die triviale Losung, wenn r = n.

Satz 6.1.14 (Struktur der Lésungsmenge)

a) Seien c,d € R™ Lisungen des homogenen linearen Gleichungssystems mit der Ko-
effizientenmatric A € R™*". Dann sind auch ¢ +d und Ac, A € R, Lisungen.

b) Sei das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatriz (A|b)
losbar. Dann ldfst sich eine allgemeine Losung v € R™ darstellen in der Form

V=Vp+u

mit einer speziellen Lésung vy und einer allgemeinen Ldsung u des zugehdrigen
homogenen Systems.
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6.2 Matrizenmultiplikation

Definition 6.2.1 Das Produkt a-b eines Zeilenvektors a = (ay, ..., a,) € R, und eines
Spaltenvektors b = (by,...,m,)T € R ist definiert durch

a-b:= i&lbl .
i=1

e Fine lineare Gleichung kann man jetzt noch kompakter schreiben als

a-x=>b
mit a = (ay,...,a,),x = (z1,...,2,)7.

e Ls gilt fiir alle « € R,a;,a5,a € R, und by, by, b € R”

(al—l—ag) bz&1 b—l—a2 b,
a (b1+b2):a~b1—|—a'b2, (1)
a(a-b)=(aa)-b=a-(ab)

Definition 6.2.2 Fir A = (a;;) € R™" und B = (b;;) € R™" hat das Matrizenpro-
dukt A - B die Eintrdge

Cij::Zaikbkj, i=1,....m, j=1,...,r, (2)
k=1

d.h. c¢;; ist das Produkt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

o Achtung! Wenn die Spaltenanzahl von A ungleich der Zeilenanzahl von B ist, ist
das Produkt nicht definiert!

n
e Ein m x n Gleichungssystem Zaijxj =b;, 1=1,...,m kann man kompakter als
j=1

A-x=b (3)
schreiben, mit A = (a;;) € R™", = (24, ... ,xn)T eR™ b= (b,... ,bm)T e R™.

e Fiir den Spezialfall A € R™*™ und s € R" gilt:

Z1 S
A-s= : (4)
Zy * S
wobei z;,7 = 1,...,m die Zeilenvektoren von A sind.
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e Sei A € R™" geien a; € R™,i = 1,...,n die Spaltenvektoren von A und sei
x € R™. Dann gilt:

n
A-x:g r;a; = 114 + -+ xha, . (5)
i=1
Setzt man nun X = e;,7 = 1,...,n, so erhédlt man
A-e =a,

d.h. Multiplikation einer Matrix A mit dem i-ten Basisspaltenvektor e; liefert i-ten
Spaltenvektor von A. Analog gilt:

! .
e; A=z j=1...,m,

d.h. Multiplikation des j-ten Basiszeilenvektors €} mit A liefert die j-te Zeile von
A. auch wenn beide Produkte definiert sind.

e Die Matrix

10 0
B.= Y (6)
. 0
0 0 1
heiit n x n Einheitsmatrix, sie hat die Spaltendarstellung
E, = (e1,...,e,) mit den Basisspaltenvektoren e; € R™.

Satz 6.2.3 Flir alle Matrizen A, A1, Ay € R™" B,B1,By € R, C € R und a € R
qgilt:

a) (A1 +Ay)-B=A;-B+ A, B,

b) A-(B;+By) =A-B; +A-B,,

c) a(A-B)=(adA)-B=A"(aB),

d)(A-B)-C=A-(B:-C),

e) E,-A=A-E,=A.

e Selbst wenn beide Produkte A -B und B - A definiert sind, kann A -B # B - A sein.

G )G W)
(36 %)= 1)
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e Es gibt Matrizen A,B # 0 so dal A - B = 0. Dies ist bei reellen Zahlen nicht
moglich, denn es gilt: a-b=0 = (a=0)V (b=0).

e Aber es gilt:
0-A=A-0=0

e Potenzen von quadratischen Matrizen A € R"*" sind rekursiv definiert:

A°=E, AF=A""1A=A.. .. -A (7)

k-mal

Definition 6.2.4 Zu jeder m x n Matriz A = (a;;) € R™*" g¢ibt es eine transponierte
Matriz AT = (a;;) € R™™, deren i-te Zeile aus den Koeffizienten der i-ten Spalte von
A bestehen, d.h. fiir

ail| ... |Ain
A = : : e R™m™

Am1| " |Amn

st die transponierte Matriz gegeben durch

a11 - Ami
AT — : : c Rmxn
Q1p - Gmn
e Die Bezeichnung ist konsistent mit unserer Schreibweise (aq, . .. ,an)T fiir Spalten-

vektoren

e FEs gelten folgende Rechenregeln fiir alle A,B € R™" o € R:

(A+B)" = AT+ BT,
(aA)" = aAT,
T (8)

T BT AT

(A%) =
(A-B)
Definition 6.2.5 Eine n x n Matriz A heifit symetrisch, wenn AT = A gilt; sie heifit
schiefsymmetrisch, falls AT = —A gilt.

e Das Transponieren einer Matrix macht aus einer Zeile eine Spalte. Sei A = (a;;) €
R™ ™. Dann gilt:

i-te Zeile von A (ap, ..., Gpn),
i-te Zeile von AT (ayi, ..., 1n).
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Somit gilt fiir symmetrische Matrizen:
A=A" & a;=a; Vij=1,...,n, (9)
und analog gilt fir schiefsymmetrische Matrizen:
A=-A"T & aj=-a; Vi,j=1,...,n. (10)
Insbesondere gilt fiir die Diagonaelemente einer schiefsymmetrischen Matriz a;; = 0.

Definition 6.2.6 FEine Matriz A € R™" heifst invertierbar, wenn es eine Matriz B €
R™™ gibt so, dass A -B =B - A =E, gilt. Diese Matriz B ist eindeutig bestimmt, wird
mit A= bezeichnet und heifit inverse Matriz von A.

Satz 6.2.7 Wenn es zu einer Matriz A € R™" zwei Matrizen B,C € R™™" gibt mit
B-A=A-C=E, dann ist A invertierbar und es gilt:

B=C=A".

a b

o Fiir A = (c d> mit ad — be # 0 gilt:

1 d —b
Al =
ad — bc (—C a >

a) Die inverse Matriz einer invertierbaren Matriz A ist invertierbar und es gilt:

Satz 6.2.8

(A=A,
b) Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar und es gilt:

(A-B)'=B7'. AL,

¢) Die Transponierte AT einer Matriz ist genau dann invertierbar, wenn A invertierbar
i1st. In diesem Fuall gilt:

(AT) "= (a)".
e Fiir das Produkt mehrerer invertierbarer Matrizen A;,i =1,...,n, gilt:

(Ap-...-A) " =AT AT AT (11)

e Invertierbare Matrizen sind bedeutend fiir die Losung von Gleichungssystemen. Aus
der Gleichung
Ax =D

folgt
x=A"'b,

falls die Matrix A invertierbar ist. Dieses so berechnete x ist die eindeutige Losung
des obigen linearen Gleichungssystems.
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6.2.9 (Diagonal- und Dreiecksmatrizen) Sei A = (a;;) € R™" eine quadratische
Matrix. Die Elemente a;;,i = 1,...,n, nennt man Diagonalelemente. Eine Matriz die
nur auf der Diagonalen nichttriviale Fintrdige hat, heifst Diagonalmatrixz. Wir schreiben

aq 0 0
Diag (a1,...,a,):=| 0 "-. 0
0 0 a,

FEine Matrix A = (a;;) € R™™", fir die a;; = 0 fir alle 1 < j < i < n gilt, d.h.
alle Eintrage unterhalb der Diagonalen sind Null, heifit obere Dreiecksmatriz. Analog
heifst eine Matriz untere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fir alle 1 <1 < j <n gilt.

Satz 6.2.10 FEine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz ist genau dann invertierbar, wenn
alle Diagonalelemente von Null verschieden sind.

e Im Spezialfall A = Diag (aq,...,a,) mit a; #0, i=1,...,n, gilt:

A~! = Diag (al_l, e a_l)

»'n

6.3 Vektorriaume

Definition 6.3.1 Fine nichtleere Menge V, in der man zu je zwei Elementen a,b € V
eine Summe a+b € V und zu jedem Element a € V und jedem Skalar A € R das \-fache
Aa € V bilden kann, heifit R-Vektorraum, wenn folgende Aziome erfillt sind:

(V.1) Die Addition ist kommutativ, d.h. fir alle a,b €V gilt:

at+tb=b+a.

(V.2) Die Addition ist assoziativ, d.h. fiir alle a,b,c € V' gilt:
(a+b)+c=a+(b+c).
(V.8) Es gibt ein Element 0 € V, Nullvektor genannt, mit
at+0=a
fir allea e V.
(V.4) Zu jedem a € V gibt es genau ein mit —a bezeichnetes Element in V' mit
a+(—a)=0.
(V.5)1-a=a fiir allea € V.
(V.6) X(na) = (A\u)a fir alle \,p e RiaeV.
(V.7) AM(a+b)=Xda+ b fir alle A\ € Rja,b € V.
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(V.8) (n+ A a=pa+ Aa fiir alle \,p e R,a e V.
Die Elemente des Vektorraums V' nennt man Vektoren.
Beispiele:

1) V. = R™™ ist ein Vektorraum mit den komponentenweise definierten Operationen
Addition und skalarer Multiplikation (siehe (5)).

2) Insbesondere sind
R, ={(a1,...,a,);a; € R}
R" = {(ala"'7an>T;ai € R}
Vektorrdume

3) Die Menge
Pn = {a0+a1x+...+anx";aiGR,Z':O,...,TL}

der Polynome vom Grad < n mit punktweise definierter Addition und skalarer Mul-
tiplikation ist ein R-Vektorraum.

4) Die Menge C°(I) := {f : I — R; f stetig} der stetigen Funktionen mit den Opera-
tionen

(f +9) (@) : = fz) + g(2)
(Af) () : = Af(x)

bildet den Vektorraum der stetigen Funktionen.

e Im folgenden sei V' ein R-Vektorraum.

Definition 6.3.2 Fine nichtleere Menge U C V' heifit Unterraum von V', wenn zu je
zwei Elementen u,v € U auch deren Summe u+v in U liegt und wenn mit jedem u € U
und XA € R auch A in U liegt, d.h.:

(U1)u,velU = u+vel,
(U2)uelUNeR = JAueU,
(U.3)0eU.

e Man sagt, dass ein Unterraum U abgeschlossen beziiglich Addition und skalarer
Multiplikation ist, wenn (U.1) und (U.2) gelten. Aus den Aziomen (V.1)—(V.8) folgt

somit sofort, dass auch U ein Vektorraum ist.
Beispiele:

1) V besitzt die trivialen Unterrdume U = {0}, U =V
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2) Sei v € V. Dann ist
U:={\v;X eR}

ein Untervektorraum von V. Fiir V = R? sind dies alle zu v parallelen Vektoren.
3) Sei A € R™ ™. Dann ist
Ker A :={x e R"; Ax =0}
ein Unterraum von R".

Definition 6.3.3 Jede aus endlich vielen Vektoren vq,...,vi € V gebildete Summe der
Form

k
Zaivi =o1Vy + gV
i=1
mit Koeffizienten a; € R heifst Linearkombination der v;. Fine solche Linearkombina-

tion heyf$t trivial, wenn o; = 0, fiir alle v gilt. Die Menge aller Linearkombinationen der
v; heifit lineare Hiille der v; und wird mit

k
Lin(vl,...,vk) = {ZO&@'VZ‘;OQ eR,i= 1,,]{3}

i=1
bezeichnet.
Lemma 6.3.4 Die lineare Hiille der Vektoren v; € Vi =1,...,k, ist ein Unterraum von
V.
Definition 6.3.5 Man sagt, ein Unterraum U von V wird von den Vektoren vi,..., vy
erzeugt oder auch, (vy,...,vy) ist ein Erzeugendensystem von U, wenn

U = Lin(vy,...,vg) .
Beispiele:
1) R™ wird von (ey,...,e,) erzeugt, denn

T
a=(ay,...,a,) =ae; +aes+---+aye,.

2) Der R? wird von (e}, e;) erzeugt, aber auch (e; + ey, e; — €y) erzeugt R?. Dies ent-
spricht einer Drehung des Koordinatensystems.

Definition 6.3.6

a) Endlich viele Vektoren vyq,...,vi € V heifflen linear abhdngig, wenn es Zahlen
ai,...,0p € R gibt, die nicht simtlich gleich Null sind, so, dass

041V1+---+akvk:0

gilt.
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b) Die Vektoren vy, ..., vy heiflen linear unabhdngig, wenn sie nicht linear abhdngig
sind, d.h.

041V1+"'+05kvk:0 = a1:a2:"':ak:0'

e Um zu iiberpriifen, ob vq,..., vy € V linear unabhéngig sind, muss man das lineare
Gleichungssystem in xq,...,zy

1171V1+"'—|—£Ekvk:0 (1)
betrachten (vergleiche (5)) und {iberpriifen, ob es nur triviale Losungen gibt. Es gilt:

i) vi,..., v linear abhéngig < (1) besitzt eine nichttriviale Losung.

ii) vi,...,vg linear unabhéngig < (1) besitzt nur triviale Losung.
e Sonderfille von (1)

1) k=1: v €V ist unlinear abhéngig < (av=0=a=0) < v # 0.
2) k=2: (u,v) sind linear abhéngig < Ja, f € R, nicht beide gleich Null, mit

u = ——EV7 falls « 7A O,
—+ Bv =0 = a #
au {V = —2%u, falls ﬁ 0.

Falls V = R2,R? heifit dies, dass die Vektoren v, u parallel sind.

Lemma 6.3.7 Die Vektoren vy, ..., vy sind genau dann linear abhingig, wenn sich einer
von thnen als Linearkombination der anderen darstellen ldft.

Lemma 6.3.8

a) Jedes endliche System von Vektoren, das linear abhingige Vektoren enthilt, ist linear
abhdngig.

b) Jedes endliche System von Vektoren, das den Nullvektor enthdlt, ist linear abhingig.

c) Jedes Teilsystem linear unabhdingiger Vekotoren ist linear unabhingig.

Satz 6.3.9 In einer Matriz in Stufenform sind die nichttrivialen Zeilenvektoren linear
unabhdngig.

Satz 6.3.10 Sei A € R™ " eine quadratische Matriz. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

a) A ist invertierbar.
b) Die Spalten von A sind linear unabhingig.

c¢) Die Zeilen von A sind linear unabhingig.

Satz 6.3.11 Fir Vektoren vy,...,vi,w €V gilt:
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a) Lin (vy,...,vg,w) =Lin(vy,...,vg) & w € Lin (vy,...,vy)

b) Die Vektoren vi,...,vy sind linear wunabhingig < Zur FErzeugung wvon
Lin (vy,...,vg) kann kein v, i = 1, ...k, weggelassen werden. In diesem Fall nennt
man (vi,...,Vg) ein minimales Erzeugendensystem.

Definition 6.3.12 Ein System (vi,...,v,) von Vektoren aus V heifsit eine Basis des
R-Vektorraumes V', wenn gilt:

(B.1) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdingig,

(B.2) Die v; erzeugen V', d.h. Lin(vy,...,v,) =V.

Satz 6.3.13 Ist (vy,...,v,) eine Basis von V', dann gibt es zu jedem Vektora € V' genau
ein n-Tupel reeller Zahlen (ay, ..., a,) mit

a=ovy+...+a,v,.
Ferner sind je m Vektoren aus V' linear abhdngig, falls m > n.

Satz 6.3.14 Die Zeilen (bzw. Spalten) einer invertierbaren nxn Matriz bilden eine Basis
des R, (bzw. R™).

Definition 6.3.15 Ein Vektorraum V' heifst endlichdimensional, wenn es endlich viele
Vektoren wy, ..., w, mit V = Lin(wy, ..., w,) gibt.

e Die Rdume R" R,,, Pr sind endlichdimensional.

e Der Raum P(R) = {Polynom mit beliebigem Grad} ist nicht endlichdimensional.

Satz 6.3.16 (Basiserginzungssatz) In einem endlichdimensionalen Vektorraum V #

{0} bilden linear unabhingige Vektoren vi,...,vy bereits eine Basis (vy,...,vg) von
V' oder man kann sie durch Hinzunahme weiterer Vektoren uy,...,w; zu einer Basis
(Vi,. o, Vi, Uy, ..., 0p) von V' erginzen.

Satz 6.3.17 Jeder endlichdimensionale Vektorraum V' # {0} besitzt eine endliche Basis
(V1. oy V). Ist (Wi, ..., w,,) ebenfalls eine Basis von V', so gilt: m = n.

Definition 6.3.18 Die gemeinsame Ldnge n aller Basen eines endlichdimensionalen
Vektorraumes V- # {0} heifst Dimension von V, abgekiirzt dimV = n. Man setzt
dim{0} = 0.

Beispiele:

dimR" = dimR,, = n,
dim Pk(R) =k+ 1,,
dim{z € R332y + 29+ 23 =0} = 2. (zwei Parameter frei wihlbar)
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Lemma 6.3.19 Ist r die Maximalzahl linear unabhdngiger Vektoren aus (vi,..., V),
dann gilt:
r = dim Lin(vy, ..., vg).

Satz 6.3.20 In einem R-Vektorraum V' der Dimension n gilt:
a) Je n linear unabhingige Vektoren aus V bilden eine Basis von V.
b) Jedes Erzeugendensystem von V mit n Elementen ist eine Basis von V.
c) Je n+ 1 Vektoren aus V' sind linear abhingig.

Satz 6.3.21 Jeder Unterraum U eines endlichdimensionalen Vektorraumes V ist end-

lichdimensional. Im Falle U #V gilt: dimU < dim V.

e Nach Satz 6.3.21 ist ein Unterraum U eines endlichdimensionalen Vektorraumes wieder
ein endlichdimensionaler Vektorraum. Also gelten die Sétze 6.3.16, 6.3.17, 6.3.20 analog
fir U.

e Sei A € R™™ A # 0. Dann ist Ker A := {x € R", Ax = 0} C R" ein Unterraum des
R™ der Dimension r < n.

6.4 Elementarmatrizen

Definition 6.4.1 Sei A € R™ "™ eine Matriz mit den Zeilenvektoren z,...,z, € R,
und den Spaltenvektoren ay, ..., a, € R™. Dann heifit

Lin(zy,...,2zn) CR,
der Zeilenraum von A und

Lin(a,...,a,) CR™
der Spaltenraum von A.

e Nach Lemma 6.3.19 ist die Dimension des Spaltenraumes die Maximalzahl linear
unabhdngiger Spaltenvektoren von A. Analog fiir den Zeilenraum.

e Beim Transponieren gehen Zeilen in Spalten tiber und umgekehrt. Also spiegeln sich
die Eigenschaften des Spaltenraumes (Zeilenraumes) von A wider im Zeilenraum
(Spaltenraum) von AT,

o Aus Ax = inai ,x € R" bzw. yA = Zyjaj,y e R,, folgt
i—1 j=1
Spaltenraum von A = {Ax,x € R"},

1
Zeilenraum von A = {yA,y € R,,} = {y" A,y € R"}. 1)

Satz 6.4.2 Sei A € R"™*". Fiir alle invertierbaren Matrizen P € R™*™ ynd Q € R™*"

qgilt:

A und AQ haben denselben Spaltenraum, A und P A denselben Zeilenraum.
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e Elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen werden in folgende Typen eingeteilt:

Typ 1: Vertauschen zweier Zeilen (Spalten),
Typ 2: Multiplizieren einer Zeile (Spalte) mit Faktor ungleich Null,

Typ 3: Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen.

Definition 6.4.3 Eine m x m Matriz E heifst Elementarmatriz vom Typ i, i=1,2,3,
wenn sie aus der m x m Einheitsmatriz E durch eine elementare Zeilenumformung vom
Typ i hervorgeht.

Beispiele:  fiir m = 3:
e 010
el =100 Vertauschen von e; und e; = Typ 1
(S31 0 01
e; 100
aes | =0 a O Multiplikation von e; mit o = Typ 2
€3 0 0 1
e; + aes 1 0 «
€ =10 1 0 Addition des « fachen von e3 zu e; = Typ 3
e; 0 01

Allgemein fiir m > 2:

1) Ey;; (i # j): Entsteht aus der m x m Einheitsmatrix E durch Vertauschen der i—ten
und j—ten Zeile.

2) By, (a#0): Entsteht aus E, indem man die i—te Zeile durch ihr a—faches ersetzt.

3) Es;ja (i # J, a # 0): Entsteht aus £, indem man zur i-Zeile das a—fache der j-ten
addiert.

Satz 6.4.4

a) Entsteht A € R™ " durch eine (einzige) Zeilenumformung, dann gilt A= EA mit
der zugehdrigen Elementarmatriz E.

b) Die Elementarmatrizen sind invertierbar, die Inversen sind ebenfalls Elementarma-
trizen. Insbesondere hat man

(El,i,j)il = F1,;, (EQ,i,a)il =FEy;q1,
(E3,z',j,a)_1 =FE3;j—a-

c) Entsteht Aaus A € R™™ durch die nacheinander ausgefiihrten Zeilenumformungen
Uy,...,Ug und sind F, ..., E, die zugehrigen Elementarmatrizen, dann gilt

A=PA mit P=Ey---F, P'=E"' . E"
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d) Sei A € R™™ invertierbar. Dann ldsst sich A durch endlich viele elementare Zeile-
numformungen Uy, ..., Uy in E € R™™ umwandeln. Sind E;, ..., Ey die zugehori-
gen Elementarmatrizen, dann gilt

E.... E, A=F, also A'=E,... B,

Die gleichen Aussagen gelten sinngemdf fiir Spaltenumformungen. dann werden die Ele-
mentarmatrizen von rechts an A multipliziert.

Folgerung 6.4.5 Der Zeilenraum einer Matrix dndert sich nicht bei elementaren Zeile-
numformungen, der Spaltenraum nicht bei elementaren Spaltenumformungen.

Folgerung 6.4.6 In einer Matriz in Stufenform bilden die nichttrivialen Zeilenvektoren
eine Basis des Zeilenraumes. Die Dimension des Zeilenraumes ist die Anzahl der Elemente
der Buchfiihrungsmenge.

e Man kann statt Zeilenumformungen auch Spaltenumformungen durchfithren und
erhélt so die sogenannte ,,Spaltenstufenform®, z.B.

1.0 0 00
01 00O
*x x 000
00100
* x x 0 0

Folgerung 6.4.7 In einer Matriz in ,Spaltenstufenform® bilden die nichttrivialen Spal-
tenvektoren eine Basis des Spaltenraumes. Die Dimension ist die Anzahl der Elemente
der Buchfiihrungsmenge.

e Wir bezeichnen mit
ES O mXn
( ’ O) R

die Matrix die an den ersten s Diagonalstellen eine 1 und sonst nur Nullen hat.

Satz 6.4.8
a) Die Dimension des Spaltenraumes von A ist gleich der Dimension des Zeilenraumes
von A.
b) Es gibt invertierbare Matrizen P € R™*™ Q € R™ ™, so dass

E. 0
paa- (7 7). 2
wobei r = dim (Zeilenraumes von A)
c) Gilt fiir invertierbare Matrizen P € R™™ und Q = (qi,...,q,) € R™" die Be-
zichung PAQ = (Es

0 O> , dann ist s =r und (Qy41,-..,qn) bilden eine Basis von
Kern A.
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Definition 6.4.9 Der Rang einer Matrixz ist die Dimension ihres Zeilenraumes und wird
mit Rang A bezeichnet.

Folgerung 6.4.10 Flir jede m x n Matrix A gilt:
RangA + dim(Ker A) = n.
Folgerung 6.4.11 Fir A € R™*" gilt:
Rang(A) = Rang(A™), (i)
und fir alle invertierbaren Matrizen P € R™*™ Q € R™*"

Rang (PAQ) = Rang(A). (ii)
6.5 Determinanten

by
der (z,y)-Ebene erzeugte Parallelogram hat den Flicheninhalt (siche Kapitel 1, 1.5.5)

6.5.1 (Zweireihige Determinanten) Das von zwei Vektoren a = Zl b = (bl)
2

aq b1
F = as X bg = ’albg — G2b1| .

0 0
Die Zahl

det A = albg — CLle (1)
heifst Determinante der Matrix A = (Zl Zl) Man berechnet sie nach dem Schema

2 D2
a b
det % = arby — asby,
a9 bg

und es gilt det A = £F. Also haben wir:
det A =+F =0< a,b parallel oder (a =0 oder b=0),
anders gesagt

det A =0 < a,b sind linear abhdngig

< A ist nicht invertierbar.

6.5.2 (Dreireihige Determinanten) Der Spat dreier Vektoren a,b,c € R?® hat das
Volumen (Kapitel 1, Satz 1.5.7)

V =lla,b,c]
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= ‘al(bQCg — b302) — &2(1)163 — b301) + (Z3(b102 — bgcl)‘

Die Zahl
det A = [a, b, c]

ist die Determinante der Matriz A = [a, b, c]. Das Volumen des Spats ist Null, wenn
er entartet ist, und somit sind die Vektoren linear abhdngig sind, d.h.

det A =0 < a,b,c linear ahdingig
oder anders gesagt

det A # 0 < a, b, c linear unabhdingig,
& A invertierbar,
< Rang A = 3.

Auf Grund der Definition des Spatproduktes hat man fir A = (a;;) € R**3

det A = aii det 12 23 — a921 det G123 + as det 012 3 s (2)
g2 a33 g2 a33 Q22 (23
d.h. die Berechnung einer Determinante einer 3 X 3 Matrixz kann auf die Berechnung von
Determinanten von 2 X 2 Matrizen zuriickgefiihrt werden.

Definition 6.5.3 Sei A = (a;;) € R™". Wir definieren die Determinante det A re-
kursiv durch.

n=1:det A :=ay

n Z 2: det A = a1 det A11 — a921 det A21 + -+ (—1)”“%1 det Anl;
wobei Ay die (n — 1) x (n— 1) Matriz ist, die aus A durch Entfernen der 1.
Spalte und der i-ten Zeile entsteht.

Beispiel:
il)) _22 (1) (1) -2 10 0 1
det =1-det| 6 3 2] —3-det 3 2
0 6 32 4 31 31
2 4 31

1
0
2

W

2

6

4
0 1

+0-det -2 1 0] —2-det
31

0
1
3
—2(3-1-2-3)=6(1-1-0-3)+4(1-2-10-3)
—3[2(3-1—-2-3)—=6(0-1—1-3)+4(0-2—1-3)]
2(1-2-0-3)+2(0-2—=1-3)+6(0-0—1-1)]
— —46
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e Wenn man die rekursive Definition 6.5.3 vollsténdig entwickelt erhélt man:

det A = Z (—1)5(i)ai11ai22 s Qyamy (3)

i=i1,..in
wobei man iiber alle Permutationen ¢ der Menge {1,2,...,n} summiert und (i) die
Anzahl der Vertauschungen ist, die man benétigt um ¢ in {1,2,...,n} zu bringen.

Man benoétigt also n! Summanden!

Satz 6.5.4 Die Determinante einer oberen Dreiecksmatric A = (a;;) ist das Produkt
seiner Diagonalelemente a;;, d.h.

det A = H Qi
i=1
Insbesondere gilt: det E = 1, det(aE) = a™.

Satz 6.5.5 a) det ist linear in jeder Zeile, d.h.

z1 21 21 21 21
det | az; | =adet | z; | ,det |a+b| =det| a | +det | b

Zn Zn Zn Zn Zn

b) det ist alternierend, d.h.

21 21
Zi Zj
det | : | =—det| : |,
Zj Zi
Zn Zn

insbesondere ist det A = 0 falls zwei Zeilen von A identisch sind.

Satz 6.5.6 Seien A, B € R"*".

a) Entsteht A aus A durch eine elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformung vom Typ
1, dann gilt: 3
Typ 1: det A = —det A,

Typ 2: det A = avdet A a#0, (4)
Typ 3: det A = det A.
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b) Es bestehen die folgenden Aussagen:
det A = det AT,
insbesondere bleibt Satz 6.5.5 richtig mit ,Spalten® statt ,Zeilen*.

c)
det(A-B) =det A -detB. (5)
d)
A invertierbar < det A # 0,
Rang A < n < det A = 0.
Folgerung 6.5.7 Fir A, B € R"™" haben wir
a) det(A-B) =det(B-A),
b) det(A*) = (det A)k, k€N,
c) det A1 = (det A)71, falls A invertierbar,
d) det(B"'AB) = det A, falls B invertierbar,

B C B 0
e) falls A = (O D oder A = <C D

B € RF** D ¢ R=FIx(n=k) 50 gilt:
det A =det B -detD.

) mit Unter— oder Blockmatrizen

6.5.8 Die Matriz A = (aj,al, A g, A0, ,an) geht aus A = (ay,...,a,) durch
(7 — 1) sukzessive Vertauschungen von Spalten hervor. Also gilt

det A = (—1)"'det A.
Entwickelt man det A nach Definition 6.5.3 erhdlt man die Entwicklung von det A
nach der j-ten Spalte
det A = Z(—l)jﬂ'aij det Aij7
i=1

wobei A;; die (n — 1) x (n — 1) Matriz ist, die aus A durch Wegstreichen der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte entsteht. Durch Transposition erhdlt man die Entwicklung von
det A nach der i-ten Zeile

det A = Z(—l)”jaij det A”
j=1

Bei der Berechnung von det A, A € R™"™ n > 3 sollte man die Struktur der Matriz
beachten (evtl. Blockmatriz) und durch Zeilen- und Spaltenumformungen mdaglichst viele
Nullen erzeugen.
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Beispiel:
13 51 4
4 2 2 0 3 1 3 1 2 3
det [O O 1 2 3 :det<4 2>det 0 4 5
00 0 45 -1 3 3
00 -1 3 3
1 2 3
=—10det |0 4 5
05 6
= —10-(—1) =10
e Cramersche Regel (Gabriel C., 1704-1752):
Sei A invertierbar. Dann hat das System Ax = b die Losung x = (21, ..., 2,)? mit
Tr; = det (al,...,ai,l,b,aiﬂ,...,an).

det A

6.6 Lineare Abbildungen und Eigenwerte

Seien V. W Vektorrdume iiber R. Eine Abbildung f : V — W ordnet jedem Vektor
v € V einen eindeutig bestimmten Vektor w = f(v) € W zu.

Definition 6.6.1 FEine Abbildung f : V — W heifst linear, wenn gilt:
(L1) f ist homogen, d.h. f(av) =af(v) VYaeR veV,
(L2) f ist additiv, d.h. f(v +u) = f(u)+ f(v) Vu,veV.

e (L1),(L2) sind dquivalent zu

f((l/1V1 + ...+ Olnvn) = alf(vl) +...+ anf(vn)
Yo, € R, v, V.
Beispiele:

e Die Multiplikation mit einer Matrix A € R™" liefert die lineare Abbildung (4 :
R™ — R™: x — Ax (siehe Satz 6.2.3)

e Der Differentialoperator % : CY(R) — C(R) : f + f'ist linear (siche Kapitel 3,
Satz 3.1.5).

b
e Das Integral I : R([a,b]) = R: f — /f(:z:) dx, wobei R([a,b]) die Riemann inte-

grierbaren Funktionen iiber [a, b] sind, ist linear. (siche Kapitel 4 Satz 4.1.3)
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6.6.2 (Operationen mit linearen Abbildungen) Seien f,g:V — W lineare Abbil-
dungen und o € R. Wir definieren punktweise die Abbildungen

f+g:V—=W, af 1V —-W,
d.h.
(f +9) (v) = f(v) + g(v),
(f) (v) := af(v).
Mit diesen Operationen ist die Menge der Homomorphismen
Hom(V, W) :={f:V — W linear}

wieder ein Vektorraum. Weiterhin ist auch die Komposition zweier linearer Abbildungen
wieder linear, d.h. fir f:V — W und g: U — V ist auch

fog:U—=W (fog)(v):=f(g())

linear. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und B = (vq,...,v,) eine Basis von

V. Nach Satz 6.3.13 existiert fir jeden Vektor v € V genau ein Vektor a = (ay, . .. ,an)T €

R™ mit v = Z%Vi- Die Abbildung

i=1
kp:V —->R":via

heifst Koordinatenabbildung beziiglich der Basis B. Sie ist linear und mit ihr
tibertrdagt man Rechnungen im V in Rechnungen im R"™ und umgekehrt.

Satz 6.6.3 Sei f : R" — R™ eine lineare Abbildung. Dann gilt fir die Matriz M(f) =
(f(e1),..., f(e,)) € R™*" deren Spalten die Bilder der Standardbasisvektoren sind, fol-
gende Beziehung:

M(f)x = f(x).
Man nennt M (f) die Abbildungsmatrixz von f beziglich der Standardbasis.

Lemma 6.6.4 Seien f,g : R" — R" zwei lineare Abbildungen mit Abbildungsmatrizen
M (f),M/(g). Dann gilt:

(i) M(af)=aM(f), a€R
(#7) M (f+g) =M(f)+M/(g)
) M(fog)=M(f) M(g)

Ist f invertierbar, d.h. zu jedem 'y € R™ gibt es genau ein x € R™ mit f(x) =y,
so wird die inverse Abbildung mit f=' bezeichnet und es gilt:

(iv) M (f7) =M (f)"

(iii
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6.6.5 (Anderung des Volumens) Seien by,...,b, n Vektoren aus R™. Ein n-Spat
st die Menge aller Linearkombinationen

> Ab; 0<N<Lli=1....n

In Analogie zum R3 bezeichnen wir mit
= |det (by,...,b,)|
das Volumen des von by,..., b, aufgespannten n-Spats. Wegen

det (f(by), ..., f(by)) = det (M (f) by, ..., M(f)by)
=det (M (f) lrby,...,by,)
=det M (f)det (by,...,b,)

gibt |det (M (f))| die Volumenverzerrung der linearen Abbildung an.

Definition 6.6.6 Seien x = (zq,. .. ,xn)T Yy = (y1,- - ,yn)T Vektoren des R™. Die Zahl

Xy = aw
i=1
heifst Skalarprodukt von x und 'y, und

x| = VEX
heifit Ldnge des Vektors x. Ein Vektor x heifit Einheitsvektor, wenn ||x|| = 1.
Lemma 6.6.7 Fir allex,y,z € R", a € R gilt:
)X y=y-x
a(x-y)=x(a-y)=y(a x)
i) x-(y+z)=x-y+x-z
i

x-x >0 fir allex >0

it)
) X
)
v) x[[=0 & x=0
)
)

vi) Jlax|| = [of [x]
vid) ||x -yl < [|x] [|y]] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
viid) ||lx +y| < |Ix|| + 1yl (Dreiecksungleichung)
Definition 6.6.8 Fir x,y # 0 nennt man £(x,y) = ¢ = arccos TellyT"

0 < ¢ < m,den Winkel zwischen x und y. Man nennt x,y € R" orthogonal falls
x-y =0, dh. o=7. Der Nullvektor O steht orthogonal zu allen Vektoren des R"™.
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Definition 6.6.9

a) Eine lineare Abbildung f : R™ — R™ heisst orthogonal, wenn sie das Skalarprodukt
mwvariant lisst, d.h. es gilt

fx)-fly)=x-y Vx,y eR"
b) FEine Matriz heifit orthogonal, wenn gilt:
AT A=E, dh A7 =AT.

¢) Fine Basis B = (by,...,b,) heifit orthogonal, wenn die Vektoren b; paarweise
senkrecht aufeinander stehen, d.h.

Die Basis heifit orthonormal, wenn sie orthogonal ist und aus Einheisvektoren

besteht, d.h.

Satz 6.6.10 Sei A € R™™". Dann sind dquivalent:

i) A ist orthogonal,

(i) (Ax)-(Ay)=x-y Vx,y €eR"

(7ii) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis des R™.

Insbesondere ist f : R" — R™ orthogonal genau dann, wenn M (f) € R"*™ orthogonal ist.

e ATA=E & AAT=E <« Zeilen sind Orthonormalbasis.
e Sei f:R"™ — R" orthogonal. Dann ist f

i) Volumentreu, d.h. [det M (f)| =1,
ii) langentreu, d.h. || f(x)] = |Ix]|,
iii) winkeltreu, d.h. £ (f(x), f(y)) = £(x,y).

6.6.11 (Spiegelungen im R3) Eine Punktspiegelung ist durch die Vorschrift
S:X— —X

gegeben. Es gilt M (s) = —E.

Sei a = (al,ag,ag)T ein Finheitsvektor. Durch die Gleichung a - x = 0 wird eine zu a
orthogonale Ebene aufgespannt. Die Spiegelung an dieser Ebene ist gegeben durch

s:R* =R :x+—x—-2(x-a)a.
Man rechnet aus, dass

5(x)-s(y) =x-y
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s(s(x)) =x
und daher gilt (siehe Satz 6.6.10 und Lemma 6.6.4)
M (s) =M (s)" =M(s)",
d.h. die Abbildungsmatriz M (s) ist eine symmetrische, orthogonale Matriz mit
det(M (s)) = —1, fir die gilt:
M (s) = E — 2aa’ .

6.6.12 (Drehungen im Raum) FEine Drehung um eine Koordinatenachse ldsst stets
eine Komponenete unverdndert und transformiert die beiden anderen Komponenten ent-

sprechend der Formel fir die Drehung einer Ebene (Kapitel 1,Satz 1.8.6). Somit erhdlt
man z.B. fiir die Drehung um die z-Achse die Abbildungsmatrix

cosaz —sinaz 0
M (D3) = | sinas cosag 0
0 0 1

Im Allgemeinen sei a # 0 ein Richtungsvektor und ¢ > 0 ein Drehwinkel, dann ist die
entsprechende Drehung gegeben durch:
d(x) = (cosp)x + (1 — cos p) L%a%— MY % x
all lall
Man kann zeigen, dass D € R3**3 die Abbildungsmatriz einer Drehung ist genau dann,

wenn
DT .D =E und detD = 1.

6.6.13 (Das Gram—Schmidtsche Orthonomierungsverfahren) (Jorgen Pedersen
G., 1850-1916; Erhard S., 1876-1959).

Seien by, ..., by € R" (k < n), linear unabhingige Vektoren. Man berechnet eine Ortho-
normalbasis ¢y, . .., ¢y der linearen Hiille Lin(by, ..., by) wie folgt:

1
- Setze C, = mbl

Berechne die zu c; orthogonale Komponente ¢!, von by, d.h.

C,Q = b2 — (bg . Cl)Cl .

Normiere ¢, und setzte co 1= MC’Q
2

Berechne die zu ¢; und ¢y orthogonale Komponente ciy von bg, d.h.
Cé = b3 — (b3 : C1)01 - (b3 : C2)Cz )

und normiere ¢, d.h. setze
1 /
C3 = —=C
ek
usw.
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Es folgt
Lin(cy,...,c,) =Lin(by,...,b,) r=1,... k.

Definition 6.6.14 Seien B = (by,...,b,) und S = (s1,...,s,) Basen des R". Die Ba-
siswechselmatrix Mg (id) von der Basis B zur Basis S ist diejenige Matriz, deren j-te
Spalte aus den S-Koordinaten des j-ten Basisvektors von B besteht.

e id: (R",B) — (R")) ,Bilder der alten Basisvektoren in die Spalten®

Satz 6.6.15 Sei Mg (id) die Basiswechselmatriz fiir den Ubergang von der Basis B zur
Basis . Dann gilt fir alle v e R™:

ks (v) = Mg (id) kg (v), (3)

d.h. man erhdlt die -Koordinaten von v indem man M5 (id) mit den B-Koordinaten von
v multipliziert.

e Im Spezialfall dass S = (ey,...,e,) die Standardbasis ist, liefert (2)
MY (id) = (by,...,b,) =: B,

und (3)
ks (v) =Bkg(v) . (4)

B ist invertierbar und es gilt
kp (v) =B ks (v) , ()

d.h. B! ist die Basiswechselmatrix von der Standardbasis S zur Basis B =
(by,...,by).

Beispiel: Seien S = (e;,e3), B = (by, by) zwei Basen des R?, mit
b, = (3,47, by=(-1,2)".

a) Ubergang B — S. Die S-Koordinaten von b; in die Spalten
B (3 —1
Mg (id) = (4 2) :
Sei kp (v) = (1,3)" die B-Koordianten von v. Welcher Vektor ist dies?

ks (v) = M2 (id) (:1))) _ (1()0) .
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b) Ubergang S — B. Aus (5) folgt:

M ) = (3 ) = 5 (%))

Also sind die B-Koordinaten von v = (1,1)"

w5 )0 -5()

6.6.16 (Ortsvektoren) Die Zeilen-n-tupel (x1,...,z,),x; € R, nennt man Punkte im

n-dimensionalen Punktraum R,,. Zu jedem Punkt X = (x1,...,x,) gehort ein eindeutig
I
bestimmter Vektor x = | : | € R" und umgekehrt. Ist P € R,, ein fester Punkt, so ist
Tn
. I1— D1
PX=x-p= : (6)
Tpn — Pn

der Ortsvektor des Punktes X beziiglich P. Insbesondere ist x der Ortsvektor von X
beziiglich des Nullpunktes 0 = (0,...,0).

Definition 6.6.17 Ein affines Koordinatensystem K = (P,by,...,b,) des Punkt-
raumes R, besteht aus einem festen Bezugspunkt P = (p1,...,p,) und einer Basis

B = (by,...,b,) des R". Die Koordinaten z des Ortsvektors PX beziglich der Basis
B, d.h.

i=1

heiffen Koordinaten des Punktes X im Koordinatensystem K, man schreibt
W\ T
X = (z),...,2) = (kB (PX)) .

e Nach (5),(6) gilt

ki (ﬁ() — B ks (x — p)
Ty T1r—D1
— Bfl .
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und umgekehrt
ks (x — p) = Bk (PX) dh
ks (x) = By (P?() + ks (P)
T T P1

=B : +

T x! n

Beispiel: Seien (0, e;, e5) die kartesischen Koordinaten und (P, e,, e,) Polarkoordinaten,
wobei

ks (e,) = (cosp,sin)"

ks (e,) = (—rsing, rcos @)T ,

CcoS —7rsin
M?(W‘):( v gO)-

sinp rcos

Wir wéhlen r =1, ¢ =75 und kp (v) = (1, 1)" und erhalten

b (v) = M ur) b () + s ) = g5) + (f) .z ()

2
Umgekehrt sei 7 =1, ¢ = § und kg (v) = (3%) und kg (P) = 12 (i) Wir haben
2
5 _(vp(T)) Y20
MP( ’1>_<MS (4’1)> o2 (—1 1)'

9 _
kp (V) _ i 1 1 (%1 P1 _ 1 .
2 \—1 1) \v2—p2 1
Definition 6.6.18 Sei f : R” — R" eine lineare Abbildung und B = (by,...,b,) eine
Basis des R™. Die Matrix

ME (f) = (kg (f(b1)).- ., ke (f(bn))),

in deren Spalten die B-Koordinaten von f(b;) stehen heifit Abbildungsmatriz von f
beziiglich B.
e Fir die Standardbasis schreiben wir M3 (f) statt M(f) (vergleiche Satz 6.6.3).

o Es gilt: kp (f(x)) = ME (f) kg (x) .

Also gilt:
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Satz 6.6.19 Sei f : R™ — R" eine lineare Abbildung und sei B = (by,...,b,) eine Basis
von R™. Es gilt:

M3 (f) = M (id) Mg (f) Mg (id) (9)
=B 'M3(f)B.

Beispiel: Sei s eine Spiegelung an der zu a, ||al| = 1, orthogonalen Ebene. Dann ist

s(x) =x—2(x-a)a,

1— 2&% —2&2@1 —2(11@3
MZ% (s) = | —2a1a2 1 —2a2 —2aza,
—2a1a3 —2asa3 1 — 2a§

Sei b,||b|] =1, a-b =0.Dannist B= (a,b,a x b) eine Basis und es gilt:
s(a) = —a, s(b) = b, slaxb)=axb,
denn (a x b)-a = 0. Also gilt
—1

ME(s)=1[ 0
0

o = O
— o O

und M% (s) = B7'SB.

Definition 6.6.20 Zwei Matrizen A, C € R™™™ heifien dhnlich, wenn es eine invertier-
bare Matriz B € R™™"™ gibt mit
C =B 'AB.

e Durch geschickte Wahl einer Basis B = (by,...,b,) kann M5 (f) fir eine gegebene
lineare Abbildung f eine sehr einfache Form haben. Sei by derart, dass f(b1) = Ab;.
Fiir die Basis B deren erster Vektor by ist gilt:

/\1 *
=  Mp()=[0 " =«
0 x
Im Fall f(bg) = )\ng 18t:
)\1 0 *
ME(f)=|0 A
0 0

Wie kann man solche b; finden? Fir welche Abbildung g¢ibt es eine Basis B =
(by,...,by) so, dass

Dies ist das sogenannte Normalformen- oder Eigenwertproblem. Es ist eng verbun-
den mit Nullstellen von Polynomen. Demzufolge lassen wir von nun an auch komplexe
Skalare zu, d.h. R wird durch C ersetzt. Alle bisherigen Aussagen bleiben wahr.
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Definition 6.6.21 Eine Zahl \ € C heifit Eigenwert einer Matriz A € C™*", wenn es
wenigstens einen Spaltenvektor b € C", b # 0, gibt mit

Ab = )b, (10)
Jeder Vektor b # 0, der (10) erfillt, heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert \.

Beispiel: Fiir die Spiegelung s(x) = x — 2(x - a)a, |ja]| = 1 gilt s(a) = —a und also
MZ (s)a = —a, d.h. —1 ist Eigenwert und a Eigenvektor von M2 (s).

Definition 6.6.22 Das charakteristische Polynom einer Matrix A € C*" " ist definiert
durch

xa(A) :==det (AE — A) (11)

e Die Determinante in (11) ist explizit zu berechnen, wobei A eine Variable ist. Man
kann zeigen, dass qilt:

det (AE — A) = X" — Sp(A)XN" 1 4. 4 (=1)"det A,

wobei
n

Sp(A) = aj;. (12)

j=1

Satz 6.6.23 Es ist A\ € C genau dann Figenwert von A € C"", wenn X eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms x a ist.

Definition 6.6.24 Sei A € C™"*" eine Matriz und sei A\ € C ihr Eigenwert. Die alge-
braische Vielfachheit k(\) von X ist die Ordnung von X als Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms. Der Eigenraum FE(\) zum Eigenwert A ist der Liosungsraum des
homogenen Gleichungssystems (A\E — A)x =0, d.h.

E(\) = Ker (AE — A). (13)

Die Dimension des FEigenraums heiffit geometrische Vielfachheit m(\) des Eigenwerts
A.

Satz 6.6.25 FEigenvektoren by,... b, € C" zu paarweise verschiedenen Figenwerten
A,y A der Matriz A € C™*™ sind linear unabhdngig.

Satz 6.6.26 Besitzt eine Matriz A € C™" n linear unabhingige FEigenvektoren
by,..., b, mit nicht notwendig verschiedenen FEigenwerten Ai,...,\,, dann gilt mit

B = (by,...,b,) € C™"

A0 0
B'AB=|¢9 . o] (14)
0 0 A

n
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Satz 6.6.27 Fine Matrix besitzt genau dann n linear unabhdingige Eigenvektoren, wenn
die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte gleich n ist, d.h.

Zm()\j) = n. (15)

Folgerung 6.6.28 Fulls (15) gilt, ist A dhnlich einer Diagonalmatriz, d.h. (14) gilt.

Folgerung 6.6.29 Fulls fiir alle Eigenwerte von A € C"*" die geometrische und die
algebraische Vielfachheit tibereinstimmen, gibt es eine Basis B des C" so, dass (14) gilt.

e Durch die Identifizierung von linearen Abbildungen und Matritzen erhalten wir folgenden
Satz.

Satz 6.6.30 Sei f : cr — C* eine lineare  Abbildung wund sei
A = Mg (f) € C™™ ihre Abbildungsmatriz. Falls die geometrischen und die alge-
braischen Vielfachheiten aller Eigenwerte der Matriz A dbereinstimmen, g¢ibt es eine
Basis B = (by,...,b,) des C" aus Eigenvektoren von A so, dass gilt:

AN 00
M (H)=10 - o0
0 0 A,

6.6.31 Berechnung von FEigenwerten und FEigenvektoren
a) Sei A € C"*". Bestimme alle Nullstellen Ay, ..., A\, des charakteristischen Polynoms

xa (A) =det (AE — A), d.h.
XA()\) = ()\1 — )\)kl R ()\T _ )\)kr :
wobei \; die Eigenwerte von A mit der algebraischen Vielfachheit k(\;) = k; sind.

b) Bestimme die Figenrdume E()\;) = Ker(AE—A),j = 1,...,r, und berechne fir jeden
eine Basis. Die Dimension von E (X\;),j =1,...,r ist die geometrische Vielfachheit
m(A;) des Eigenwertes A;.

c) Uberpriife, ob fiir alle \j,7 = 1,...,7 gilt k(\;) = m()\;). Falls ja, so ist A beziiglich
der aus den Basen der FEigenrdume E();) zusammengesetzten Basis dhnlich einer
Diagonalmatrix.

o Falls A € R™™ und alle Figenwerte reell sind, d.h. \;j € R, dann gelten Satz
6.6.26, Folgerung 6.6.29 und Satz 6.6.30 analog mit Matrizen B € R™™"™ bzw. Basen
B = (by,...,b,) des R™. Diese konnen mit Hilfe des Verfahrens aus 6.6.31 berechnet

werden.
o s kann m(\;) = k().

Beispiele:
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1

. 2 .
1) Sei A = (2 1), dann gilt:

Ya(\) = det (A__Ql )\_—21) — v+ 1) = 3).

Also sind Ay = —1, und \y = 3 die Eigenwerte von A. Das System (M\E —A)v; =0
hat die Losung vi = (1, —1)7. Die Losung von (AME — A) vy = 0 ist vy = (1, —1)".
Also gilt: dimE()\;7) = 1,7 = 1,2, und A ist &hnlich einer Diagonalmatrix, d.h. mit

11\ ...
B:(_1 1) gilt:
1 (-1 0
B AB—(0 3>.

Fir A = <g g) gilt xya(A) = det (A\E — A) = (A —3). Also ist der Eigenwert

0 0

VODA/\lz)\QI?).DaAlE—A: (0 0

) gilt k(\;) = 2 und E(\) = R?, d.h.

k() = m(\). Mit B = ([1) ?) gilt
e (30
B'AB = (0 3).

Fir A = (2 _1) haben wir

1 4

A—2 1
det()\E—A):det( ) A_4) = (A—3)".

Also ist der Eigenwert von A A\ = Ay = 3 und k(\;) = 2. Der Eigenraum E()\;)
hat die Dimension 1, d.h. m(A;) = 1 und v; = (1, —1)T ist eine Basis von E(\),

denn
1 1 1 1
AlE—A—(_l _1>—>(0 0) .

Also ist k(A1) # m(A) und A ist nicht &hnlich einer Diagonalmatrix.
Aber man kann A mit folgendem Verfahren in eine einfachere Form bringen.
Sei vy die Losung von (AE — A)vy = vy, d.h. vo = (1,0)7. Setze man nun B =

(v, vy), d.h. B = ((1) _11) dann gilt:

am . (30
B AB_(1 3).
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Man sagt, dass B~ AB ein 3-er Block der Linge zwei ist. Allgemein ist ein \-Block
der Lange k gegeben durch

A 0 0 O
1 0 0| gt
0 . 0
0 0 1 A
. 1 5 .
4) Fir A = <1 _1> haben wir

A—1 d . .
XA()\):det(_l )\+1):)\2—|—4:()\—22)(A+2z).

Also sind A\; = 2i und Ay = —2i die Eigenwerte von A. Eine Basis von E()\;)
berechnet sich durch

21 —1 D _ 1 —21—1 _ 1 —2i-1
-1 2141 21 —1 D 0 0 ’

dh. vy = (2i 4+ 1,1)". Analog fiir E(\):

—21—1 5 . 1 21 —1 . 1 2e-1
-1 -2t +1 —21—1 5 0 0 ’

2i 4+ 1 —2i+1)

dh. vy = (=24 1,1)". Somit gilt mit B = ( ) .

B 'AB = (25 _022) e C¥2.

Satz 6.6.32 (Jordansche Normalform) Sei A € R™" und seien alle Eigenwerte
Ay .oy An von A reell. Dann ist A dhnlich einer diagonalen Blockmatrix bestehend aus
Aj-Blécken.

o Zu einem FEigenwert A konnen verschiedene \-Blocke auftreten.

A0 0[O0 0 O
1 X 0/0 0 0 Linge 3
01 A0 00
00 1|{A 0]0 Lénge 2
0 0 0|1 A|O
000 0 1]A ‘ Linge 1

e Bis auf die Reihenfolge ist die diagonale Blockmatrix eindeutig bestimmit.
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6.7 Symmetrische Matrizen

Fiir eine Funktion f : R — R gilt unter geeigneten Voraussetzungen

F(&) = F ) + F' (o) — 20) + 3" (@) (& — 20)?.

Im néchsten Kapitel betrachten wir Funktionen f : R™ — R fiir die analog gilt,

F00) % F) + D Dif () = o) + 5 D7 D3 f (o) — )i — ).
i=1 ij=1
Wir setzen f(xo) =: ap, a := (D1 f(Xo), - .- ,an(xo))T und A := (ijf(xo))ijzl ~und
erhalten o

f(x) &~ ag+a’(x —xo) + (x —x0)TA(x — x0) .
Aber es gilt x;z; = z;x; und demzufolge kann man A durch die Matrix mit den Kompo-
nenten % (a;j + aj;) ersetzen, d.h. durch ihren symmetrischen Anteil.

Definition 6.7.1 Fine Funktion q : R™ — R heisst quadratische Form falls
q(x) = xTAx
mit einer symmetrischen Matriv A € R™", d.h. A = AT, Ist A eine Diagonalmatriz, so

heisst q rein quadratisch.

6.7.2 Basiswechsel Sei q(x) = x'Ax eine Darstellung der quadratischen Form
beziiglich der Standardbasis S. Sei B eine andere Basis des R™ und MY (id) die Ba-
siswechselmatriz fir den Ubergang von B nach S. Nach (3) gilt

ks(x) = M5 (id) kp(x) = Bkp(x)
und somit ist
q(x) = ks(x)" Aks(x)
= (Bkp(x))" ABkp(x)
= kp(x)"BT ABkp(x)
eine Darstellung von q(x) beziglich der Basis B.
Definition 6.7.3 Als Hauptachsensystem der quadratischen Form q(x) = xTAx

(bzw. der symmetrischen Matriz A € R™ ™) bezeichnet man eine Orthonormalbasis
B = (by,...,b,) des R", wenn q(x) beziiglich der Basis B rein quadratisch ist.

e Nach 6.7.2 ist B ein Hauptachsensystem einer symmetrischen Matrix A genau dann,
wenn BTAB eine Diagonalmatriz ist. Also suchen wir eine invertierbare Matriz B
mit der BT AB eine Diagonalmatriz ist. Dies ist nicht mit dem Normalformenpro-
blem zu verwechseln, bei dem man fiir eine nicht notwendigerweise symmetrische
Matriz A eine invertierbare Matriz B sucht, so dass B"'AB eine Diagonalmatriz
18t.
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Satz 6.7.4 Sei A € R™™" eine symmetrische Matriz. Dann gilt:
i) Alle Figenwerte von A sind reell.
i1) Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

iii) Algebraische und geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes sind gleich.

Satz 6.7.5 (Hauptachsentransformation) Zu jeder quadratischen Form q(x) =
xTAx bzw. jeder symmetrischen Matriz A € R™ ", gibt es wenigstens ein Hauptach-
sensystem. Es wird wie folgt berechnet:

Zu jedem der verschiedenen Eigenwerte \;,1 <1 < r, von A bestimmt man eine ortho-
normale Basis des Eigenraumes E(\;),1 < i < r. Diese Teilbasen (bgl), o ,b,(c?) zusam-
mengesetzt ergeben das Hauptachsensystem

B= (bbb, .. bf)

fiir das
B"AB = Diag(A1, .., Aty A, M)

k1—mal k,—mal

gilt. Demzufolge gilt
g(x) = ka(x)"B"ABkg(x) = A (kB(X))] + -+ + A (kB (X)), -

Definition 6.7.6 Eine quadratische Form q(x) = xT Ax, bzw. die zugehdrige symmetri-
sche Martriz A € R™ ", heifst positiv definit (negativ definit), wenn aus x # 0 stets
q(x) > 0 (q(x) < 0) folgt. Die quadratische Form heifit indefinit, wenn sie sowohl posi-
tive als auch negative Werte annimmt. Sie heifit positiv (negativ) semidefinit wenn
stets q(x) > 0 (g(x) <0) gilt.

Satz 6.7.7

a) D = Diag(ay, ..., ay,) ist genau dann positiv definit, wenn alle oy positiv sind.

b) A = AT ist genau dann positiv definit, wenn W AW fiir irgendeine invertierbare
Matriz W € R™"™ positiv definit ist.

c) A = AT ist genau dann positiv definit, wenn sdmtliche Eigenwerte von A positiv

definit sind.

e Der Satz gilt analog fiir negativ definite symmetrische Matrizen, d.h. A = AT ist
negativ definit genau dann wenn alle Figenwerte negativ sind. D = Diag(ay, ..., ay)
1st genau dann negativ definit, wenn alle o;,1 = 1,...,n negativ sind.

6.7.8 Positivititskriterium Es sei A = AT. Es gilt el Ae; = a;;. Damit haben wir
eine notwendige Bedingung:

A = AT positiv definit = a; >0, i=1,....n. (1)
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Setn =2 und A = (i 2) , mit a,d > 0. Mit Zeilen- und Spaltenumformungen erhalten

a b a b a 0
b d) " \o da-2) 7 \o a-2

A= <(é Z) positiv definit < a > 0,det A = ad — b* > 0 (2)

wir

Also gilt:

Satz 6.7.9 A = AT € R™", A = (a;;) ist genau dann positiv definit, wenn die Determi-
naten der Hauptuntermatrizen H,; positiv sind:

H, =an H2:(a21 o 'aHk‘: : : 7Hn:A~

ayp - Qi
@11 012) o . .
Qi - Qg

Satz 6.7.10 A = AT ist genau dann negativ definit, wenn fiir die Determinanten der
Hauptuntermatrizen gilt:
(—1)*det H;, > 0.

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



Seite 120 KAPITEL 6. LINEARE ALGEBRA

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



Kapitel 7

Differentation von Funktionen mehrer
Variablen

In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen der Form
f:DCR" - R":x+— f(x)

wobei x = (21,...,2,)T, £(x) = (fi(x),..., fm(x))". R" heift Urbildraum, D Defini-
tionsbereich, R™ Bild- oder Zielraum und das Bild von f ist

£(D) := {f(x);x € D}.

7.1 Kurven im R"

7.1.1 (Parameterdarstellung) Kurven stellt man sich am besten als die Bahn eines
bewegten Punktes vor, wobei man jedem Zeitpunkt t einen Ortsvektor £(t) zuordnet. Sei
also I C R ein Intervall und £ : I — R"™ eine gegebene vektorwertige Funktion. Die
Funktion f; : I — R, 1 <1 <n heifst i—te Komponentenfunktion von f.

Definition 7.1.2 Seif: I C R — R" eine Funktion. Die Funktion £ hat tm Punkt ty € 1
den Grenzwert c, in Zeichen lir? f(t) = c, genau dann, wenn

t—to

t—to
e Der Grenzwert ist komponentenweise definiert und wird somit zuriickgefiihrt auf
Grenzwerte von Funktionen in einer Dimension.

e Analog heifit f : I — R” stetig bzw. differenzierbar, wenn alle Komponenten-
funktionen stetig bzw. differenzierbar sind. Die Ableitung wird komponentenweise

berechnet, d.h.

_ )
f(t) = —£(t) = }g% — (f(t+h) —£(t) = : : (1)

fal®)
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Man nennt f(t) den Tangentialvektor von f an der Stelle ¢. (Die Schreibweise f
geht auf Newton zuriick und wird vor allem in der Physik zur Beschreibung der
Ableitung nach dem Zeit—Parameter ¢ benutzt.)

Lemma 7.1.3 Firf.g: 1 — R"” und o : [ — R gelten folgende Rechenregeln:
a) di(af(t) + bg(t)) = af(t) + bg(t), a,b € R,

|f(t)|| = const folgt f(t)-f(t) =0. (2)

Definition 7.1.4 Sei G C R" und [a,b] C R. Wir nennen jede stetig differenzierbare
Funktion f : [a,b] — G eine Parameterdarstellung des Kurvensticks {f(t);t € [a,b]}
mit Anfangspunkt £(a) und Endpunkt f(b). Fin Kurvenstick heifst reguldr, wenn f(t) #0
fir alle t € (a,b) gilt.

e Mehrere Kurvenstiicke
K, fi: L =[a,b1] -G
Ky f5:1,=as,bs] — G, as=b
K, £l =lanb] —G, a =b,
konnen zusammengesetzt werden zu einer Kurve
K=KiU---UK, f:]:=a,b] — G, f=f1; auf [;.

Die Funktion f: I — G muss in den Punkten as, ..., a, nicht differenzierbar sein.
Beispiel:  Polygonzug = endlich viele aneinandergehéngte Strecken.

e Fine Kurve K wird beschrieben durch das Parameter—Intervall I und die Funktion f.
Kurz: K = (I,f).
Eine Kurve kann i.a. auf viele Arten parametrisiert werden. Z.B. der Halbkreis—
Bogen in R? mit dem Radius 1, von (1,0) nach (—1,0)” durchlaufen.

=[-11], ft)=(-t@1 _t2)1/2)T,
= [0, 7, f(t) = (cost,sint)T.

Auf die Frage wie man erkennt, ob zwei Parameterdarstellungen die gleiche Kurve
beschreiben, soll hier nicht eingegangen werden.
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e Eine Kurve ist i.a. nicht identisch mit der Menge ihrer Punkte.
Beispiel: Die Kurven K; : Einheitskreis, einmal im Uhrzeigersinn von (1, 0)7 nach

(1,0)T durchlaufen und K, : Wie K1, aber zweimal durchlaufen, haben zwar gleiche
Punktmengen, sind aber als verschieden anzusehen.

e Durch eine Parametrisierung ist auch angegeben, wie die Kurvenpunkte durchlaufen
werden. Die Darstellung ([0, 27], (cost, sin t)T) beschreibt den Einheitskreis, im po-

sitiven Sinn durchlaufen, wihrend die Darstellung ([0, 27], (cos(2m —¢), sin(27 —t))7)
Durchlaufen im umgekehrten Sinn bedeutet. Auch hier wird man von verschiedenen
Kurven sprechen, obwohl die Menge der Kurvenpunkte dieselbe ist.

Definition 7.1.5 Sei f: [a,b] — R" ein requlires Kurvenstiick. Dann heift

e

die Bogenliange des Kurvenstiicks tiber |a,t].

e Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Kapitel 4, Satz 4.1.7)
gilt ‘
) = [If@)] 3)

Definition 7.1.6 Sei f : [a,0] — R® 2weimal stetig differenzierbar mit f(t) # 0 und
f(t) x £(t) # 0. Dann sind

f(t
T(t) := ( ) der Tangenten(einheits)vektor,
Jfe]
T(t 4
N(t) := 7 (®) der Normalen(etnheits)vektor, @)
[t
B(t) .= T(t) x N(t) der Binormalenvektor.

Das Rechtssystem (T (t),N(t),B(t)) wird begleitendes Dreibein genannt.

e Der Grenzwert der Anderungsrate AA—E = W des Tangentialvektors heift
Kriimmungsvektor und ist durch gegeben Seine Lénge heifit Kriitmmung
IIT(t)II IT (1)
R(t) = = (5)
O e H

Lemma 7.1.7 Wir haben die Darstellungen
f(1) = (1),
f(t) = 5(t)T(t) + $(t)°k(t)N(2) .

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



Seite 124 KAPITEL 7. DIFFERENTATION VON FUNKTIONEN MEHRER VARIABLEN

Lemma 7.1.8 Wir haben folgende Darstellungen:

e O]
Jtel”

b) B() = f(t) x f(t)
Hf(t) X f‘(t)H

Beispiel: Eine Schraubenkurve hat die Darstellung

T cost
f(t) = | rsint
ht
Somit erhalten wir:
. —rsint ) —rcost
f(t) = | rcost |, f(t)= | —rsint |,
h 0

B 1
HfH T R-R 24k

7.2 Reellwertige Funktionen mehrerer Verinderlicher

7.2.1 (Grundlagen) Sei D C R" und f : D — R eine reellwertige Funktion. Dieser

Funktion ist ein Graph
R X . n+1
Iy := {(f(x)> (X € D} CR
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zugeordnet. Zur Veranschaulichung von f betrachtet man Niveaumengen, d.h. fiir c € R
N.:={x € D; f(x) =c} CR",

oder auch Schnitte mit zu Koordinatenachsen parallelen Geraden, d.h. man betrachtet die
Lpartiellen® Funktionen von f, die gegeben sind durch

T; — f(al, B ¢ 7 [P O S ¢ 7 A [P ,an) s
mita = (ai,...,a,)" € D.

Definition 7.2.2 Fiir zwei Punkte x,y € R" wird thr Abstand definiert durch

Ix —yll = (Zm - y»?) .

i=1
Sei a € R" ein beliebiger, aber fester Punkt und r > 0, dann heif$t die Menge
B.(a) :={x € R |x —al <r}
r-Umgebung von a.

Definition 7.2.3 Sei D eine Teilmenge des R".

a) Fin Punkt a € D heifit innerer Punkt von D, wenn es eine
r-Umgebung B,(a) von a gibt, die ganz in D liegt, d.h. B.(a) C D.

b) D heifit offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

c) Ein Punkt b € R" heiffit Randpunkt von D, wenn jede r-Umgebung von b sowohl
mindestens einen Punkt aus D als auch einen nicht zu D gehérenden Punkt enthdlt.
Die Menge aller Randpunkte heifit Rand von D und wird mit 0D bezeichnet.

d) Eine Menge ist abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthdlt.

Beispiele:

e Die Kreisscheibe B,(a) = {(z,y)" € R* (v — a1)® + (y — az)® < r?} ist offen. Der
Rand ist {(z,y)" € R? (z — a1)’ + (y — a1)? = 7}

o C.(a) ={(z,y)T € R% (x —a1)*+ (y — az)? < r?} ist abgeschlossen.
e B.(a)N{(z,y)’ € R*x > 0} ist weder offen noch abgeschlossen.
Definition 7.2.4 Sei f: D CR" - R unda € DUJD.

a) f hat in a den Grenzwert ¢ € R, in Zeichen

lim f(x) =c¢

wenn es zu jedem € > 0 eine r-Umgebung B,.(a) gibt, so dafs
[f(x) —cl<e

fir alle x € DN B,.(a) gilt.
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b) f heifit ina € D stetig, wenn lim f(x) = f(a) gilt.

X—a

c) f heif$t auf D stetig, wenn f in allen a € D stetig ist.

e Analog zum Fall n = 1 gelten fiir Grenzwerte und stetige Funktionen die {iblichen
Rechenregeln, d.h. Summe, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind stetig.

e Die Projektion p;(x) = x; ist stetig und somit sind alle Polynome
pX)= D ey
1<k;i<m

stetig. Insbesondere sind lineare Abbildungen
((x)=alx = Zaix’i
i=1

stetig. Die rationale Funktion r(x) = % ist stetig, falls ¢(x) # 0 fir alle x € D.

e Achtung! Aus der Stetigkeit der partiellen Funktionen folgt nicht die Stetigkeit von f.

Definition 7.2.5
a) Eine Menge D C R"™ heifit beschrdnkt, wenn es eine Konstante K > 0 mit

|x|| < K fir allex € D gibt.

b) Die abgeschlossenen und beschrdankten Mengen des R™ nennt man kompakt.

Satz 7.2.6 Jede auf einer kompakten Menge D C R™ stetige Funktion nimmt auf D ein
Minimum und ein Mazximum an, d.h. es gibt a,b € D mit

f(a) < f(x) < f(b) firallex € D.

Satz 7.2.7 Jede auf einer kompakten Menge D C R™ stetige Funktion ist gleichmdjfig
stetig, d.h. zu e > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf$ fir alle x,y € D gilt:

Ix=yll<d = 1fx)=fly)l<e.
e Die Sitze 7.2.6 und 7.2.7 sind im Allgemeinen falsch, wenn D nicht kompakt ist.

e Sei f: D — R stetig und D beschrankt, aber nicht kompakt. Falls fiir alle x € 0D
die Funktion f in x einen Grenzwert hat, kann man f stetig auf D U 90D fortsetzen

durch
. f(x) X €D,
f(x) = lim f(y) x€D.
yeD

Dann ist f stetig auf der kompakten Menge D U 0D und Satz 7.2.6 und Satz 7.2.7
gelten (fur f).
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e Sei f: D — R stetig und sei f(a) > 0 fiir a € D. Dann gibt es ein r > 0 so dass

f(x)>0 VxeDnB,.(a).

Definition 7.2.8 Sei D C R" offen, f : D — R eine Funktion und x € D. Ezistiert der

Grenzwert )

Pi%;(f(l’l,...,l’i,l,‘ri+t,Ii+1,...,£L’n)—f<I1,...,.Tn)>

so wird er als die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x genannt und als

5—92 (x) bezeichnet.

e Die partielle Ableitung ist die Ableitung der , partiellen Funktionen*
i — f(T1,. . Ty X)),
wobei alle Werte z;, 7 # ¢ konstant gehalten werden.

e Eine andere Bezeichnung ist f,,.

92f  8f

e Hohere partielle Ableitungen werden analog definiert und z.B. mit 53, 5wy

bezeichnet.

e f heifit partiell differenzierbar (in x) bzw. stetig partiell differenzierbar (in

x) wenn alle partiellen Ableitungen g—i an der Stelle x existieren bzw. stetig sind.

e Analoge Definition fiir héhere Ableitungen.

Hinweis: Als Definitionsbereiche D C R™ fiir differenzierbare Funktionen (partielle Ab-
leitung, totale Ableitung 7.2.12, Richtungsableitungen 7.2.15) sollen stets offene Mengen
genommen werden.

Definition 7.2.9 Der Gradient einer Funktion f : D — R" ist der Vektor, der aus den
partiellen Ableitungen von f besteht, d.h. fir x € D\ 0D ist

0 0 g
grad f(x) := (8_3{1@()”%(}()) e R".

e FEine andere Bezeichnung ist V f(x).

e Sei D C R" offen und k € Ny. Dann bezeichnen wir

C*(D,R) := {f : D — R; f k-mal stetig partiell differenzierbar.}

Satz 7.2.10 Fiir jede C?-Funktion f : D — R mit D C R" offen gilt:

o (0f o (0f o
— ) = < <n.
8951- (85@) ai['j <8£CZ> ’ L =41 =N

(Satz von Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921).
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e Der Satz gilt analog fiir k-te gemischte partielle Ableitungen, falls f € C*(D,R).

Definition 7.2.11 Fiir zwei Funktionen f,g: D CR" — R, k € Ny und xq € D schreibt
man )
f(x) = g(x) + o(||x — x0]") fiir x — X

falls
o F®) —9(x) _

x—x0 ||x — Xo||* N

e Sei f : R — R differenzierbar an der Stelle zy. Nach Kapitel 3 3.1.3
ist die beste lineare Approximation von f an der Stelle xy gegeben durch

g(z) = flzo) + f'(z0)(z — 20), d.h.
f(@) = f(zo) + f'(z0)(x — o) + of|x — o)) .

Fir f : D C R"™ — R reicht partielle Differenzierbarkeit fiir das Analogon obiger
Formel nicht.

Definition 7.2.12 Sei D C R" offen. Fine Funktion f: D — R heifit in xo € D total
differenzierbar, wenn es einen Vektor a € R™ gibt, so dass fiir alle x € D gilt

f(x) = f(x0) +a- (x =x0) + o(|x = o)), (1)

Satz 7.2.13 Ist f in xo € D total differenzierbar mit f(x) = f(xo) + a - (x — xq) +
o(||x — xol|), dann gilt:

a) f istin xq stetig,
b) 1lti_r}%%(f(xo—i-tv) — f(x0)) =a-v, YwveR"v#0,
c) f ist partiell differenzierbar in xo und a ist eindeutig bestimmt als a = grad f(xo).
e Wenn f total differenzierbar in xq ist, so ist
f(x0) +grad f(xo) - (x —%o) (2)
die beste lineare Approximation von f nahe xq.

Satz 7.2.14 Jede C'-Funktion f : D C R® — R, mit D offen, ist auf D total differen-
zierbar, d.h. jede stetig partiell differenzierbare Funktion ist total differenzierbar.

Definition 7.2.15 Seien f: D CR" - R, xg € D und v € R" ein Einheitsvektor, d.h.
|v|| = 1. Falls der Grenzwert

lim %( Flxo + tv) — f(x0))

t—0

existiert, wird er mit Oy f(xo) oder %(XO) bezeichnet und heifst Richtungsablettung von
f an der Stelle xq in Richtung v.
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e Dies ist eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitungen % (dort: v = €;).

e 0, f(xg) beschreibt das Verhalten von f lings der Geraden xq + tv.

Satz 7.2.16 Fliir jede auf der offenen Menge D C R™ total differenzierbare Funktion f
und alle v e R™, ||v|| =1 gilt:

g_{,(xo) = grad f(xo) - v = ;fx (%0)vs

Satz 7.2.17 (Kettenregel) Fiir jede C'—Funktion f: D — R (D C R"™ offen) und fiir
jedes Kurvenstick x : [a,b] — D gilt:

(1)) = arad F(x(1) - x(1). 3)

7.2.18 (Polarkoordinaten) Im R? besteht folgende Beziehung zwischen den Polarko-
ordinaten (r,p) und den kartesischen Koordinaten (z,y)

T=Trcosyp, Y=rsney.
FEine Funktion f von (z,y) kann also durch
F(r,¢) := f(rcosp,rsinp)

als Funktion von (r, ) betrachtet werden.
Die partiellen Ableitungen von F berechnen sich durch die Kettenregel als

F, = fycosp+ fysinp,
F,= —fyrsinp+ fyrcosgp.

Dieses Gleichungssystem kann man nach f, und f, auflésen und erhdlt fir r # 0
1 .
fz = F,cosp — —F,sinyp,
r
1
fy = Frsing + —F,, cos ¢.
r
Es gibt Formeln auch fiir hohere partielle Ableitungen. Insbesondere haben wir
1 1
Af::fxx+fyy:Frr‘i‘;Fr‘i‘ﬁpr? (6)

welches die Formeln fiir den Laplace—Operator A in kartesischen Koordinaten und in

Polarkoordinaten sind. Analoge Formeln gelten fiir die Polar— oder Kugelkoordinaten im
R3. (Pierre Simon L., 1749-1827).
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7.3 Anwendungen

7.3.1 (Richtung des stirksten Anstiegs) Sei f : D C R" — R eine C'-Funktion
und xg € D. Es werde grad f(xq) # 0 vorausgesetzt. Fir die Richtungsableitung in Rich-
tung v mit ||v|| =1 gilt

Oy f(x0) = grad f(xo) - v
= [l lgrad f(xo)]| cos v,

wobei a der Winkel zwischen v und grad f(xg) ist. Somit ist der Wert der Richtungs-
ableitung mazximal, wenn v und grad f(xo) in die gleiche Richtung zeigen. Oder: Richtung
von grad f(xo) = Richtung des stirksten Anstiegs in Xg.

Satz 7.3.2 (Taylor-Formel) f € C*¥*Y(D), x € D, ||v|]| =1, t > 0. Die Verbindungs-
strecke von x und x + tv liege in D\ 0D. Dann gilt

fx+tv)=f(x)+ o f(x)t+ % Zf(x 4 -+ %3ﬁf(x)tk + Ryp(x,t,v)

mit dem Restglied

Ryp(x,t,v) = OFFL f(x 4 vkt

(k+1)!
wobei & eine Zahl € (0,1) ist.

e Sei f € C*Y(D), dann ist fiir x —xg =tv, |[v[=1,t>0und 0 < j <k

Ty (x,%0) := Z@if(xo)ti (1)

das j—te Taylor-Polynom von f an der Stelle xq. Es gilt
F(x) = Tp3(x,%0) + o([[x = %o|’) - (2)

Definition 7.3.3 Fliir eine C?-Funktion f heifit die symmetrische Matriz

H0 = (a0

die Hesse-Matrixz von f an der Stelle x. (Ludwig Otto H., 1811-1874).

e Bisher hatten wir es mit Funktionen der Form

y = g(x) (*)
zu tun. Aber man kann auch eine Abhéngigkeit zwischen x und y implizit durch eine
Gleichung

flz,y) =0

vorgeben. Wie kann man daraus eine Funktion der Form (*) gewinnen?

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



7.3. ANWENDUNGEN Seite 131

Definition 7.3.4 Sei f: D C R? — R. Man sagt, durch f(x,y) = 0 ist auf dem Intervall
I C R eine tmplizite Funktion g : [ — K mit Werten in K C R erkldirt, wenn es zu
jedem x € I genau einy € K gibt mit (x,y)T € D und f(x,y) = 0. Dieses y wird als g(x)
bezeichnet.

Beispiele:

e Sei f(xz,y) = 3z + 2y — 1 = 0. Fiir alle x ist diese Gleichung eindeutig nach y
1-3
auflosbar. Wir erhalten eine explizite Darstellung y = g(z) = 5 L
o Sei f(m,y) =€ +y* +2°+ 2> -1 = 0. Fiir alle v hat ¢V +¢% = 1 — 22 — 23
genau eine Losung g(z), denn h(y) = e¥ 4 y* ist strikt monoton steigend. Aber g ist
nicht durch elementare Umformungen darstellbar. Daher ist nur die Existenz einer

Funktion g(x) mit

e9®) 4 g =1—2*—2°

gesichert.

Satz 7.3.5 (iiber implizite Funktionen) Sei D € R? offen und f : D — R ei-
ne C'-Funktion. Ist (xg,y0)T € D ein Punkt der Niveaumenge f(x,y) = 0 mit
fy(®o,y0) # 0, dann gibt es Intervalle I C R und K C R mit den Mittelpunkten

xo bzw. yo, so das gilt:
a) R=1xK CD, f,(z,y) #0 fir alle (z,y) € R.
b) Es gibt eine eindeutig bestimmite, differenzierbare Funktion g : I — K mit:
flxy) =0ey=g(x)
Fiir die Ableitung von g gilt

g (z) = _falz,9(@)) Ve el.

fy(z,g(x))

e Nachdem wir wissen, dass g differenzierbar ist, kann man die Formel aus b) leichter
einsehen durch die Kettenregel.

0=f(z,9(x)) = 0= fulz,9(x))+ fy(z,9(x))g (2)
Man kann auch héhere Ableitungen berechnen; z.B.
oo+ fayg + Fuad' + fu(9)’ + fu9" = 0.
Also gilt:

g'(x) = _ff

q"(x) = —fi (foo + foyd' + [yt + [0y(d)?)
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b
(fy)?

Somit kann man Extremstellen der impliziten Funktion g(z) bestimmen:
Seien z und y = g(x) derart, dass

flx,y) =0 folz,y) =0 fylz,y)#0

dann ist x ein lokales Maximum der Funktion g(x), falls

faz (7, )
fy(z,y)

ist und z ist ein lokales Minimum, falls % < 0 ist.

(Fow (£, = 2fugfufy + o (£2)7) -

>0

Beispiel:  Sei f(z,y) = e +9* + 2 + 2? — 1. Dann gilt:
fo=32"+20,  fy=¢"+3y",  fu=0r+2.
Sei g die in Satz 7.3.5 b) definierte Funktion, so gilt:

fa 322 + 2z

A A O

Hat g an der Stelle xy eine Extremstelle, d.h. ¢'(zq) = 0, so gilt:

_ Jalzo,9(x0)) _ 3z + 2z
fylwo, g(xo)) €90 + 3(g(wo))*

Dies ergibt xp = 0 oder xy = —%. Wir haben

0

_ Jau(0,9(20)) 6o + 2

fy(zo,9(z0)) ~ e9(0) 4 3(g(z0))2’

Also ist ¢”(0) = —2 und damit ist 0 ein Maximum.
/

Weiter gilt ¢”(—%) = 2 und damit ist —3 ein Minimum.

g// (x()) —

Definition 7.3.6 Sei f : D C R" — R. Fin Punkt a € D heifit lokales Maximum
(bzw. Minimum) von f, wenn es eine r-Umgebung B,(a) gibt so, dass fir alle x €
B.(a)N D gilt

fx) < fla) (baw. fla) < f(x)).
Falls diese Ungleichungen fir alle x € D gelten, heifit a globales Mazximum (bzw.
Minimum). Ein Extremum ist ein Minimum oder ein Mazimum.

Satz 7.3.7 (Lokale Extrema im Innern) Ist f auf B,.(a),a € R", eine C*-Funktion,
so gilt:

a ist lokale Extremstelle = grad f(a) = 0.
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e Ein Punkt a € R” fiir den grad f(a) = 0 gilt, heiBft stationdrer Punkt. Ein
stationdrer Punkt, der kein Extrempunkt ist, heifit Sattelpunkt.

e Satz 7.3.7 besagt, dass man Extrempunkte im Innern zwischen den stationdren Punk-
ten suchen muss.

Satz 7.3.8 Ist D C R" offen, a € D ein stationdrer Punkt einer Funktion f € C*(D,R)
und Hy(a) = (fz,2,(a)) die Hesse-Matriz von f in a. Dann gilt:

a) Ist Hy(a) positiv definit, so ist a ein lokales Minimum.
b) Ist He(a) negativ definit, so ist a ein lokales Mazimum.

c¢) Ist H(a) indefinit, so ist a ein Sattelpunkt.
Folgerung 7.3.9 Sei f : D C R? — R ein C?-Funktion und a ein stationdrer Punkt.
Dann gilt:

a) fez(a) >0, und det Hy(a) > 0, so ist a lokales Minimum,

b) fuz(a) <0, und det Hp(a) > 0, so ist a lokales Mazimum,
c) det Hy(a) < 0, so ist a Sattelpunkt.

Beweis:

Sei A = (g Z) negativ definit. Da A &hnlich zu B = (

B negativ definit sein. Dies ist dquivalent zu

a<0, ad—0b>>0.

a 0
0 d-2

a

) ist, muf} auch

Beispiel: Sei f: R? — R gegeben durch:
fz,y) = 6xy — 3y* — 22°
Wir versuchen, die Extremstellen zu ermitteln:

fol@,y) = 6y — 627
fy(x,y) = 62 — 6y
grad f(z,y) =0 & zrz=yunda’=y

Mégliche Kandidaten sind also (0,0) und (1, 1). Zur genauen Bestimmung berechnen wir
die Hessematrix

e (2 5)

H(0,0) = <8 _66) indefinit

He(1,1) = <_é2 _66> negativ definit

Damit liegt bei (0,0) ein Sattelpunkt und bei (1, 1) ein Maximum vor.

Mathematik fiir Studierende der Informatik und des Ingenieurwesens
Wintersemester 2007/2008 und Sommersemester 2008 — Dieter Wolke



Seite 134 KAPITEL 7. DIFFERENTATION VON FUNKTIONEN MEHRER VARIABLEN

7.4 Vektorwertige Funktionen

Fiir Funktionen f : D C R®™ — R™ werden die Begriffe aus Paragraph 7.2 iiber die
Komponentenfunktionen f;(x),i = 1,...,m, auf die vektorwertigen Funktionen f(x) =

(f1(X), ..., fm(x))" iibertragen.
Definition 7.4.1 Seif: D CR" - R™ k € N und x,x9 € D.

a) Der Grenzwert, die partielle Ableitungen und die ,klein-o”-Notation sind
jeweils komponentenweise erkldrt:

lim f;(x) 051
X—X( of 61’]-( )
it = | ¢ |0 o= |
X—X0 . Z;
dp Je) T\
f(x) = 0(||X — X()Hk) & fi(x) = 0(||X — X0||k), j=1,...,m.

b) f ist genau dann stetig, partiell differenzierbar oder ecine C*-Funktion, wenn
alle Komponentenfunktionen f;,1 = 1,...,m, stetig, partiell differenzierbar oder
C*-Funktionen sind.

c) £ heifit im Punkt xo € D total differenzierbar, wenn es eine Matric A € R™*"
und eine r-Umgebung B,.(xo) C D gibt, so dass fir alle x € B,.(Xq) gilt:

f(x) = f(x0) + A - (x —%0) + of[lx — %0l]) . (1)

e Aus (1) folgt, dass die Komponentenfunktionen total differenzierbar sind. Also gilt
firk=1,...,m:
fu(x) = fe(x0) + grad fi(xo) - (x —x0) 4 o([|x — %o][) -
Somit ist A in (1) eindeutig bestimmt als

grad fi(xo)7
of of of;
A = Jr(x0) = : = (87()(0), - %(x0)> = (8xf (XO)) )
grad f,(xo)T ! " ! b

Je(x0) heiBt Jacobi-Matrix von f an der Stelle x. (Carl Gustav J., 1804-1851).

Satz 7.4.2 Jede C*'-Funktion f: D C R™ — R™ (D offen) ist auf D total differenzierbar.

Beispiele:

a) Sei f: R" — R™ linear.
Dann existiert ein A € R™™ mit f(x) = A - x. Also gilt J¢(x) = A.
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b) Polarkoordinaten: Die Menge [0, c0) x [0, 27) wird mittels

_ [rcosp
x(r,¢) = (r sin gp)
auf die (z1, z2)-Ebene abgebildet, d.h. x : D — R2. Die Jacobi Matrix ist
ox 0x cosp —rsine
Julr.¢) = (E’@) - <sing0 rcosy )
Satz 7.4.3 (Kettenregel) Sind f: D CR" - R™ inxg € D und g : G C R — R?

in f(xg) € G total differenzierbar, dann ist die Komposition g o f in xq ebenfalls total
differenzierbar und es gilt:

Teot(x0) = Tg (f(x0)) - Te(x0).

Definition 7.4.4 Jedem C'-Skalarenfeld f : D C R?* — R wird das Vektorfeld ,,Gradi-
ent“grad f: D — R?

o 109 = (5200 7L 00, 2L )

zugeordnet. Jedem C?-Skalarenfeld f : D C R®> — R ordnet der Laplace Operator A
das Skalarenfeld Af : D — R
3 azf
—=(x

2u. Zu jedem C'-Vektorfeld V : D C R3 — R3 definiert man ein Skalarenfeld Divergenz
divV : D — R und ein Vektorfeld Rotation rotV : D — R?® durch die Vorschriften:

3
) 0
divV(x) = Zag (x),
Ovs X) — %(X)
8$2 81‘3

(9?)1 (91)3

vy X) — %(X)
o0x, 0xo

Lemma 7.4.5 Fiir ein C%-Skalarenfeld f und ein C*-Vektorfeld V' gelten folgende Re-
chenregeln:

a) rot (grad f) =0,
b) div (rot V') =0,
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¢) div (grad f) = Af,

d) div(fV)=grad f-V + fdivV,
e) rot (fV)=grad f x V4 frotV,
f) rot (rot V') = grad (divV) — AV.

7.4.6 (Nablakalkiil) Mit dem symbolischen ,Vektor V := (;&, 5%, ;)" (,,Nabla
Operator) kann man formal schreiben

grad f = V[,

divV = V.V,
Af = V-V,

rotV = VxV.
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Kapitel 8

Integration von Funktionen mehrerer
Variablen

8.1 Parameterintegrale
Viele Funktionen der Analysis besitzen Integraldarstellungen, die von einem Parameter

abhéngen, z.B.

[(x) = /tw_le_tdt, r >0 Gammafunktion
0
F(x) = / f(t)e ™ dt Laplace—Transformierte
0

Satz 8.1.1 Sei
D =a,b] x [e,d] = {(z,y) €R*:a<zx<b c<y<d}

ein abgeschlossenes Rechteck in R? und f: D — R stetig.
Dann gilt fiir die Integralfunktion

d

F(z) = / fay)dy, e b,

C

1) F ist auf [a,b] stetig.

2)

b b

/F(x)dx/(/dﬂx,y)dy) dxj(/bﬂx,y)dx) ay.

a a

(Spezialfall des Satzes von Fubini, Guido F., 1879-19/3).
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3) Ist f auf |a,b] stetig partiell nach x differenzierbar, dann ist F differenzierbar mit
der Ableitung

d d
d
Fo) =5 [ sy = [Swvay.

Satz 8.1.2 Seien g, h C'-Funktionen und f stetig partiell nach x differenzierbar. Dann

qgilt:
h(z) h(z)
d af / /
& [ r@a= [ S @ydy+ s @) @) - o g @).
9(z) g(z)
Beispiel: Sei g : R — R stetig, k€ R\{0},
L
Pla) = [ atu)sin (ko - ) dy
0

Dann gilt

9(y) cos (k(z —y))dy,

=
&
Il
O\H

F'(x) = —k‘/g(y) sin (k(z —y))dy + (),

d.h. F'ist eine Losung der Schwingungsgleichung
F'(x) + K*F(2) = —g(x).
e Falls das Integral F'(z) in 8.1.1 uneigentlich ist, d.h.

/df(fc,y) dy = lim d/sf(x,y) dy

oder
00 d
/f(fay) dy = C}Lglo/f(w,y) dy

gilt Satz 8.1.1 nur unter zusétzlichen Voraussetzungen:

Satz 8.1.3 Sei D = {(z,y)T € R?: a <2 <b, c<y<d} und sei f auf dem einseitig
offenen Rechteck D stetig und stetig partiell nach x differenzierbar und es gebe Funktionen
g,h:e,d) — R, so dass
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a) [fz,9) <g(),  |felz,y) <hly)  VY(z,y)" €D und
d d
b) die uneigentlichen Integrale /g(y) dy, /h(y)dy konvergieren.

Dann konvergiert fiir jedes x € |a,b] das uneigentliche Integral

d

F(z) = /f(fﬂ,y) dy
und die so definierte Funktion F' hat die Ableitung

d

F'(x) = /fx(l’,y) dy.

Beispiel:  Sei f : [0, 00) stiickweise stetig und zu jedem € > 0 gebe es ein C(g), so dass
|f(t)] < Cle)e, t=>0.
Dann existiert fiir jedes > 0 die Laplace-Transformierte F' von f F(z) = / f(t)e ™.
0

(Anstelle > 0 kann auch z € C mit Re z > 0 genommen werden).
F ist beliebig oft differenzierbar und es gilt

Fl'(z) = — / tf(t)e dt, F"(z)= / 2 f(t)e "tdt.

8.2 Integrale auf rechteckigen Bereichen

Definition 8.2.1 1) Seien R = [a,b] X [c,d] ein Rechteck in R? und f: R — R stetig. R
werde in einander nicht iberlappende achsenparallele Rechtecke Ry, ..., Ry zerlegt. A; sei
der Flicheninhalt von R;. & € R; (j =1,...,k). Dann heifit (wie im Eindimensionalen)

k

Zy=Ze(£.6) =) F(E)A,

J=1

eine Riemannsche Summe oder kurz Riemann—Summe.
2) Bei beliebiger Verfeinerung der Zerlegung, d.h. der Durchmesser aller R; gehe gegen
Null, konvergieren die Riemann—-Summen gegen einen eindeutig bestimmiten Wert. Dieser

wird als / f(z,y)d(z,y), das Riemann—Integral (oder kurz: Integral) von f auf R
R
definiert.
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Satz 8.2.2 f stetig auf R = [a,b] X [¢,d]. Dann gilt

d b

/fa;y (z,y) /b/xydy)dx_/(/f(x,y)d:c)dy

c a

(Satz von Fubini).

Definition und Satz 8.2.3 8.2.1 und 8.2.2 gelten sinngemdf fiir drei— und héherdimen-
sionale Rechtecke.

8.3 Integrale auf Normalbereichen

Im Allgemeinen sind die Integrationsbereiche im Mehrdimensionalen keine Rechtecke. Es
miissen daher zuerst einmal verniinftige Bereiche definiert werden.

Definition 8.3.1 1) B C R? = {(z1,22)"; 21,22 € R} heifit in z,-Richtung proje-
zterbar oder Normalbereich in r,—Richtung, wenn es a;,by € R mit a; < by und
stetige

91,92 Iy = a1, 0] = R mit g1 <go auf I gibt,
so dass
B = {(ZL’l,l’g)T 1T € Il, gl(xl) S ) S gg(xl)}

Analog in xo—Richtung projizierbar bzw. Normalbereich in xo—Richtung mit Iy = [ag, bs],
stetigen hy, hy : Is — R, hy < hy und

B = {(z1,22)" 1 23 € Iy, hy(ws) < 21 < ho ()}
2) B heif$t zweidimensionaler Normalbereich, wenn er xi— und xo—projizierbar ist.
Beispiel: Die abgeschlossene Kreisscheibe
B = {(z1,22)"; 27 + 23 < R*}

ist Normalbereich. Z.B. I, = [-R, R], gi(z1) = —(R? — 22)'/2, go(x1) = (R? — 22)'/?).

Hinweis: Oft ist ein Bereich nicht normal, kann aber in endlich viele Normalbereiche
zerlegt werden, z.B. der Kreisring

B = {($1,$2)T; R% < LE% +£L'% < R%}, 0< R; < Rs.

Das Integral / f(z1, x9)d(xq, x2) kann dhnlich wie in 8.3.1 iiber Riemann—Summen ein-

B
gefiihrt werden. Hierbei treten bei einer Zerlegung in achsenparallele Rechtecke solche auf,
die nur zum Teil zu B gehoren. Bei Projezierarbeit kann das Integral als Doppelintegral
eingefiithrt werden.
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Satz 8.3.2 B zweidimensionaler Normalbereich (s. 8.5.1). f : B — R, stetig. Dann gilt

b1 [ g2(z1) by [ ha(z2)
/f 351,51?2 1151,5102 / / f 351,3?2 diUz dzr, = / / f(fl?hﬂ?z)dfl?l dx;.
1(z1) a2z \hy(z2)

Definition 8.3.3 1) B C R? heifit in x3—Richtung projizierbar oder Normal-
bereich in x3—Richtung, wenn es einen Normalbereich B}, C R? und stetige
hi, he : By — R mit hy < hy gibt, so dass

B = {($1,$27$3)T; (z1,m2)" € By, hi(w1,29) < 23 < h2(5617172)}-

2) B heiffit dreidimensionaler Normalbereich, wenn er in alle Richtungen projizier-
bar ist.

Definition bzw. Satz 8.3.4 B C R?® Normalbereich. B wie in 8.3.3,
By = {($1,$2)T;a1 <y <by,gi(rr) <o < 92(331)}. f: B — R, stetig. Dann kann das

tiber Riemann—-Summen eingefiihrte [ntegml/ f(zq, 29, x3)d(x1, 29, x3) berechnet werden
B

durch

b1 [ g2(z1) [ ha(z1,22)

/ / / f(l’l,l’g,xg)dﬂ?:g dl’g dIl.
ai 1(z1) \hi(z1,22)
Ebenso — mit den entsprechenden Begrenzungsfunktionen — mait Hilfe der x,1— oder

xo—Projizierbarkeit.

Beispiel: R > 0.
B = {(z1,32,23)"; 27 + 23 + 23 < R?} (abgeschlossene Kugel vom Radius R mit dem
Mittelpunkt (0,0,0)T). f stetig auf B. Dann gilt

R [ (R=a})'? [ (R-a-a3)"/

/f(501;5527$3)d(5€1,332,i€3)=/ / / f(x1, 29, 23)dxs | doy | day.

—R \o(R2-22)1/2 \-(R2-a2—22)1/2
Analog bei anderer Reihenfolge der x;.

Definition 8.3.5 B Normalbereich in R? bzw. R3.

1) /d(xl, 15) ist der Flicheninhalt von B, falls B C R?

2) /d(a:l,:vg,xg) ist das Volumen von B, falls B C R?
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3) /ch d(x1,x9,23) (i = 1,2,3) heiffen die Schwerpunkt— Koordinaten von B.
B

Integrale iiber krummlinig begrenzte Bereiche B kénnen schwer zu berechnen sein. Man
versucht oft, Koordinaten—Transformationen (yy,v2)" — (x1,72)7 bzw. (y1,v0,93)7 —
(71,22, 73)" s0 zu finden, dass B in den y—Koordinaten ein Rechteck ist.

8.3.6 (Substitutionsregel fiir Polarkoordinaten in R? bzw. R?)
1) R>0, B={(z1,22)7; 2} 4+ 23 < R*}. Die Abbildung

[ ©RIx(0.2m) — B\{0)
A e

7 sin ¢

ist bijektiv. Die Jacobi-Matrix

Oz1  Om

Tx(r;p) = ( or Oy ) hat die Gestalt ( S.OS%O —rsme ) .

Ozy Oz Iny rcosy
or oo

Die Funktionaldeterminante Det Ji(r, ¢) hat den Wert r.
f sei stetig auf B. Dann gilt

R 27
[ Hanadne = [ | [rfrcosprsingiag | ar
B 0 0

27 R

:/ /rf(rcosgp,rsin@)dr dy
0

0

2) R>0, B={(z1,29,23)"; 2} + 23 + 23 < R?}.

Die Koordinaten (r, ¢, )7, (¢ : geographische Linge, o : geographische Breite)
0 <r <R 0< ¢ <2rm —7n/2 <9 < 7/2mit z; = rcosdcosp,
Tog = rcosvsiny, xr3 = rsind werden als spirische oder Kugelkoordinaten
bezeichnet. Die Zuordnung x : (r,¢,9) — (x1, 22, x3) ist im Wesentlichen bijektiv.
Die Funktionaldeterminante Det Jy(r, ¢, 9) hat den Wert r? cos .
Sei f: B — R, stetig. Dann gilt

/f($17$2,$3)d(x1,$2,$3)

B
R 27 w/2
:/</( / 7’2cosq?f(rcosﬂcosgo,rcosq?singp,rsinﬁ)dﬁ)dcp)dr.
0 0 —7/2
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Hinweis auf die allgemeine Substitutionsregel. B Normalbereich in R? (oder
in endlich viele Normalbereiche in R? zerlegbar). Es gebe eine C'— und bijekti-
ve Variablentransformation x : (y1,72)" — (21, 22)" ((y1,42)7 aus einem Rechteck
R CR? (z1,20) € B). Die Funktionaldeterminante Det 7y (y1, y2) sei auf B ungleich
Null. Dann gilt fiir stetiges f: B — R

/f(fﬁbfz)d(fﬁbfz) —/|Detjx(y1,y2)}f($1(y1,y2)7$2(y1>y2))d(y1,y2)-

Analog im Dreidimensionalen.

8.4 Kurven— und Oberflichenintegrale

Vor allem fiir physikalische und technische Anwendungen werden weitere Integralbegriffe
benotigt: Integration ldngs einer Kurve in einem Vektorfeld (Bewegung eines Massen-
punktes ldngs einer Kurve in einem Kraftfeld und die dabei aufgewendete Arbeit) oder
Integration iiber ein nicht planes Flichenstiick im R® mit einer skalaren Funktion oder
einer Vektorfunktion als Integrand.

8.4.1 (Kurvenintegrale im R") n > 1, B C R" offen. a < b, I = [a,b,f =
(fi,.- -, fu)b o I — B stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Dann definiert das
Paar (I1,f) eine Parameterdarstellung einer Kurve K in B (d.h. alle Kurvenpunkte
f(t), t € I liegen in B).

V=(WV,...,V,)T : B— R" sei ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann heifit das Integral

b

/V-dx(:/(%dx1+---+Vndxn)) ::/(V(f(t))-f’(t))dt

das Kurvenintegral von V lings K.

Erlauterung. V (£(t)) - f'(¢) verschwindet, wenn der Tangentialvektor f senkrecht zum
Vektor V' an der Stelle f(¢) steht. Physikalisch: Auf einer Bahn, die senkrecht zum Kraft-
feld verlauft, kann ein Massenpunkt ohne Aufwand bewegt werden. Das andere Extrem
liegt vor, wenn Tangentenvektor und Kraftvektor V(f(t)) in die gleiche Richtung zeigen.

Definition 8.4.2 n > 1, B C R” offen. V : B — R" stetiges Vektorfeld auf B.
¢ : B — R heifit Potential von V', wenn ¢ € C'(B) und V' = grad ¢ ist.

Falls V' ein Potential besitzt, heifst es Potentialfeld (oder konservatives Feld oder Gra-
dientenfeld).

e Vorsicht: In der Physik werden Potentiale durch ,,—V = grad ¢* eingefiihrt!

Satz 8.4.3 B C R" offen. V : B — R" stetiges Vektorfeld. B sei zusammenhdngend,
d.h. je zwei Punkte aus B seien durch einen Polygonzug in B bzw. eine stickweise glatte
Kurve in B verbindbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
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1) V ist Potentialfeld.

2) Fiir alle u,v € B und alle stiickweise glatten Kurven Ky und Ky in B mit Anfangs-
punkt u und Endpunkt v gilt
/V'dx:/V-dx,
K Ks

(d.h. das Kurvenintegral ist unabhingig von der Wahl der Kurve von u nach v ).

e Falls (1) oder (2) gilt, kann ein Potential ¢ von V wie folgt berechnet werden:
yo € B werde beliebig, aber fest gewéhlt. Fiir y € B wihle man irgendeine stiick-
weise glatte Kurve K von yq nach y.

Dann ist p(y) = / V . dx ein Potential von V.
K

8.4.4 (Rotation.) B C R? offen. V. = (Vy, Vo, V3)T stetig differenzierbares Vektorfeld
auf B. 'y = (y1,92,y3)" € B. Sei § > 0 so klein, dass Bs(y) C B. Sei K34 die Randkurve
des zur (x1,x9)—Ebene parallelen Quadrats

Q = {<x17x27y3)T; |x1 _yl‘ < 6/27 |I2 _y2| < 5/2}7

entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen. Dann gilt

oV, 0V
imo2 | V.dx=(22_Z12
G Ll

Ahnlich ergeben sich bei Integration parallel zur (x1,x3)— bzw. (x4, x3)-Ebene die zweite
bzw. die erste Komponente der Rotation von V iny.

Definition 8.4.5 (Flichen im R?) . B C R? offen und zusammenhingend. B := B U
OB (Abschluss von B). f = (fl,fg,fg)T:_B — R3 stetig partiell differenzierbar nach
beiden Variablen u und v. f sei stetig auf B fortsetzbar.

1) Das Paar F = (B,f) heifit Fliche im R3, wenn die Ableitungsvektoren
of _ (0fi 9f2 Ofs\T of _ (0fi 0fs Ofs
= — = _ f = - =
Y Ou <8u’8u’8u) und f, v <(9U o’ (91))

auf B linear unabhdngig sind, d.h. eine Ebene aufspannen.

2) F = (B,f) Fliche. Dann heifit die von den Vektoren f,(ug, vo) und £, (ug, vy) erzeugte
Ebene, angesetzt an den Punkt f(ug,vo) € R?, die Tangentialebene in f(ug, vy).

3) F = (B,f) Fliche, (ug,v0)" € B. Der Vektor

f (uO,U[)) X fv(UQ,’UQ)

N
(w0, vo) = £ (w0, vo) X £,(uo, vo)||

heifft Normalenvektor von f an der Stelle £(ug, vy).
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e N (ug,vp) ist ein normierter, zur Tangentialfliche orthogonaler Vektor.

e Hat f die spezielle Gestalt f(u,v) = (u, v, f3(u,v)) (d.h. die Fliache ist auf B proji-
zierbar), dann gilt

ou? ov?
()
ou? ov !

e Lisst sich OB als Kurve Kp = (I, g) in R? darstellen und ist die Fortsetzung von f
auf Kp stetig, dann beschreibt

Kp:1— Rg’ t— (fl(gl(t)792(t))vf2<gl<t>’g2(t))7f3(gl(t)792(t>>)

die Randkurve von F'.

(%)

T

Definition 8.4.6 A C R? offen. F = (B,f) Fliche in A (d.h. fir alle (u,v)" € B gilt
f(u,v) € A). B Normalbereich in R? (d.h. als Integrationsbereich geeignet).

1) g: A — R stetig (g skalare Funktion auf A). Dann heifst das Integral

/gda = /g(f(u,v))”fu(u,v) x £, (u,v)||d(u,v)

F B

das Oberflichenintegral (erster Art) von g iber F. Insbesondere ist

I(F) = /da = / ||£u(u, v) x £,(u, v)||d(u, v)

F
der Oberflicheninhalt von F.

e Einem , kleinen®“ achsenparallelen Rechteck in (u,v) mit den Seitenldngen du und
ov entspricht auf F' in erster Ndherung ein Parallelogramm mit den Seitenvektoren
f.(u,v)du und f,(u, v)dv. Sein Flacheninhalt ist

||£u(u, v) x £, (u, v)||6udv.

2) 'V = (Vi, Vo, 3)T stetiges Vektorfeld auf A. Dann heifit das Integral

/(V - N)do := / (V(f(u,v)) - (fu(u,v) x fv(u,v))d(u,v)

F B

das Oberflichenintegral (zweiter Art) von V dber F.

e Im Fall eines Stromungsfeldes V' beschreibt das Integral den Fluss durch die Fléche
F. Er ist maximal an Stellen, an denen der Fluss—Vektor V' in Richtung des Norma-
lenvektors f, x f, zeigt. Er verschwindet, wenn V' parallel zur Tangentialebene liegt,
d.h. orthogonal zu f, x f, ist. Daher das Skalarprodukt V - (f, x f,).
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8.4.7 (Divergenz.) V sei ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld auf A (A wie
in 8.4.6). x € A. Fir geniigend kleines 6 > 0 sei W5 der achsenparallele Wiirfel mit
Seitenlinge 6 und Mittelpunkt x. Die sechs Deckflichen Fi,..., Fs von Wy seien so pa-
rametrisiert (d.h. als (B}, f;) dargestellt), dass die Normalenvektoren nach auflen zeigen.
Dann gilt

lim53</+«~+/)(V-N)da:divV(x).

6—0
Fy Fg

Die Divergenz kann also als Flussdichte des Vektorfeldes interpretiert werden.

8.5 Die Integralsitze

Zu den wichtigsten Ergebnissen der mehrdimensionalen Analysis gehoren die Integralsétze
von Gauf}, Green und Stokes, die es gestatten, gewisse Kurven— und Oberflachenintegrale
ineinander umzuwandeln.

8.5.1 (Green’scher Satz) (auch Stokes’scher Satz in der Ebene. George Green, 1739-
1841; Georg Gabriel Stokes, 1819-1903).

Seien A C R? offen und B C A ein abgeschlossener Normalbereich. Die Randkurve K
von B sei stiickweise glatt und entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen.

V = (Vi, Vo) : A — R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

B aV,  oV;
/V-clx/(ax1 — axQ)d(azl,xg).
K

B

e In den Spezialfillen Vi (zy, x9) = 0, Vo(xy,29) = x1 bzw. Vi(x1,29) = —x9,
Va(x1,z9) = 0 ergibt sich fiir den Flacheninhalt F' von B

F:/(O,xl)-dx:—/(xQ,O)-dx.

K K

8.5.2 (Gauflscher Satz) .

Seien A C R? offen und B C A ein abgeschlossener Normalbereich. Der Rand von B
lasse sich in endlich viele Fldchenstiicke zerlegen, die so parametrisiert sind, dass die
Normalenvektoren nach auflen zeigen.

V = (Vi, Vo, 5)T 1 A — R3 sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/(v . N)do = /div V(1. 20, 73).

0B B

8.5.3 (Satz von Stokes) (in wvereinfachter Form). A C R offen. Sei F ein
Flichenstiick, das zusammen mit seiner Randkurve K ganz in A liegt. K sei stiick-
weise glatt und so durchlaufen, dass die Normalenvektoren auf F' ,nach oben“ zeigen.
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Sei V= (Vi, Vo, V5)T : A — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt
/V‘dx = /(rotV-N)da.
K F

Folgerung 8.5.4 (zum Satz von Stokes.) A C R?® offen und konvez (konvez: zu je
zwei Punkten aus A gehort die ganze Verbindungsstrecke zu A).
V = (W1, Vo, V3)T € CY(A,R3). Dann sind folgende Aussagen dquivalent

1) V ist Potentialfeld.
2) rot V =0 auf A.
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