10. Kapitel. Der Satz von Siegel-Walfisz
Bei der Herleitung des Primzahlsatzes in Progressionen
Lix
w(x, k,a) = 1+o(1 T — 00
(ak0) = 5 (o) (o= o0)

wurde bislang nicht auf die Abhéngigkeit des Fehler-Terms von k geachtet. In An-
wendungen, so zum Beispiel beim im n#chsten Kapitel behandelten Goldbachschen
Problem, kommt es vielfach auf Gleichméfigkeit der Fehler—-Abschitzung in einem weiten
k—Bereich an.

Wie steht es damit, wenn die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung vorausgesetzt
wird? In diesem Fall 1483t sich

Lix
(k)
mit universeller O-Konstante zeigen. Wegen Liz =z/Inz- (14 0o(1)) ist

Liz In® &
1/2 N m-r
x/ lnz O<90(k‘) (k) 3:1/2>

m(x, k,a) = + O(z*?1nz)

Li 1
:O< 17 —> fir k<z'/?In3z.

o(k) Inz
Dies bewirkt
Liz 1
m(x, k,a) = o0F) (1 + O<m>>

gleichmiBig fir k < x'/2In"?x, (a,k) = 1.

Ziel des Abschnitts ist eine solche Gleichméfigkeitsaussage ohne Annahme unbewiesener
Hypothesen. Der k—Bereich wird wesentlich kleiner ausfallen.

Zur Einfithrung des néchsten Begriffes einige Beispiele:

1. Der Hauptcharakter yo mod k& (k > 1) entsteht durch Einschrinkung des Haupt-
charakters mod 1 auf die Menge {g, (9,k) = 1}. Umgekehrt liefert xo mod 1 durch
Einschrianken (und Einfithren von Null-Werten) alle Charaktere y, mod k.

2. Der durch das Legendre-Symbol mod p (p > 2) definierte Charakter y # xo mod p
kann fiir jedes £ mit p|k durch

x(9) = (9/p), falls (g,k)=1; =0 sonst

zu einem Charakter mod &k verandert werden.
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10.1. Satz und Definition.
(1) Sei x # xo ein Charakter mod k. Dann gibt es eindeutig ein k; mit

(1.1) ki|k und
(1.2) ki st die kiirzeste Periode von x, eingeschrinkt auf {g,(g,k) =1}

(2) Falls in (1) k; =k gilt, heift x primitiver Charakter.

(3) Zu jedem Charakter x # xo mod k gibt es eindeutig ein k;|k und einen primitiven
Charakter x; mod ky, so daf

x(g9) =xalg) fir (g,k) =1
Man sagt: y wird erzeugt vom primitiven Charakter y; mod ky. % heifit der Er-
klarungsmodul zum Charakter x mod k.
Bemerkungen:

(1) Der Charakter xo mod 1 wird nicht zu den primitiven Charakteren gezihlt, obwohl
er im Sinn von (3) alle xo mod k erzeugt.

(2) Werde x mod k von x; mod ky (ki|k) erzeugt. Dann gilt fir o >0

Lo =Lisx) [[ (1-22).

pS
plk,p fk1

Beweis zu 10.1.

1. Sei ki <k die kleinste natiirliche Zahl, fiir die x auf {g,(g9,k) =1} ki—periodisch
ist (d.h. x(g+ ak)) =0, falls (g+ aki, k) > 1;=x(g), falls (g+ aki, k) =1).

Es wird ki|k gezeigt. Mit passenden a,b € Z a8t sich (k, ki) = ak + bk; schreiben.
Im Fall (g+ (k,ki),k) =1 folgt mit der k&~ und k;—Periodizitét

X(9+ (k, k1)) = x(g + ak + bky) = x(g + bk1) = x(9).

(k,kq) ist somit auch Periode, d.h. ky < (k, k), also ky = (k, k1), ki|k. Damit ist (1)
gezeigt.

2. Beweis zu (3).
2.1. Sei wie in (1) ki (ki|k) die kleinste Periode von x auf {g,(g,k) = 1}. Es muB
ein primitiver Charakter y; mod k; gefunden werden, der y erzeugt. Dazu mufl

x1(9) =x(g) fir (g,k)=1 und

x1(g) =0 fir (g,k1)>1 sein.
2.2. Es fehlen noch die Werte von y; fiir die ¢ mit (g,k) > 1 und (g,k;) = 1. Diese
Menge ist nichtleer, wenn k einen Primteiler enthélt, der in k; nicht vorkommt. Falls es

t € Z gibt mit (g+tk,k) =1, kann xi1(g) = x(g +tk1) gesetzt werden. Auf die Wahl
des t kommt es nicht an, da x auf {h, (h, k) = 1} ky—periodisch ist.
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2.3. In 2.2. kann
t= H D
plk,pfk1g

genommen werden. Es reicht ¢ J g+ tk; fiir alle ¢ mit ¢|k einzusehen.
1. Fall: q|k;. Aus q|g + tky folgt qlg, was wegen (g,k;) =1 nicht sein kann.

2. Fall: q f ki, qlk, qlg. Aus qlg + thky folgt gq|tk;, ¢|t. Dies ist nach der
Definition von ¢ ausgeschlossen.

3. Fall: ¢ Jki, qlk, ¢ )g. Dannist gt und aus ¢|g+ tk; folgte g¢|g.

2.4. Nach 2.2. ist x; ki—periodisch definiert. Auch die vollstiandige Multiplikativitat ist
gegeben. y; ist somit ein Charakter mod k;. Da k; minimale Periode war, ist — aufler
im Fall k& =1 und x; = 1 — x; primitiver Charakter mod k;. Aus x; = 1 folgt
X = x1 mod k, was ausgeschlossen war.

So wie beim Beweis der Nullstellenfreiheit der L(s,y) auf der 1-Vertikalen der Fall

X#Xo, X' =xo t=0
gesondert betrachtet werden mufite, ist auch beim Herleiten Nullstellenfreier Gebiete
links von o = 1 dieser Fall problematisch. Bis heute konnen reelle Nullstellen
(Siegel-Nullstellen), die mit wachsendem Modul rasch an die Eins heranriicken, nicht
ausgeschlossen werden. Das folgende Ergebnis stellt seit iiber 60 Jahren die beste Aussage
zu diesem Problem dar.

10.2. Satz von Siegel (1935, Carl-Ludwig S., 1896-1981).
Sei x # xo ein reellwertiger Charakter mod &, ¢ > 0.
Beh. (1) Es existiert ein Cy(g) so daB

L(1,x) > Cik—.
(2) Es existieren Ch(e) und Cs(e), so daf

L ~ C
‘f(s,x)‘§02k:aln2k fiir 1_k51rfzk§0§2’ 7] < 1.

Insbesondere ist dort L(s, x) # 0.

Bemerkungen. 1. Aus dem folgenden Beweis kann keine effektive Abhéngigkeit der C
von ¢ entnommen werden (z.B. C; < 100e7° ). Genauso ist es mit allen anderen bis
heute bekannten Zugingen.

Will man mit numerisch angebbaren Konstanten rechnen, muf man sich mit der schwéche-
ren Ungleichung

L(1,x) > C kY2
(und entsprechend o >1— Ck~"/2In"?k) zufrieden geben.



60

2. Es reicht in (1), primitive y zu betrachten.
Es werde x vom primitiven x* mod k* (1 < k*, k*|k) erzeugt und dementsprechend
gelte

L(s,x) = L(s,x") H (1 - X*(p)>'

plkp fk*
Es sei (1) schon fir x* gezeigt und werde mit /2 benutzt. Mit der Formel
1 .
Z — =1Inlnz 4+ O(1) sieht man

p<w

I (-S2)=10 ()

plk,p fk* plk
1 1
1) e (S0 (- 1)
p<k p p<k p

1 1 D,
:exp<—2(5+2—p2+...)> 2e><p(—lrllrlk—D1):m
p<k

mit positivem, numerisch angebbarem D,. Es folgt

o D2 ~ (€Y, —¢/2 D,

5 (€N ez D2 o Ay
Ol<2>k g =GR

v

wobei C'; eventuell etwas kleiner ist als C.
Bei der Herleitung von (2) wird die Primitivitdt nicht benutzt werden.

Beweis zu (1) fiir primitive x nach Theodor Estermann (1902-1991). Die Argumentation
ist eine hochst raffinierte Verschiarfung des Beweises zu L(1,x) # 0 aus Kapitel 7.

1. Seien x; mod k; und x» mod ky verschiedene, primitive (also # xo mod k;), reell-
wertige Charaktere. Dann ist x1x2 7# Xo mod kiks. Denn xix2 = xo bewirkt x; = xo
mod kiky. Dann folgt wie im Beweis zu 10.1(1), dal kiks, ki, ke und (K, ko) Peri-
oden auf {g, (g, k1ko) = 1} sind. Die Primitivitdt bewirkt ki = ko, X1 = X2, was
ausgeschlossen war. Somit ist

(1.1) F(s) = F(s,x1,X2) = ((s) L(s, x1) L(s, x2) L(5, x1x2)

holomorph in {s, ¢ > 0, s # 1} und hat bei s = 1 einen Pol erster Ordnung mit
Residuum

(1.2) A= L(1,x1) L(1, x2) L(1, x1x2) € R
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2. Es gilt
1 CiA
2 1-o0

(2.1) F(o) > (kiks)80=9) fir 7/8 <o < 1.

Beweis. 2.1. Der Multiplikationssatz liefert fiir Res > 1
(2.1.1) F(s)=Y_ f(n)n™*

mit multiplikativem [ = 1 % x1 % X2 * x1X2, Wobei

F =D @) e ™).

0<vy,...,uy <t
vty =~

f hat die wichtige Eigenschaft
(2.1.2) Vn: f(n)>0.

Dazu reicht es, f(p?) zu betrachten. Im Fall x(p;) = x(p2) = —1 hat man

= 3 (e

0<vy,..., vy <L

= Y g+ E—g+1) = S(0).

Fiir ungerade ¢ ist
25(0) = 3" (g+1) (€ —g+1) ((-1)? + (1)) =0,
0<g<t
fir 0 <?=20'+2 folgt
SO =SE-1)+ > (1) (g+1)+ (=D ((+1)>0.
0<g<t—1

In den {ibrigen Féllen geht man dhnlich bzw. wesentlich einfacher vor.

2.2. F kann um sy = 2 in eine Potenzreihe vom Konvergenzradius 1 (wegen des Pols
bei s=1) entwickelt werden.

(2.2.1) F(s) =) a(2-9)" [2-s<1
v=0

mit

(2.2.2) Vvia,>0, ay=F(2)>f(1) =1

Denn
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(wegen (2.1.2))
Die Ungleichung fiir ay sieht man ebenfalls mit (2.1.2).

F(s) — 2 ist holomorph im Kreis {s, |s —2| <2}, daher ergibt (2.2.1) (zunéchst fiir

|s — 2| <1, dann mit dem Identitétssatz)
A - 5
1= (a, —AN)(2—3s)" (|]s—2]<2).
S —
v=0

(2.2.3) F(s) —

2.3. Mit der Ungleichung
> x| < (k) (x = x mod )

A<n<B

sieht man durch partielle Summation, wie schon mehrfach,
|L(s,x;)| < Cok; (5 =1,2), |L(s,x1x2)| < Cokiks
fir |s—2| <3/2, also
Al < Cs kiks.
Mit |¢(s)| < Cy fiir |s—2]=3/2 ergibt dies
A

S —

(2.3.1) ‘F(s) - < Cs kK2 fiir |s— 2| = 3/2.

Fiir die Koeffizienten «a, — A der Potenzreihe (2.2.3) liefert die Cauchysche Formel daher
die Ungleichungen

(2.3.2) low, — | < Cg kTk3 (2/3)".

2.4. Sei nun 7/8 <o < 1. Mit noch zu wihlendem N = N(ky, ko) folgt aus (2.3.2)

Sl -Ale-or <z Y (2) (L)

v>N v>N

N
< Oy K2R (%) < Cp k22 eV,

Wegen (2.2.2) ergibt dies mit (2.2.3)

A ) B
Flo)———=> Y (=N (2—0) = Crkikie N
0<v<N-1
2—o0)V -1
(2.4.1) >1—A @-o) =1 _ Cr k2k2 e N4,

1—0
Es werde — OBdA — C7 > 1 angenommen. Dann kann N so bestimmt werden, daf3

1 1
(2.4.2) 5 eVt < Cr K22 eV < 3
erfiillt ist. Insbesondere gilt N < 81In(k1ks) + Cs und
(243) -0 =exp(NIn(1+(1-0))) < exp (N(1 = 0)) < Co(hikz)*" .



63

(2.4.1) bis (2.4.3) fithren zu

A 1 1 A
(k1k2>8(170) o Cg

F 1
(0)>1=Co 53 1—o

(k,lk,Q)S(lfo')’

wie in (2.1) behauptet.

3. Es soll nun aus (2.1) die Ungleichung (1) hergeleitet werden. Dazu sei ¢ > 0
vorgegeben.

3.1. 1. Fall: Es existiert ein k; und ein primitives x; mod k; mit x1 # X0, X% = Xo
und

(3.1.1) L(oy1,x1) =0 firein oy =o04(e) € (1 —¢/16,1).
Dann werde F' mit diesem y; definiert. Es gilt
(3.1.2) F(o1) = F(o1,x1,Xx2) =0 fiir jedes zuldssige xa.

3.2. 2. Fall: Es existiere kein y; der obigen Art. Man halte ein ky, ein xy; mod k; mit

X1 7 Xos Xi=Xo fest.
Wegen

L(o,x1), L(0, x2), L(o, x1x2) — 1 fiir o — oo,
der Reellwertigkeit und dem Nicht—Verschwinden bei o > 1 —¢/16 ist
L(o,x1) L(0, x2) L(o, x1x2) > 0 fir o€ (1—-¢/16,1).

Da ((o) beim Durchqueren des Pols das Vorzeichen wechselt, 148t sich ein oy = o1(¢) €
(1 —¢/16,1) finden mit

(3.2.1) F(oy) <0 fiir alle zuldssigen  xo.

3.3 Aus (2.1) ergibt sich in allen Fillen — bei festem o;(g), x1 mod k1 und beliebigem
X2 mod k’Q mit k’g > ]{?1 -

Cl)\ 8(1—01) 1 1
s = Foy) > =
1— o (klkg) > 5 (01) =5
bzw.
(331) A > Cl() (1 — 01) (k’lk’g)_g(l_al).
Wegen

L(1,x1) L(1, x1x2) < Ciilnky - In(kiks) < Cu(e) Inky
sieht man mit (3.3.1) und (1.2)
L(1, x2) = Cs(e) ky ) (In key) ™
> Csky? (Inky) ™" > Co ky°.

Dies ist richtig fiir alle zuléssigen x2 mit k; > ki(¢). Durch eventuelle Verkleinerung
des (g kann die Ungleichung fiir alle ko erreicht werden. Damit ist (1), der entscheidende
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Teil des Siegelschen Satzes, fiir primitive x(= x2) gezeigt.

(1) nahe bei o =0 ist relativ einfach.

4. Die Herleitung von ( s
), so daf

2) au
Es existieren Cr(¢) und Cg(e

(

I . .
(4.1) f(s,x)‘ < Co ke In®k fir |7], |o—1)<CskIn2k.
Man hat
(4.2) |L'(s,x)| < Ci2In’k,

also mit geniigend kleinem Cs,

|L(s,x)| = L(1,x) — ‘/L,(%X) dZ‘
1
> L(l,X) — |S — 1‘ 012 1112]{?

> Ok — Cy Ok > =CL k=,

N | —

Mit (4.2) folgt daraus (4.1).

Im restlichen Bereich kann wieder die de la Vallée-Poussin—Idee benutzt werden. Ein paar
Hinweise mogen ausreichen.
Fir o> 1, |7] <1 ist

1 < L¥o, x0) |[L* (o +i7,X)| |L(0 + 2i7, x0)| < |L*(o +i7,X)| L*(7, X0),

also

: Iyt
}L(U + T, )(){ > Chi3(0—1) H <1 — —U> > Ch3(c —1).
plk b
Fiir 2> 0 > 14+Csk™ In"*k ist (2) hicraus direkt ablesbar, fiir [0—1] > Csk*In""F,
Csk™In?k < |7r| €1 kann wieder mit Hilfe von L'(s,x) argumentiert werden.

Damit ist Satz 10.2. vollstandig bewiesen.

Fiir den Beweis des Primzahlsatzes in Progressionen mit Hilfe der Perron—Formel ist
wieder ein Nullstellenfreies Gebiet links von o = 1 erforderlich. Da die Argumentation
wie bei Satz 4.2 verlduft, kann hier auf die Herleitung verzichtet werden. Wichtig ist, daf§
die auftretenden Konstanten nicht von £ abhéngen.

10.3. Satz. Es existieren universelle, positive Konstanten 'y, ..., C7 mit folgenden Ei-
genschaften
(1) Fir 2>0>1-Ciy (>3) und |7] <1 gilt

L 1

Z(S,Xo) + 5’——1’ < Cislnk  (xo = xo mod k).
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(2) Fiir x mod k, x # xo0, x* # xo und
2>0>1- Ci(In(k(7] + 2>>)_9
gilt

!/

—(o+ir, X)( < Oy (In(k(|7| +2)))’.

(3) Fiir x mod k, (x # X0, X> = Xo0) oder x = Yo gilt die Ungleichung (2) im Bereich
2> 0 >1—Cy(In(k(7]+2) ", 7] > L.

Der einzige Bereich, in dem aufgepafit werden mu$, ist also der fiir x # xo0, X = Xo in
Satz 10.2. angegebene. Hier wird das Nullstellenfreie Rechteck nahe bei s = 1 mit wach-
sendem k moglicherweise sehr rasch schméler als das fiir die anderen x (Cy(e) k¢ In"2 k
ist fiir grofe k& wesentlich kleiner als Cjg In"" k).

Es stehen nun die analytischen Hilfsmittel zur Verfiigung, mit denen ohne neue Schwie-
rigkeiten das Hauptergebnis gezeigt werden kann.

10.4. Satz von Siegel-Walfisz (Arnold W., 1892-1962).
Zu jedem A > 0 existieren von A abhéngige Konstanten D; und Dy, so daf} fiir = >
2, k<(lnz)* und (k,a)=1 gilt

(1) (2, k,a) — W‘ < Dyzexp (— Dy(lnz)Vv)
(2) }71'(1‘, kaa) - i‘ < D2$6Xp ( — D1<lnx)1/10),

(k)
Bemerkung. Wihrend unter Annahme der verallgemeinerten RV der Fehler in ¢ (z, k, a)
gleichméfBig in k& und @ mit k& bis kurz vor z'/? abgeschitzt werden kann, wird hier nur
GleichméBigkeit bis k < (Inxz)? erreicht. A kann zwar beliebig grofi gewihlt werden,
aber die O—Konstante D, héngt in bislang nicht effektiv angebbarer Weise von A ab.

Man kann zeigen, daf3 es zu jedem Modul k hochstens einen reellen Charakter y und dazu
hochstens eine reelle Nullstelle 3 mit 1 -5 <8 <1 (c> 0, angebbar) existiert. Diese
»,Siegelsche Ausnahme—Nullstelle hat auflerdem die Eigenschaft, daff im Fall ihrer
Existenz keine weiteren Nullstellen zu Charakteren y mod k ,nahe bei 0 = 1* liegen. Aus
der expliziten Formel fiir ¢ (z, k,a) kann man schlieflen

v Xla) 2"
Y(z,k,a) = —— — = — + Rest.
vla)  la) 7
Im Fall Y(a) =1 kann der 2”-Term den Hauptterm nahezu ausléschen, wihrend bei
X(a) = —1 der Hauptterm nahezu verdoppelt wird. Dazu darf z im Vergleich zu £ nicht

zu grof} sein.
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Zum Beweis von Satz 10.4. Hierzu wird an die Herleitung von Satz 5.3 erinnert. Wie dort
soll mit 7' = exp (Ds(Inz)"/1%) gearbeitet werden. Damit fiir alle Charaktere zu einem
Modul % < (Inz)? im Bereich

(*) 1-Cyp(InT)?<o<2, |7|<T

keine Nullstelle von L(s, x) auftritt muf

(a) 1—Ci In™? (K(T+2)) <1—Ci7(InT)™  gemiB 10.3(2)
und

(b) 1-CskIn?k<1—Cp(InT)? gemiB 10.2(2)

abgesichert werden.

Zu (b) Mit einem C% gilt C4k== In"2k > C4 k=%, (b) ist gewshrleistet, wenn C4 k=% >
Ci7 In7T stimmt, was

k< (InT)%% (éé 01—71)1/26 _ Dg/Zs (é; 01—71)1/26(1n z)%/20
entspricht. Wenn A vorgegeben ist, wihlt man somit ¢ = 9/(29A4), sowie D3 = D3(A)
gemiB Dy*(Cy 01,71)1/25 =1.

(a) ist fir k& < (Inz)? und das obige T bei richtiger Wahl des C1; offenbar erfiillt.

Damit ist (*) gesichert. Dort gilt
L/
f (S,X)‘ S Clg(lHT)g S D4(1H9§')9/10

(mit der naheliegenden Modifikation fiir x = xo). Wieder mufl bedacht werden, dafl D,
in nicht effektiv angebbarer Weise von A abhéngt.

Der Rest des Beweises verlauft so wie der zu Satz 5.3 mit der Perronschen Formel, ange-
wandt auf

Y e
gO(kl) xmodk L
Man iiberzeugt sich, dafl auch bei bescheidenerem Fehlerterm fiir ¢ (x, k,a), zum Beispiel

xl ), der GleichmiBigeitsbereich k& < (Inx)? nicht erweitert werden kann.
nx

(-

11. Kapitel. Das Goldbachsche Problem
Fir a € R wird e(a) als exp(2mia) definiert. Alle O-Konstanten sind universell, aber
nicht immer explixit berechenbar.

Aus einem Briefwechsel 1742 zwischen Euler und Goldbach (Christian G., 1690-1764)
kann man folgende Fragen entnehmen.

a) Ist jede gerade Zahl > 4 Summe zweier Primzahlen (binéres Problem)?
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b) Ist jede ungerade Zahl > 7 Summe dreier Primzahlen (ternires Problem)?

Allein nach der Anzahl der moglichen Summanden — jedes N kann auf N — 1 Arten
als ny 4+ ny geschrieben werden — ist eine positive Antwort sehr wahrscheinlich. Da die
Primzahlen bis N mit einer relativen Hiufigkeit ~ (In N)~! auftreten, spricht einiges
dafiir, da8 ein gerades N =~ N(InN)~? Darstellungen N = p; + py besitzt. Trotz
iiberzeugender numerischer Untersuchungen haben sich die Probleme als sehr schwierig
erwiesen. 1937 (I.M. Vinogradov) wurde das ternére Problem fiir alle hinreichend grofien
N gelost. Seit 1997 weifl man (J.-M. Deshouillers, G. Effinger, H. te Riele, D. Zinoviev),
da unter Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung die ternére Frage
fiir alle N > 7 mit ja beantwortet werden kann. Das binédre Problem ist bis heute offen.

Um 1920 entwickelten Hardy und Littlewood (Godefrey Harold H., 1877-1947; John Eden-
sor L., 1885-1977) eine Methode, die sog. Kreismethode, durch die es moglich wurde,
zumindest unter einleuchtenden Hypothesen iiber die Nullstellen der L—Reihen (genauer:
L(s,x) # 0 fiir 0 > 3/4) das ternédre Goldbach—Problem fiir hinreichend grofie NV zu l6sen.
Das Verfahren verlauft wie folgt: Sei

P(z) =Y 2" (2] <1)

die erzeugende Potenzreihe zur Folge der Primzahlen, und fiir / € N

TZ(N) - #{(p17 s pr)7pl +tpe= N}
Dann ergibt die Cauchysche Formel

1
r(V) = 5+ / PY(z) 2N s

|z|=a

(Integration iiber den Kreis vom Radius av < 1). Durch Auswertung des Integrals, insbe-
sondere das Studium von P(z) auf Kreisbdgen nahe den Punkten e(a/k) ((a,k) =1, k
Lklein“ gegeniiber N ) wurde es moglich, fir r,(N) (¢ > 3) asymptotische Formeln
herzuleiten. Das Wort ,,Methode®“ ist hier angebracht, da dieser Grundgedanke bei
zahlreichen additiven Problemen angewandt werden konnte (s. R.C. Vaughan. The
Hardy—Littlewood Method. Cambridge University Press, 1981).

Es hat sich inzwischen, vor allem dank der Untersuchungen .M. Vinogradovs, herausge-
stellt, daf3 es einfacher ist, mit endlichen Exponentialsummen statt mit Potenzreihen zu
arbeiten. Wieder ist es giinstiger, mit der von Mangoldt—Funktion zu bewichten.

11.1. Hilfssatz. Fir N > 7 und a € R sei

S(a) = S(N,a) = > A(n) e(na).

n<N
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Dann gilt fiir jedes A € R

R3(N) = >, A(n1) A(ng) A(ns)

Df
ni1,n2,n3,n1+nz2+nz3=N
1+
= / S*(a) e(—Na) da.
A
Der Beweis beruht auf der Orthogonalitétsrelation fiir e(/3)
1+
1 fir b=0,
/ e(ba) da = { 0 fiir beZ\{0}.
A

Das Integral im Hilfssatz ist daher

= X AAm A [ e+~ N)de,

n1,n2,n3<N

woraus sofort die Aussage folgt.

Zur Auswertung des Integrals spaltet man das Intervall [A,1+ A] auf in Intervalle I,
um rationale Zahlen a/k mit ,kleinem“ Nenner & (major arcs). Hier wertet man S(«)
und damit das Integral mit Hilfe des Satzes von Siegel-Walfisz aus. Auf den restlichen
Teilen (minor arcs) benutzt man eine nichttriviale obere Abschétzung fur |S(a)‘.

Wihrend die Grundidee des Verfahrens relativ klar ist, erfordert die genaue Ausfithrung
einiges Durchhaltevermogen.

Wieder erscheint es plausibel, daf8 ein groBes ungerade N ungefihr N2 In"® N Darstel-
lungen N = p; + py + p3 besitzt. Beriicksichtigt man das A-Gewicht, darf R3(N) ~ N?
vermutet werden. Dies wird sich im wesentlichen als richtig erweisen. Im Folgenden
werden daher bei der Auswertung von R3(N) Terme, die an Gréfienordnung wesentlich
weniger als N? einbringen, zum Fehler gezihlt werden.

Fiir die Aufspaltung in major— und minor arcs benutzt man den

11.2. Approximationssatz von Dirichlet.
Zu jedem o € R und jedem @ > 1, Q) € R, existieren K € Nund a € Z mit 1 < k < Q)
und (a,k) =1, so daB |ov— %] < o eilt.

Beweis fiir @ € N. Die @ + 1 Zahlen {ja} = joa —[ja] (0 <j < Q) liegen im Einheits-
intervall. Also haben mindestens zwei davon einen Abstand < 1/@Q (Schubfachschluf}!).
Es existieren somit 0 < j; < j» < @ und ein b € Z mit |(jo — j1)a — b < Q7!

bzw. |a — jQEjl‘ < (jg—ljl)Q‘ Wird b(jp — j1)' gekiirzt zu a/k, 1 < k < Q, so gilt die

Behauptung hiermit.
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Durch geringfiigige Modifikation kann auch der Fall Q ¢ N erfalt werden.

11.3. Intervall-Einteilung fiir das Goldbach—Problem.
Sei N > 4 so groB, da 2(InN)*% < N. Sei Q@ = NIn'°N, Q; = n'®*N (also
1<@Q<Q<N), \=Q}NL

k
a a
1<k<Qr st

— U U Iia €[N 1+ A (,major arcs®),

= [)\, 1+ A\M (,minor arcs“).

Folgerungen.
/

(1) Fir kb < Qi (a.h) = (@ k) =1 &£ % ist Ly =0,
(2) Zu jedem « € m existieren ein k € (Q1,Q] und ein a mit (a,k) =1, so dafl
a
- | <k
o k;‘ =

Beweis zu (1). Aus I, ;NI # 0 folgt 0 < ‘% — =

x <2Q3 N™'. Erweitern mit k&’

und, da ak’ — d’k eine ganze Zahl ist, ergibt
1< |ak —ad'k| <2Q3 N'kK <207 N ' <1
nach der Wahl von N und Q).

Zu (2). Der Approximationssatz sichert die Existenz eines Bruches ak‘l mit k< Q

und |a—ak7! < (kQ)™!. Im Fall k < @, wire ‘a——’ — =— <\, also a € M.

Es bleibt daher nur Q; < k < Q und ‘oz - %‘ <— <k

S
kQ —
Bemerkung. Obwohl die Menge M nur das Maf3
2 Z Z QPN =0O(N"'"In® N) = o(1)
=9 o

hat, werden diese Intervalle im Integral in 11.1. den entscheidenden Beitrag liefern.

Eine der Schwierigkeiten, die Vinogradov zu iiberwinden hatte, war eine nichttriviale
Abschétzung fir > e(ap) (o€ m). 1977 gab R.C. Vaughan eine leichter zu hand-

p<N
habende Methode zur Abschéitzung von S(a) an. In beiden Verfahren gelingt es, die
Primzahlsummen auf lineare Summen >>  e(fBn) zuriickzufiihren. Diese lassen sich

N1<n<Ns2
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relativ leicht auswerten.
11.4. Hilfssatz. Sei
||| = min |a — «f
a€Z
(Abstand von der néchsten ganzen Zahl).

Beh. (1) Fir N < NQ; Nl,NQ eN gllt

1
e(om)‘ < min (N2 — Ny, —)
‘ 2 2|l

N1<n<Ny
(2) Fiir 2,y >1, a= % + B3, (a,k) =1, || <k ist

Zmin <%+1, ! ) :O<(%—I—x+k)ln(2ka:)>.

Inal

Beweis zu (1). Trivialerweise ist der Betrag der Summe stets < Ny — Nj.

Nach der Summenformel fiir geometrische Reihen ist er im Fall a ¢ Z

1-— 6(0[(N2 — Nl)) < 2
- 1—e(a) |1 — cos(2ma) |2
2 1
~ 2|sinwal T 2ol

Zu (2). Die n-Summe wird — nach eventueller Verlangerung — aufgespalten in [%} +1

Summen der Linge k.

Die Summe ist somit

k
. Y 1
(2.) < 3 i (g g an)

0<b<zk—1 m=1

Fir 1<b<zk ', 1<m <k hat man
1(0k + m)a] = H% + bkﬁ+mﬁ”.

Bei festem b durchliduft mak™! die Zahlen O-k~1' 1-k71 ... (k—1)k~' modulo 1 genau
einmal. Durch bk( werden diese modulo 1 um eine feste Zahl verschoben. Der Summand
mf3 schlieBlich verschiebt wegen |mp3| < k-k=2 = k! jeweils um hochstens k~1. Fiir
héchstens vier der m € [1,k] ist daher || || <k~'. Hier nimmt man y(bk +m)~! im
min in (2.1). Fiir hochstens vier weitere m ist k™' < || || < 2k™', fiir hchstens vier
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1 1
weitere 2k~ < || || < 3k~!, usw. bis ék k™' bzw. §(k — 1) k™', Fiir festes b>1
folgt daher

S omin() € o4 Y (/R

1<j<k
Y
(2.2) :o(w+1m)+(ka@my
Im Fall b = 0 kann dank der Bedingungen an « die Ungleichung | | < (2k)™' nur fiir

m > k/2 eintreten. Die erste Alternative im min ist also nur fiir ein solches m notig.
Ahnlich wie oben erhélt man (2.2) auch in diesem Fall.

Summation iiber b fithrt zur Behauptung

11.5. Hilfssatz. Bezeichne d die Teilerfunktion. Dann gilt fir = > 1
Z d*(n) = O(zIn’(22)).
n<x
Beweis. Sei g = d?* p. ¢ ist multiplikativ mit
g(p®) = (& * p)(p") = p(1) (") — &*(p"™")
=(a+1)?—-a*=2a+1.
Insbesondere ist stets g(m) > 0. Die Mobiussche Umkehrformel ergibt d? = g * 1, also

S ) =3 Y gtm) = Y gm)[ 2] <2y 2

n<x n<z min m<x
<z Y —g(?:):xHOJr—gg?)Jrgg)Jr...)
plmgpéz psz
1\ -3
< 1—-) =0(zIn’*22)).
a:pll < p) (ac n”( x))

11.6. Satz (Vinogradov, Vaughan).
mn1gng4%@:L‘%—4gk4gm

S(N,a) =Y A(n)e(na) = O((In N)*(Nk'/2 4 N¥/° 4 N'2E1/2)).

n<N

Bemerkung. Die triviale Abschitzung besagt = O(N). Der Satz beinhaltet Nicht—
Trivialitédt, wenn

a) k geniigend grof} ist, aber

b) k nicht zu nahe bei N liegt.
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Dies ist fiir die o« € m erfiillt.

11.7. Folgerung aus 11.6.
Abschitzung der Exponentialsumme auf den minor arcs. Fiir a € m gilt

S(N,a) = O(N In"* N).
Denn nach Folgerung (2) zu 11.3. kann 11.6. mit &k € (@1, Q] benutzt werden. Dann ist
Nk~1/? < NIn®N und
NY2|12 < NIn™® N, also die Behauptung.

Die O—Konstanten in 11.6. und 11.7. kénnten numerisch bestimmt werden.
Der Beweis zu 11.6. ist trotz der Vaughanschen Vereinfachung noch sehr anspruchsvoll.

1. Die Grundidee ist eine raffinierte additive Zerlegung von A.

Sei

(1.1) U= N>

und

(1.2) Fls)= S Amym™, G(s) = 3 ulm)ym™.

Dann gilt fiir o > 1

1y L=y A
¢

= F(5) = C(5) Fls) G(s) = () G(s) + (= 7 () = F5) ) (1= L) GL6).

Zur Motivation: F' ist ein Anfangsstiick der A—Reihe, G eins der y—Reihe. —('/( — F
somit ein Enstiick der A—Reihe und 1— (G ebenfalls ein Endstiick. Die Koeffizienten der
vier Reihen in (1.3) kénnen nach dem Multiplikationssatz 1.3. durch Faltung dargestellt
werden.

(1.4) filn) =A(n), falls n<U; =0, falls n>U,
(1.5) foln) ==Y A(m)pu(d),

m,d,l,mdé=n

(1.6) fsn) =Y u(d) Inh,
(1.7) fan) ==Y Alm) > p(d)
m,h,mh=n dlh

m>U,h>1 a<u



(in fy erhalten nur h > U ein Gewicht # 0). (1.3) besagt fir o > 1

ZA(n) n %= Z (fi(n)+ -+ fa(n))n=°.

n

Der Identitatssatz 1.4 1a8t daher auf

(1.8) A(n) = fi(n) + -+ fa(n)
(Vaughansche Identitét) schliefen.
Daraus entsteht eine Zerlegung von S(a) = S(N, )

(1.9) S(a) 251(a)—|—"'+54(0z),
wobei S;( ij

n<N

2. 57 kann trivial bzw. mit Tschebytschev abgeschétzt werden.
(2.1) Si(a) = O(N?/?).

3. In S, tritt die Variable ¢ linear auf.

= > Am)u(d) Y eladml),

m,d<U L<N/md
Sl< Y ZA ) Yoo ahé)’
h<u? md (<N/h

Hier kann A *1 =1In sowie Hllfssatz 11.4 benutzt werden.

|So] < In N - Z min (%jtl,m)

h<U?2
N 4/5
:o(mv-(zﬂv +k>lnN),

(3.1) Sy = o(1n2N.N(l

- + N72/° +kN‘1>>.
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4. In S3 tritt die Variable h mit dem Gewicht In auf. Dies kann leicht auf den linearen

Fall zuriickgefithrt werden.

Sy = ud) > eladh)Inh

d<U h<Nd—1
h
=Y ou@ Y claan) [are
d<uU h<Nd—1 1

/dt dould) Y elahd),

d<U t<h<Nd-!
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wobei fiir ¢ > Nd~! die innere Summe als leer angesehen wird. Es folgt wieder mit
Hilfssatz 11.4.

/dtz > eland)

d<U t<h<Nd—1

—O<lnN Y min (N & 1d\|>>

a<U
(4.1) Sy =0(In* N - (Nk™ + N> + k).

5.In S, sind beide Variablen m und h zahlentheoretisch bewichtet. Linearitat wird durch

Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung erzeugt. Wegen >~ pu(d) =0 fiir
d|h,d<U

1 < h < U kann h > U vorausgesetzt werden. m wird dadurch auf das Intervall

(U,NU™'] eingeschrinkt.

(5.1) Si=— Y Am) Y ( 3y u(d)) e(amh).
U<m<NU-1 U<h<Nm~-!  dh,d<U
Das Intervall (U, NU™!] werde aufgeteilt in vy < InN Teile I, = (U,,U,,1] mit
Uy=U, Uyy1 = NUY U, <U,4 <eU,. Der zugehorige Teil von Sy heifie Sa,. Mit
fthy =" u(d), [f(n)]<d(h)
d|h,d<U

ergibt sich durch Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

"= | Do Am) D0 f)e(amh)

2

mel, U<h<Nm~1!

<SS m) Y| Y elami)|

mel, mel, U<h<Nm~!

—o(UmN- 3 )| Y e(am(n —h)]).
U<hi,ha<NU;" mely

mftnin(Nhfl ,Nhgl

Fiir hy = hy ist die innere Summe = O(U,), fiir hy # hy ist |hy — ho| € [1, NU 1.
Wegen ||5]| = || — B]] kann man sich auf n = hy — hy > 0 beschrinken. Bedenkt man

noch

(f*(n) + f2(h2)) = O(d* (M) + d*(h)).

l\.’)lf—‘

[ (l) f(ha)] <

sowie

min (N hl_l,NhQ_I) < Nnt



75
dann folgt mit den Hilfssdtzen 11.4. und 11.5.
Sl =o(UmN-U, > @)

h<N Ut
. N 1 2
+U,InN - Z mln(—,ﬁ> Z d (h))
n<NU;! " ]an\ r<NU;!

N N
- O(NU,,ln4N+Nln4N- <? ot k:) lnN>
=O(I°N-(N*k '+ N*U;' + Nk+ NU,)).
Durch Wurzelziehen und Aufsummieren der Teile S,, sieht man schlieflich

(5.2) Sy = O(ln4N (N kY24 NS 4 N1/2k1/2)).

Man iiberzeugt sich, dafl die Beitrdge von Si,...,S3 auch dieser O—Abschéitzung
gentgen.
Damit ist der Beweis gefiihrt.

11.8. Satz. Verhalten der Exponentialsumme auf den major arcs.
Fir a e M, a = %—i—ﬁ, E<Q, (a,k) =1, 18] <X=QN" gilt mit einem

universellen C >0

S(N,a) = % Z e(fn) + O(N exp(—C'In*/1° N)).

Hier sind O-Konstante und C' wegen der Verwendung des Siegelschen Satzes nicht
numerisch angebbar.

Beweis. Es ist

S@)= ) A( ) e(an) + O(In® N),

n<N,(n,k)=

Z A(n) = Z 1np§Zlnp Z 1 =0(In*N).

n<N,(n,k)>1 pt<N,plk plk (<Inn/lnp

da

k k
Im Folgenden stehe Z fiir Z . Mit partieller Summation sieht man
b=1 b=1,(b,k)=1

Z S Al <kb)e(ﬂn)+0(ln2]\/)

b=1 n<N,n=b(k)

B
=2

' e@b){zp(zv k,b) e /w 7.k, b)— e(0r) dx} +O(In? N).

b=1 1
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Fiir N'/2 < 2 < N und hinreichend grofles N ist k< Q1 < In'” 2. In diesem Bereich
kann ¢ (x, k,b) mit dem Satz von Siegel-Walfisz (10.4) durch

ﬁ + O(zexp(—C) In'/10 ) = ﬁ + O(z exp(—Cs In'/10 N))

beschrieben werden. Fiir 1 < x < N2 reicht die triviale Abschitzung ¥ (z, k,b) = O(z).
Damit ergibt sich

k

S(a) = Z*e<%b){(p](\];)e(ﬁ]\f) —

b=1

% %e(ﬁx) dx

— T Y—

+ O(N exp(—Cy In'/10 N)+ x exp(—Cy In'/10 N)| 5| dx

N1/2
N1/2 N1/2
v g ol / v16]dz) } +O(w? N)
(1) = Z* e(%b) ﬁ /6(5@ da + O(p(k) Q3 N exp(—Ca(In N)/1%)),

1
da || < N7'Q3. Wegen ¢(k)Q3 < Qi = O(exp (5 Ca(In N)l/w)) pafit der Fehler in

den behaupteten O—Term. Aus der elementaren Zahlentheorie weifl man, bzw. zeigt mit
Hilfe der Multiplikativitat beider Seiten

() -

b=1

n<N

N
Schliefllich ist noch / e(fzx)dzr in Z e(fn) umzuwandeln. Dies geschieht mit partieller
1

Summation.
N

d
Z 1-e(fn)=Ne(N)— /[x] e e(fx)dx

n<N 1

N

:Ne(ﬁN)—/x%e(ﬁx)dx+0(/|ﬁ|dm)

N 1
= /e(ﬁm) dz+O(NQIN1).
1

Setzt man dies in (1) ein, dann ergibt sich die Behauptung des Satzes.
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Es stehen nun die Hilfsmittel zur Verfiigung, um das Integral / S*(a) e(—Na) da
A

asymptotisch auszuwerten.

1. Auf m wird eine S(«a)-Potenz nichttrivial nach 11.7. abgeschétzt, die anderen zwei
werden mit der Orthogonalitétsrelation behandelt.

(/53 —Na) da| < max|S(a) -/}S(Q)\Zda

:O<N1n4zv./|5(a)}2da)

= O(Nln_4N- Z A(ny) A(ng) /e((m —ng)a)da> :

= O(Nln_4N : Z ;XQ(n))
(1) /Sg(a) e(—Na)da = O(N*In"° N).

Hier konnte der oszillierende Faktor e(—Na) trivial durch 1 abgeschétzt werden.

2. Fiir ein Intervall I, aus M erhélt man mit 11.8., dem bionomischen Satz, der trivialen
Schranke | 3~ e(nB)| < N, und mit p® = p
n<N

S (o 53((]{]3 ( Z e(np) ) exp(—C’lnl/10 N)),

also

(2.1) / S3(a) e(=Na) da

B e(-v0) [ (S etwn) et-ns)as

N

+ O(N°A exp(—C'In*/1° N)).
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1/2
Das [-Integral soll zu / aufgefiillt werden. Nach Voraussetzung in 11.3. ist A\ =

~1/2
Q3N <1/2. fir A <|B| <1/2 folgt aus Hilfssatz 11.4 (1)

(3 ems)’ = 01817 = 008,
also

[ X ewfas=o( [ sa)=oweer)

n<N

A<|Bl<1/2 A<B<1/2
Zusammen mit (2.1) ergibt dies
1/2
_ (k) a 3
1/ L*(a)e(—Na)da = A0 6<_NE> _4 (%e(nﬁ)) e(—=Np)dp
+O(N* Q%)

3. Wie in Hilfssatz 11.1. sieht man
1/2

| (X etnn) e(-xo)as

12 =N
- ¥ 1= ¥
ni,ng,n3<N ny,mg<N—2
nitngt+nz=N ny+ng<N—1
1
s = N —1-mn)=_N*+O(N).
) > | n) = 5 N+ O(N)

n<N-—-2

4. Wegen der Disjunktheit der Intervalle I, nach Folgerung (1) zu 11.3. kénnen zur
Berechnung des Integrals iiber M die Beitriige der < Q? Intervalle I, aufsummiert
werden

/ S3(a) e(—Na) da

M

(4) =)

E<@Q1

5. Fir k€N und beZ wird

(5.1) cx(b) = Z*e<%b>

kol

3 e< - NE) (E2 + O(N)) +O(N2QY.

a=1

(k)
@3 (k)
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geschrieben (Ramanujan—Summe, Srinivasa R., 1887-1920). Man priift leicht nach, dafl
cx(b) beziiglich der Variablen & multiplikativ ist und

B -1, falls p Jb
(5-2) Cp(b>—{p—1, falls  p|b

gilt. Wegen |cy(b)| < ¢(k) ist die Summe Zu(k) ¢ 3(k) c(—N) absolut konvergent

und =
k) _ *(k)
gc; M 3y 4 )_O<gc; ZZ(k)>
—0o( > k) = 0@ "),
k>Qq

da p(p) =p—1>p** fiir p>5, also @*(k) > C'k3? fiir k mit p%(k) = 1. Die volle
Summe kann als Euler-Produkt geschrieben werden.

= uk) o T =N
2 ey )‘H(l 1)
—H1— D) [+ -7,

p|N pfN

Zusammenfassung ergibt

(5.3) =[[0-G-D)J[+@-17) +0(@ ).

p|N pfN

Im Fall N =0(2) wird das Produkt zu Null. Hier fallt also der mithsam herausgearbei-
tete Hauptterm weg. Dies iiberrascht nicht, denn fiir gerade N ist das terndre Problem
in Wirklichkeit binér, da eines der p; in N = p; + py + p3 die Zwei sein mu$.

Fiir ungerades N ist
(5.4) [OTIO=TI0-w-1%) > 12
pIN  pfN p>2

6. Zusammenfassung von 1., 4. und 5. ergibt schlief3lich

/53(a)e(—Na) da
(6.1) :% Q(l—ﬁ) IX_JIV <1+(pj1)3)'N2+O<N2m1N>'
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Wegen (5.4) bekommt man mit Hilfssatz 11.1. fiir alle ungeraden N > Ny (mit einem
nach der vorliegenden Methode nicht effektiv berechenbaren Nj)

(6.2) > M) A(ng) Alng) > éNQ.

n1,m2,n3
ni+ng+ng=N

Die in (6.2) auftretenden Terme A(n;)...A(n3) mit n; = p® (£ > 2) fiirein j < 3
ergeben einen Beitrag

o X mp Y Am)Am)

pt<N, 0>2 n2,n3, pl+na+nz=N

:O(IDQN- Z Inp Z 1)
pt<N,0>2 na,ng, pt4+no+nzy=N
—O(NI*N- > p=O(N"2In’N).
p*<N,£>2

Dieser pafit also bequem in den O-Term in (6.1). Damit ist das Ziel dieses Abschnittes
erreicht.

11.9. Satz von I.M. Vinogradov (1937).
Es gilt die asymptotische Formel

> A(n1) A(nz) A(ns)

ni,n2,n3,ni+n2+ng=N
1 1 1
= 1-——) [[(1+——5) N+ O(N’In"' N).
2 H< -1 2) < 1 3)
PIN (p=12/ 24N+ 1)

Insbesondere ist jedes hinreichend grofie ungerade N als Summe dreier Primzahlen
darstellbar.

Verwendet man statt des Satzes von Siegel-Walfisz effektive Versionen, dann 148t sich
zeigen, daf} fiir alle ungeraden N > Ny = 33" das ternire Problem lésbar ist.

Zum Abschluf§ einige Bemerkungen zum bindren Problem.

1. So wie oben kann
[ S @)e(-Na) = 3 520 ¢ 2 (W) en(~N) - N+ O(N Q;?)
M k<@

gezeigt werden.
Die k—Summe konvergiert, wenn auch langsamer als die beim terndren Problem, gegen

150 T 550

was fiir gerade N ein sinnvoller Wert ist.
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2. Die Probleme liegen hier beim Integral iiber m. Geht man vor wie oben,

‘/SQ(a)e(—Na)da‘ < max | S(a)| -/|S(Oz)}da,

aem

dann kommt man niemals auf eine Abschétzung besser als V. Man kann sich iiberzeugen,

daf eine nichttriviale Abschétzung von [ das Oszillieren von e(—Na) beriicksichtigen

m
muf}. Hierfiir ist bislang, auch unter Annahme der verallgemeinerten RV, kein Weg in
Sicht.

Aufgaben
1. Es werde folgende ,,fast alle“—Aussage zum binédren Goldbach—Problem vorausgesetzt.

#{n < x,n gerade, n nicht als p; + p, mit p; < p, darstellbar}
= O(z(Inz)?).

Dann gibt es unendlich viele Tripel (p1,p2,p3) mit p; < pe < p3 und p3 —p2 = p2 — Py
(d.h. (p1,p2,p3) bildet eine dreigliedrige Progression).

2. Seien A\, S(a), M und m wie im Beweis zum Vinogradovschen Satz definiert.

1+A

1) /‘S(a)‘zda: ZAQ(n): (1+o0(1)) NInN.
)

n<N

2) Werten Sie / ‘S () ‘2da asymptotisch aus. Zeigen Sie insbesondere, dafl der Beitrag
M

wesentlich kleiner als (1 +o(1))NIn N ist.
3. Fiir 013:be <by<---<b, und = >2 sei
W(l‘, b17b27 S 7bk) = #{p S x7p+b27 = ap+bk prlm}

Die Bedingung A) and das k-Tupel (b1, ba, ..., bx) besage
A) Zu jeder Primzahl ¢ existiert ein a, so da8

V1<j<k: a#b;modg.
Zeigen Sie
1) Falls A) nicht erfiillt ist, kann nicht
m(x, by, ..., b)) — 00 fir = — o0

gelten. (Die sogenannte k-Tupel-Hypothese besagt =(z,...) — oo, falls
(by,...,br) A) erfiillt).
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2) Sei T(x,a) = ; e(par). Dann gilt
P
1 1
m(x, by, ... bk):/da / :
s , 2. .. dOékT(LU,O{ + -+
O 0 5 Qg HT xr +bj, a;) e(oyb;).

7j=2



