Ausarbeitung der Vorlesung

Zahlentheorie 11
im Wintersemester 2003/04

D. Wolke

1. Kapitel. Das Waringsche Problem
Literatur: Loo—Keng Hua: Introduction to Number Theory (Springer)

Bez. k£ >2; z,y,x;,y; € Z.
(8) = ¥,

Die O-Konstanten und die Konstanten C; héngen hochstens von k ab.

Edmund Waring (1734-1798) vermutete, dafl es zu jedem k > 2 ein natiirliches g¢(k)
gibt, so daB sich jedes n € N als Summe von hochstens g(k) k-ten Potenzen natiirlicher
Zahlen schreiben l48t:

n=n4+...+nf 1<1<gk).

Im folgenden steht ¢(k) immer fiir die kleinstmdgliche Anzahl solcher k-ten Potenzen.
Fir k = 2 liefert der Satz von Lagrange den exakten Wert ¢(2) = 4. Allgemein
wurde das Problem, in dem Sinn dafl ¢(k) < oo ist, erst 1909 von Hilbert (David H.,
1862-1943) gelost. Eine Beweisvariante, die sich an die Hilbertsche Methode anschlieft,

findet man im Buch ,Number Theory“ von W. Narkiewicz.

1919 fanden Hardy und Littlewood (Godefrey Harold H., 1877-1947; John Edensor L.,
1885-1977) eine Losung mittels der von ihnen eingefithrten Kreismethode. Diese 1a8t
sich am Beispiel des Waringschen Problems wie folgt schildern. Sei N € N,

S(a) = Z e(a %),
0<a<N1/k
Rii(N) = #{(x1,...,m) €N, a¥ + ... +2F = N}.

Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation fiir e(3) folgt dann
1

R (N) = /(S(a))l e(—Na) da.
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Das Integral wird in geeigneter Weise in Teile zerlegt und dort — mit grofem technischem
Aufwand — asymptotisch ausgewertet. Die Kreismethode liefert bislang die besten Ergeb-
nisse beziiglich ¢(k). Als Lektiire kann das Buch ,, The Hardy-Littlewood Method“ von
R.C. Vaughan empfohlen werden.

Hier soll eine Methode dargestellt werden, die auf Yuri Vladimiri Linnik (1915-1972;
1943) zuriickgeht. Diese wiederum benutzt allgemeine Ergebnisse iiber Summen von Zah-
lenmengen (Lew Genrichowitsch Schnirelman, 1905-1938).

1.1. Def. A,B C N,.

(1) A+B = {ceNy, Jac A beB:c=a+b}.
»Summe* der Mengen A und B.

(2) nA = {ceNy, Jay,...,a, €A c=a1+...+a,}.

(3) A heifit Basis (von N), wenn es ein n € N gibt mit n.4 O N. Das kleinste solche
n heiflt die Ordnung der Basis.

Das Waring’sche Problem kann hiermit kurz formuliert werden: Ist fiir jedes k£ > 2 die
Menge P, = {0,1,2% 3% ...} Basisvon N?

1.2. Def. A C Ny,n € N.
(1) A(n) = #{1<a<n, ac A}

.. A(n)
@ oA 5
Schnirelman—Dichte einer Zahlenmenge. (Man achte darauf, dafl inf und nicht

liminf genommen wird).

(3) A besitzt positive Dichte, wenn o(A) > 0 ist.

Folgerungen.

(1) 0<o(A) <1.

(2) A besitzt positive Dichte, gdw. Fa>0VneN: A(n) > an.

(3) o(A) =0, falls 1¢ A,
o(A) < - 1, falls n & A.
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1.3. Hilfssatz. A, BCNy, 1€ A, 0€B.
Beh. o(A+B)>0o(A)+0(B)—oc(A)a(B).
Beweis. Fiir ne€ N seien 1l=a;<ay<...<a, <n die Elemente von
An{l,...,n}. Fir 1<j<r werde
gi=a1—a—1 (1<j<r—1) und g-=n-a,

gesetzt. Dann liegen in jedem Intervall [a;,a;+1) bzw. [a,,n] mindestens B(g;) + 1
Elemente von A + B, nédmlich a; =a; +0 und a; +b mit 1 <b < g; . Man erhélt

(A+B)n) =7+ Blgy)

> A(n) + o(B) Zgj = A(n) +0(B) (n— A(n))

>no(A) (1 —0(B))+n o(B),
also die Behauptung. OJ

Der Hilfssatz kann mit erheblichem Aufwand verschéirft werden zu
0€e ANOEB=o(A+B)>min(l,0(A) +o(B))

(Satz von Mann, 1942).

1.4. Hilfssatz. 0,1 € A.

Beh. o(nA)>1—-(1—-0o(A)"
Beweis durch Induktion. Fiir n =1 ist nichts zu zeigen. Fiir n > 1 ist auf Aund n A
Hilfssatz 1.3. anwendbar (o = a(A)).

o((n+1)A)>0c+c(nA)—c-o(n A
>o+(1—0)(1—=(1—-0)")
=1—(1—o)"*.

1.5. Satz von Schnirelman (1933)

ACN,, 0€A, oA >o0.

Beh. A ist Basis, d.h. dn:nA=Nj

Beweis. Aus o = o(A) >0 folgt 1€ A Nach 1.4. gibt esein k € N mit

(*) o(kA) > 3.
Es wird sich 2kA =N, ergeben. Angenommen, es existiert ein 1 <m € N mit

m ¢ 2kA = kA + kA.
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Wegen 0 € kA folgt daraus m ¢ kA.
Nach (x) und Voraussetzung gilt

m(o(kA) + o(kA))

m <
< (KA)(m) + (kA)(m) = (kA)(m — 1) + (kA)(m — 1).

Seien 1=b <...<b.<m-—1 die Elemente von (kA)N{1,...,m —1}. Wegen

2r >m >m—1 sind by,...,b. und m—>by,...,m—0b, insgesamt mehr als m—1 Zahlen
in [1,m —1]. Daher existieren 1 <j,{ <7 mit b; =m—b, also m=b;+0b € 2kA,
im Widerspruch zur Annahme. ([l

Fiir k& > 2 hat die Menge P, = {0,1,2%,...,} wegen Pi(m) < m'/* offenbar die
Schnirelman—Dichte Null.

Die Strategie des Linnikschen Beweises zur Waring—Aussage ist wie folgt:

a) Es wird gezeigt, dafl es ein n = n(k) gibt mit o(n Px) > 0. Hierin liegt die
Hauptschwierigkeit.

b) Mit a) und dem Schnirelmanschen Satz folgt die Behauptung.

Der néchste Hilfssatz dient zum Beweis der entscheidenden Linnikschen Ungleichung 1.7.

1.6. Hilfssatz. Fiir a € Z, A,B>1 sei

Q(a) - Q(G,A, B) = #{(951,552,91,92) € Z47 T1Y1 + T2Y2 = a, |xj| < A7 ’y]’ < B}

Beh.
27A32 B3/2 falls a =0,

Qa) <9 60AB Y1, falls a#0.

dla
Beweis. 1. Fall. a =0. Die z; und y; konnen maximal 2441 bzw. 2B +1 Werte
durchlaufen. Zu einem Tripel (x1,x2,%1) gibt es hochstens ein yo, sodafl z1y;+x9ys =0

erfiillt ist, ebenso bei vorgegebenem (x1,1,y2). Es gilt daher

Q) <min((2A+1)2 (2B+1), (2A4+1) (2B +1)?)
< 27min(A%B, AB?)
< 27(A’B - AB%)Y/2 = 27432 B3/,

2. Fall. a#0, A< B. Sei Qi(a) die Anzahl der Quadrupel (z1,z2,y1,y2) mit

(1) @z +aype =a, (v1,22) =1, |ao| <o < A, [y < B.

Durch (1) ist x; = 0 ausgeschlossen.

Fiir (z1,29) =1, |xo] < |z1| < A sei Qq(a,xq,x2) die Anzahl der Paare (y;,y2) mit
(2) Ty + 2y = a, |y < B.



Wegen (z1,x2) =1 ist die Gleichung in yy,y, losbar. Ist (y10,920) ein festes Losungs-
paar, so werden durch

y1=vyio+bxe, Yo=y0—baxy (beZ)

alle anderen Losungen beschrieben. |yi|, |yo| < B ergibt

1b| = ’yzo y2’<
21|

Fir b und damit (y;,y2) stehen daher wegen |z;| < A < B hochstens

2B 5B
2 —+1<
|$1| |=T1|

Werte zur Verfiigung. Daraus ergibt sich

Qi(a) = ) > Q2(a, 71, 2)

1<|z1|<A \z2\<|w1|(m1 acg) 1

DD Dl

1<|I1|<A \x2\<\x1\

9 1
<58 Y &SBOAB.

1<|z1|<A 1]

LBt man die Bedingung |xs| < |z4| fort, dann verdoppelt sich die Anzahl héchstens, d.h.
(3) #{(z1, 22,91, 42), (21,22) = 1, 21y1 + 222 = a, |7;] < A, |y;| < B} <60 AB.
Im Fall (z1,22) =d ist die Gleichung dquivalent zu

a A
Mit (3), das wegen A/d < A < B anwendbar ist, folgt
1
< 60 — B=60 AB -
A X

3. Fall. a # 0, B < A. Hier geht man durch Vertauschen der Rollen der z; und y;

wie im zweiten Fall vor. [l

1.7. Hilfssatz (Linnik, 1943).
Sei A>1, k>2, O >1,

f(z) = ag ef a2 4+ 4 a x+ag € Z[z]
mit

0< ]ak] S Cl, ’ak,ﬂ S 01 A,. Cay |&1’ S Cl Akil, ’CLO‘ S Cl Ak



Sei I ein Teilintervall von [0, AJ.
Dann gilt

8]671

Jo = Je(C1, A, £, 1) dov = O(AY 5.

=3l

zel

/ S elf()a)

Die O—Konstante hangt von 7 und k ab und kann im Prinzip explizit angegeben werden.

Bemerkungen. 1. Der Beweis wird durch Induktion nach k gefiihrt. Hierzu erweisen
sich die eigenwillig erscheinenden Bedingungen an f als giinstig. Benutzt wird die
Ungleichung schliefllich nur fiir f(z) = 2* und I =0, A].

2. J, kann trivial durch O(A%" ") abgeschiitzt werden. Es werden also k& A-Potenzen

gewonnen. Dies reicht spater haarscharf aus.

Beweis des Hilfssatzes.
1. k= 2. Hier ist

= 3 [ e+ ) = ) = ) = ) = S

Ty s TaY1 e Y4 €L

+ f(ys) + f(y4))a) da
<H#{(@1,. . xa, 1, 0), 0 < 25,y; < A,
(1.1) flan) = flyn) + fla2) = fy2) = fl@s) = fys) + fl@a) = flya)}
Sei
(1.2) Ty =ay =Yy y; = ax(g +yp)
Dann gilt
(1.3) flag) = flyy) = as(af = y7) + ey — yy) = 25 v

Aus 0 <uzj,y; <A folgt nach der Voraussetzung fiir a; und a,
(1.4) |x;| <A, |y§] < 3C4A.

Jedem Paar (z7,y;) mit (1.4) entspricht nach (1.2) und wegen a; # 0 hochstens ein
Paar (z;,y;) mit 0<uz;,y; <A.
Also ist die Anzahl der in (1.1) gezdhlten 8-Tupel nach (1.3)

<@ w ), 12 <A, Y <BCIA, 2yl + ahyh = w4 3yl )
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Mit Hilfssatz 1.6. und (1.1) ergibt sich

JQ S Z Q2((I,A,301,A)

la|<6C7 A2

(1.5) oMb Y A4<Zd1>2.
dla

0<|a|<6C; A2

Die Summe iiber @ ist (mit B = 6C; A?)

2y Y iyl

m<B di|m da|lm
1
=2 > = 21
dyds
dl,dQSB mSB,mEO[dl,dz]

di,d2<B 1d2 dldQ
<2B > (didy)™? = O(B) = O(A%) ((d1,dp) < min(dy,dp) < /dydy).
dy,d2<B

Aus (1.5) folgt hiermit
Jy = O(A%) = 0(4¥ ' 72),

wie behauptet.

2. k > 2. Die Ungleichung sei fiir k—1 und alle zuldssigen Polynome g vom Grad k—1
bewiesen. Diese sollen die Voraussetzungen des Hilfssatzes mit einem Cy = Co(Ch, k)

erfiillen. Alle O—Konstanten hdngen nur von Cs und k, somit allein von C; und k ab.

2.1. Sei f ein zuldssiges Polynom vom Grad k. Dann gilt fir 0 < a <1

‘Z:e(f(a:)a)‘2 = Z e((f(y) - f(a:))oz)

zel xz,yel

(2.1.1) <SA+1+ > Y e((flatb) - fl@)a)

0<|b|<A zel,xz+bel

=A+1+ > D e((fz+b) - f(2)a).

0<|b|<A z€l(b)

Dabei ist I(b) das durch

(2.1.2) xel und z+bel



festgelegte Intervall.
Fir 0 <|b] <A sei

(2.1.3) g(z) = gz, ) =07 (f(z +b) = f(x))
=ap b ((z+ b)) =2+, +a b (z+b—2)

k k
= ay, ((1>x’” + (2)xk26+...+bk1> 4. 4w

= Gp_ 12"+ ap_g (D)2 4 4 ag(b).
Man rechnet leicht nach, dafl aus den Bedingungen an die a, und aus [b| < A
(214) ELk,1 =k Qg # 0, |CLk 1’ < 02, |CLk 2‘ < CQ |a0\ < Cg Ak !

folgt. Cy = Cy(Ch, k) wird durch die obigen Ungleichungen festgelegt. Auf die g¢(z,b)
und ihre 7(b) wird daher die Induktionsvoraussetzung anwendbar sein.
Setzt man fir 0 <o) < A
(2.1.5) S, o) = Z e(bg(z,b)a),
zeI(b)
so ergibt sich aus (2.1.1)

(2.1.6) ‘Ze(f(x)a) < 257 max (( 1) ‘ 3 S(ba)

zel 0<[bj<A

2-8k-2

2.2 Die Hoéldersche Ungleichung

(Yas) < ()" (L)

(ay, B, >0; ¢,d >0, ¢4+ t=1, ¢/d =c—1>0)
mit ¢ =82 fiihrt zu

8k—2

> oSka)| AT YT (SGa)T

0<|b|<A 0<|b|<A

also mit (2.1.6) zu

(2.2.1) ‘Ze(f(x)oz) :O(max<A8k_2, ATy ys<b,a)\8’“‘2)).

zel 0<|b|<A

2-8k—2

2.3 Fir 0< |b| <A sei

S.)f* = | 3 etbatre)|
zcI(b)
(2.3.1) = ZT y,b) e(yba),



wobei T'(y,b) # 0 nach (2.1.4) nur fiir

(2.3.2) ly| < 82 m?(:é{ lg(z,b)| = O(AF ).

Mit den Orthogonalititsrelationen, (2.3.1) und (2.1.5) folgt

= ‘/ ZTy b) yba)) e(—yba)doc‘

- | / 3 cltat e )" e(=ypa)dal

/ |3 ot )| e(-umis
| / \g@ )| eyl
< 15 oo

Im vorletzten Schritt wurde die 1-Periodizitdt des Integranden benutzt. Nach 2.1. kann

auf das letzte Integral die Induktionsvoraussetzung angewandt werden.
(2.3.3) T(y,b) = O(A% (1)

fir 0 < |b] <A und (y geméf (2.3.2)).

2.4. Mit (2.2.1) und (2.3.1) ergibt sich

1

A :o( / (A4'8’“‘2 +A4'8k_2*4< 3 ‘S(b, a) >4)da>
4 0<\b\<A

(2.4.1) —O(A48k 2) +0 A48k i / Z ZT y,b) e(yba) ) da)

0 0<pl<A vy
Das letzte Integral 148t sich nach (2.3.2) ausdriicken durch

(2.4.2) > > T(yi,by).. . T(ys,ba).

0<[b;|<A |yj\§03Ak_1
y1b1+...+ygb4=0

8](372

Benennt man y3,y; umin — z3,—z4, und benutzt (2.3.3), so wird dieser Ausdruck zu
(2.4.3) O<A4'8k7274(k71)#{(51, coobas Yy, e 21, 7)), 0 < by <A,

lyil, 125] < CsAF 1 byyy + bays = bazs + 5424}>-



Wie im ersten Induktionsschritt 148t sich die Anzahl der 8-Tupel in (2.4.3) abschétzen
durch

< Y QMa A A

la|<2C3 Ak
_ _ 1y2
:O<A3 A3(-1) ¢ Z A2 A20-1) <ZE> )
0<|a|<2C3 Ak dla
= 0(A%).

Zusammenfassung mit (2.4.1),..., (2.4.3) ergibt schlielich

J, = O<A4-8k_2) + O(A4-8’“_274+4-8’“—274k+4+3k>
= O(AM ) + O(AY ) = 0(A% T,

wie behauptet. 0

Aus dem Bisherigen kann nun relativ rasch das Hauptergebnis gefolgert werden.

1.8. Satz von Waring—Hilbert.
Zu jedem k > 2 existiert ein g(k), so daB jedes m € N in der Form

n:xlf+...+a:l; (x; € Np)

darstellbar ist.

Beweis.
1. Sei
1
(11) L= 5 8k_17
(1.2) R(n):#{(xl,...,xL) € Ng, x’f+...+x’£:n}.

Alle folgenden Cj(> 0) konnen von k abhéngen und sind im Prinzip explizit angebbar.
Es gilt fir N € N

(1.3) > R(n) > Cy N"/*,

n<N

Denn fiir N > 2L ist

ZR(n): Z #{(x1,...,xr) ENy, 2 + ...+ 2} =a} —1

n<N 0<a<N
> (#{o<e< (7)) 1
N
> (7)) 120 NPE
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Wegen R(1)
ist > R(n)

n<N

3) fiir alle NV > 1 mit einem Cy € (0,C5]. Denn fiir N € [1,2L]

> 1 gilt (1.
> 1> N*(2L)"L/k also Cy=min (057<2L)—L/k)_

2. Fiir alle N > 1 besteht die Ungleichung

(2.1) > R*(n) < Cg N*H/H1
n<N

Denn sei

(2.2) A= [NVH,

Fir N > C7 ist nach (1.1)
(2.3) M = LA*>N.
Df

Wie schon mehrfach sieht man mit den Orthogonalitéitsrelationen

S ) < % <#{(x1,.__,xL),ong§A, x’f+...+x’2:a}>2

n<N 0<a<M

2
da

Z e(a)#{(x1...,2r), 0<a; <A, o} +... +2f =

0<a<M

Il
SO O~
Q)
—~
2
8
—
_l_
_l’_
8
~
—
QL
S

g
o
B
N

0<z<A
Das letzte Integral 148t sich nach Hilfssatz 1.7. durch
0 <A8k‘1fk) _ O(NzL/kq)
abschétzen. Dies ist richtig fiir N > C7, also mit eventuell vergroflerter O—Konstante
fir alle N > 1.

3. Der folgende Trick, bei dem 1. und 2. verwandt werden, ist im Zusammenhang mit

dem Schnirelmanschen Satz oft anzutreffen. Die Cauchy-Schwarz—Ungleichung ergibt
2
(XCrm) <( X 1) (X rm)
n<N n<N,R(n)>0 n<N

also mit (1.3) und (2.1)

Z 1> Cq N2Lk*1—2Llf1+1 — (4 N.

n<N,R(n)>0
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Die Menge
{n,n ist die Summe von L k-ten Potenzen} = L P

hat somit positive Dichte. Mit dem Satz von Schnirelman ergibt dies die Behauptung des
Satzes. O

Selbstverstindlich kann durch Verfolgen der Konstanten im vorangehenden Beweis fiir
g(k) eine explizite obere Schranke angegeben werden. Da sich astronomisch grofie Wer-
te ergeben, ist der Aufwand nicht lohnend. Wesentlich besseres liefert die Hardy—
Littlewoodsche Methode, zum Beispiel fiir

= l[l.l 3 \vi > 3 - E \ .

G(k) <Ink- (3+0(1) (k— o).

2. Kapitel. Analytischer Beweis des Primzahlsatzes
Vorbemerkung. Fiir diesen Abschnitt sind Grundkenntnisse in Funktionentheorie
(insbesondere Holomorphie, Cauchyscher Satz) erforderlich.

Literatur: J. Briidern, Einfithrung in die analytische Zahlentheorie, Springer 1991.

Am Beispiel des Primzahlsatzes

m(z) = #{p<a7}— (1+O(1)) bzw.
ZZA Zlnp—a: 1+0(1))

soll das Grundprinzip der analytischen Zahlentheorie

a) elementar—zahlentheoretisches Problem (hier: i (z) = 7),

b) Studium einer erzeugenden Funktion, hier der Dirichlet-Reihe Z A(n) n™~
n=1

(s=o+iteC; o,teR, o0>1),

c) Riickschlufl von analytischen Eigenschaften der erzeugenden Funktion auf (z)

12



demonstriert werden. Der Schritt ¢) wird hier mit einem erst jiingst gefundenen, besonders
elegantem Hilfsmittel, dem Newmanschen Tauber—Satz vollzogen.
Eine Reihe der Gestalt > a, n=° (a, € C,s komplexe Variable) wird als Dirichlet—

neN
Reihe bezeichnet. Die wichtigste von allen, auf die sich viele andere zuriickfiithren lassen,

ist die Riemannsche Zeta—Funktion (fiir reelle s schon von Euler benutzt, fiir kom-

plexe s 1859 durch Riemann eingefiihrt).

2.1. Def. Die Reihe Zn‘s stellt eine fiir ¢ = Re s > 1 holomorphe Funktion dar,
n=1

die Riemannsche Zeta—Funktion ((s).

Beweis der Holomorphie. In jeder Halbebene o > 1+¢ (¢ > 0) ist die Reihe wegen

13> 07| < >S-n717¢ gleichmiBig konvergent. Nach dem Konvergenzsatz von Weierstraf3

stellt sie eine in {s,o > 1} holomorphe Funktion dar. O

2.2. Satz. Die Funktion ((s) — -5 liBt sich in die Halbebene {s,o > 0} holomorph

fortsetzen. Oder: ((s) ist — bis auf einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 — in
{s,o > 0} holomorph fortsetzbar.

Beweis. Fir NeN, N >1, o¢=Res>1 sieht man mit partieller Summation

N

Y nt=N-N"- /[t] i(t‘s) dt
dt
n<N 1
N N
=N'"*+s /t‘sdt— s/{t} t=5 1 dt
1 1
N
_ N13+1+L—s/{t}t31 dt
C1—s s—1 '

1

Fir N — oo fillt der erste Summand rechts fort, das letzte Integral konvergiert fiir

o >0 kompakt gleichméBig gegen eine holomorphe Funktion /(s) also

C(S):sil+1_51(8)'

1 —s I(s) stellt somit die holomorphe Fortsetzung von ((s) — in die Halbebene

{s,0 >0} dar. O

2.3. Produktsatz fiir Dirichlet—Reihen.
Seien f,g : N — C zahlentheoretische Funktionen und h = f % g (Faltprodukt). Die
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Reihen F(s) = > f(n)n™® und G(s) = > g(n)n=* seien fir s € D C C absolut
konvergent. Dann ist dort auch H(s) = > h(n)n™° absolut konvergent und es gilt

Beweis. Fiir jedes s € D kann nach dem Produktsatz fiir unendliche Reihen wegen der

absoluten Konvergenz wie folgt umgeformt werden:

F(s)-G(s)= Y f(n) g(m) (nm)™*

n,meN

=D kY f(n) g(m)

keN n,m,n-m==k

=> h(k) k™* = H(s).

keN

2.4. Beispiele. Fiir 0 > 1 gilt
1) > ) =1/¢(s),
n=1
insbesondere hat ((s) in {s,o > 1} keine Nullstelle.
2) > An)n=—=(s)/¢(s).

neN

Beide Reihen stellen in {s,o > 1} holomorphe Funktionen dar.

Beweis.
1) Wegen |u(n)| <1 liefert > u(n) n™* einein D = {s,0 > 1} absolut konvergente
Dirichlet—Reihe und holomorphe Funktion. Mit 2.3 erhélt man

C(s) - Y pln) s = () () k0 = S e(h) Ko = 1.

k

S

Hétte ¢ in D eine Nullstelle, dann konnte die Identitdt nur gelten, wenn > pu(n) n~

dort einen Pol hétte, was aber wegen der Holomorphie ausgeschlossen ist. 0

2) In G kann ((s) gliedweise differenziert werden.

Wegen —n"°= —exp(—slnn)=—Inn-n"

ds ds

5 st

('(s) =— Z Inn-n*.
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Mit 2.3., A =p*In und 1) erhdlt man in G

() = o) e St = ST £

O

Die Bedeutung der Zeta—Funktion fiir die Verteilung der Primzahlen wird auch deutlich

durch das sogenannte Euler—Produkt

) =TI0-»"" (Res>1)
p
Die Gestalt der Reihe Z A(n) n™% zeigt, daB fiir das analytische Verhalten, insbesondere

die analytische Fortsetzbarkeit nach links, das Nicht—Verschwinden der (—Funktion von
entscheidender Bedeutung ist. Schon die Aussage ((1+it) # 0 (¢t # 0) erfordert
einiges an neuen Ideen. Bis heute ist kein einfacher Beweis hierfiir bekannt. Die folgende

Methode geht auf de la Vallée-Poussin zuriick.
2.5. Satz (Hadamard, de la Vallée-Poussin, (1896)).
C(1+14dt) #£0 firalle t#0.

Beweis.
1. Fiir jedes ¢ € R gilt

3+ 4cosp + cos(2p) = 2(1 4 cosp)? > 0.

2. Fir 0> 1, t#0 sieht man mit 2.4.2)
Re(3%(a) +4 %/(o— +it) + %(a + 2it)>

RS PR
=— Z AT(:) (3 +4cos(—tlnn) + cos(—2tlnn)) <0.

3. Angenommen, ¢ verschwinde bei 1+ it von m-ter Ordnung,
C(o+it)= (0 —1)™ hy (0 —1) (0 >1)
mit in einer Umgebung der Null differenzierbarem hi und 51(0) # 0. Dann folgt
C/

+h1(0—1)
o—1
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mit auf [1,2] beschrédnktem h;. Analog sieht man, wenn ¢ bei 1+ 2it von pu-ter Ordnung
(u > 0) verschwindet,

!

(3.2) %(a+2it) = Jﬁl + ha(o —1).
Wegen des Pols bei 1 ist
/
-1
(3.3) o) = =2+ hyfo — 1)
¢ oc—1
mit beschrinktem hy (1 <o <2).
4. 2. und 3. zusammen ergeben
—3+4
0> Re <M + Beschré’mktes)
O' R
—3+4
= +—m1+/1 + Beschrinktes.
O' —

Fiir ¢ — 17 wird die rechte Seite wegen m > 1 beliebig grof}, insbesondere positiv,
was einen Widerspruch bedeutet. 0

/

1

2.6. Folgerung. Die Funktion — %(s) - .
S —

das die abgeschlossene Halbebene {s,o > 1} umfafit.

ist holomorph fortsetzbar in ein Gebiet,

Beweis. Der Pol von ¢ bei s =1 bewirkt einen Pol erster Ordnung mit Residuum —1
!/

zu ('/¢. Also ist —%(5)—

holomorph in eine Umgebung von s =1 fortsetzbar.
S _—

Die Holomorphie in allen iibrigen Punkten der 1-Geraden folgt aus dem vorigen Satz. [

Die Aussage von 2.6. wird sich als ausreichend fiir die Anwendung des Newmanschen

Tauber—Satzes herausstellen.

Es ist oft einfacher, von der Koeffizientenfolge einer Potenz— oder Dirichlet—Reihe auf die
Eigenschaften der Reihe zu schliefen, als umgekehrt. Als Beispiel der Satz von Abel.
Sei (an)nen eine komplexe Zahlenfolge, fiir die > a, gegen a # 0 konvergiert. Die

Potenzreihe A(z) = > a, 2™ habe den Konvergenzradius 1. Dann ist die Funktion
A(t) (=1 <t<1) stetigin den Punkt ¢ =1 fortsetzbar und hat dort den Wert a.

Die Umkehrung (aus der Stetigkeit auf die Konvergenz von > a,, schlieflen) ist nur un-
ter Zusatzbedingungen moglich. Sétze, in denen aus dem Stetigkeits— oder Holomorphie-
verhalten, insbesondere am Rand des Konvergenzbereichs, auf das Grenzwertverhalten

der Koeffizienten geschlossen wird, heiBen Tauber—Sétze (benannt nach Alfred Tauber,
1866-1942, umgekommen im KZ Theresienstadt).
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Der 1980 von Donald J. Newman gefundene Tauber—Satz kommt mit wenig einschneiden-

den Bedingungen aus und ist fiir Laplace-Transformierte formuliert.

2.7. Newmanscher Tauber—Satz (1980).
Sei f :[0,00) — C, beschrankt und auf jedem Intervall [0,a] Riemann-integrierbar.
Dann stellt

F(z) = / f(t) e dt (Laplace—Transformierte von f)
0

eine fiir Re z > 0 holomorphe Funktion dar.

Es sei F' analytisch fortsetzbar in ein Gebiet, das die imagindre Achse umfafit. Dann gilt:

/ f(t) dt existiert (und hat den Wert F'(0)).
0

Beweis.
1. Fir 0 < A < oo sel

A
F\(z) = /f(t) e dt
0
F)\ ist offenbar eine auf ganz C holomorphe Funktion. Es reicht zu zeigen, dafl
A
F\(0) = /f(t) dt — F(0) fir X\ — oo.
0

Oder, wenn ¢ > 0 vorgegeben ist,

(1) IF\(0) — F(0)] <& fir A > Ao(e).

2. Es werde R > 0 vorlaufig beliebig gewéhlt, spéter in Abhéngigkeit von £ geniigend

grof. Nach Voraussetzung gibt es ein 6 = §(R) > 0, so da F holomorph ist fiir
Rez> -6, |Imz| <R

Sei W =W(R) folgender geschlossener Weg, positiv umlaufen.

a) Der Halbkreis vom Radius R um zy = 0 in der rechten Halbebene (WT).

b) Der Rechteckweg von iR nach iR — 4, von iR — 6 nach —iR — ¢ und von —iR —§
nach —iR (W7).

17



Dann bewirkt die Cauchysche Integralformel

1 e z
2) F(0) = F\(0) = 5 [ (F(z) = Fi(2)) - (; + ﬁ>dz.
w
Die Verwendung dieses Integranden ist als der eigentliche Beweistrick anzusehen.
Er erlaubt es, das Integral auf W gut abzuschitzen. Die Standard—Anwendung der
Cauchy’schen Formel mit dem Integranden (F(z) — F\(2)): wiirde zu Schwierigkeiten

fithren.

3. Nach Voraussetzung kann

fOl<A  ViE=0
benutzt werden. Fiir x =Re 2>0 und |z| =R ist

1 z wx—iy r+iy 2x

TRTE T TR R

F(2) = Fy(2)] = ‘/f(t) et ] < A /e—rt it = A e
X
A A

Damit 148t sich der Integrand in (2) fiir Re 2 > 0 im Betrag abschétzen durch

A . .2 2A
;6 e ﬁzﬁ

Dies ergibt
1 A
— | <=
(3) ‘27ri / ‘ R

w+

4. Bei —F\ wird W~ deformiert zu dem Halbkreis vom Radius R in der linken Halbebene.

Wie in 3. erhalt man dort

A
A -z
|Fa(2)] < A/e“ dt < |€$’
0
und
1 w(l oz A
W

5. Es bleibt der Beitrag von F(z) iber W™ .

Die Funktion F(2)(1+ %) ist auf dem Kompaktum Sp(W~) holomorph und somit
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durch B = B(R) beschrénkt.
Das F'-Integral iiber die Vertikale von W™ ist daher

1
(5.1) | | <= BRe
™

Die Integrale iiber die Horizontalen sind

™

0

B B

(5.2) | |§—/e“dm<ﬁ.
)

6. Zusammenfassung liefert fiir beliebiges R und A > 0

2A 1 1
6 F(0) — FA\(0)] < = + B(R) (R= e+ —).
(6) IF(0) = F\0)| < = + B(R) (R— e+ —)

Es werde als erstes R so grof3 gewahlt, daﬁ % < 5. Fiir jetzt festgehaltenes R (und
damit fixe B(R) und 9) gilt hm (£ e L) =0, fir A > Ag(e) ist daher der

zweite Teil rechts in (6) < 5. Darmt ist nach (1) der Beweis gefiihrt. O

A

Es ist nun nicht mehr weit bis zum Ziel des Abschnittes
m(z)

2.8. Primzahlsatz. Es gilt  lim M =1 bzw. lim =
r—o00 I T—00 {L‘/ Inx

Es wird die {—Aussage bewiesen und zum Abschlufl die 7—Aussage gefolgert.

1. Fir c =Res>1 und N €N folgt mit partieller Summation

> An) ) N~* +s/¢ w1t du.

n<N

Die Substitution ¢t =Inu macht das Integral zu

In N

/ Y(et) et et qt,
0

Fir N — oo geht wegen ¢(N) = O(N) der Term ¢(N) N~° gegen Null, Z A(n)n~?
n<N
wird nach 2.4.(2) zu  — (’(s)/((s), das Integral konvergiert, also

:7 (e

Ut (0 >1).




Setzt man z = s — 1, dann folgt hieraus

1 B
z+1 E<Z+1)_

YD = gt (Re 2> 0).

et

(1) -

0\8

2. In ahnlicher Weise sieht man

Z+1§(z—|—1):/[z#e_tzdt (Re z > 0).
0

3. Nach 2.2. und 2.6. ist

/!
—%(z +1)—((2+1) holomorph fiir Re z>0.

Es kann somit im Hinblick auf den Tauber—Satz

F(z) = ! (—g(z+1)—((z+1)> :7<@—[§> e dt

z+1 ¢ et
0

geschrieben werden. Wegen v(e') = O(e") ist f(t) = e *(¢(e') — [¢']) beschrinkt (und
offenbar auf jedem Intervall integrierbar). Es kann der Tauber—Satz angewandt werden:

[e.9]

/e_t(w(et) —[e']) dt  konvergiert.
0

[e.9]

Ersetzt man [e'] durch e'—{e’} und beriicksichtigt die Konvergenz von / e ' {e'} dt,

0
dann hat man

(3) / (v(e') e —1) dt  konvergiert.
0

4. Aus (3) folgt (e') e7" — 1. Es werde z.B. angenommen, daf
tli_m Yleh) et >1

ist. Dies bedeutet, dafl es eine gegen oo divergierende Folge (¢,) und ein § > 0 gibt, so
daB

Vov:ige) >e (1+9).

20



Mit einem (kleinen) ¢ > 0 folgt daraus fir jedes v

ty+c ty+c

/ (@Z)(et)/et — 1)dt > / (et”(l + (5)/et”+c) dt —c = c((l +4) e — 1).

ty 2%

Dies ist > % cd, wenn c = c¢(d) geniigend klein gewihlt wird. Wegen der Konvergenz
ty,+c
des Integrals miifite / ... gegen Null konvergieren.

2%

Ahnlich argumentiert man bei der Annahme lim (') e~ < 1.

Damit ist der Primzahlsatz in der v)—Version gezeigt.

5. Wegen
0= Y tp= Y X
pr<ak>2 p<zl/2  k>2pk<z
1
< Z Inp %gxlﬂlnx:o(x)
pSJJl/Q
gilt.

nach dem oben Bewiesenen. Oder

(5.1) Vz)=x+¢e(x)-x mit ex)—0 fir z— oc.
mw(z)=> Inp- ﬁ kann daraus durch partielle Summation bestimmt werden. Sei
p<z
Inp, falls n=rp
-]
0 sonst
0 fir 1<t<?2
F(t) = n) =9(t) = . ’
Q ;f( ) =20 { t+te(t) fir t>2.
(1) = (Int)~! fir ¢ >2
= irgendwie stetig differenzierbar bis t=1 fortgesetzt.

Dann erhalt man

(5.2) r(z) = 2@ / 9(t)

Inz
2

dt

tin%t
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Im Integral kann grob durch ’19(75)’ < Ct mit einem C > 0 abgeschitzt werden. Man

erhélt fiir das Integral die Betragsschranke

T x1/2

¢ lrcll_;tgc( lrcll_ztt+4/ lnd;x> :O<ln§x>'

2 2 21/2

Mit (5.1) und (5.2) ergibt das

T T T T T
7r(ac) T Inx —1—5(1’) Inz +O(1n2x>  Inx +0<lnx)’

wie behauptet.

3. Kapitel. Algebraische und transzendente Zahlen.

Literatur:
A. Baker, Transzendental Number Theory, Cambridge University Press, 1975.
P. Bundschuh, Einfithrung in die Zahlentheorie, Springer 1988.

Fiir einen kommutativen, Nullteiler—freien Ring R mit Eins bezeichne R[zq,...,z,] den
Ring der Polynome iiber R in n Unbestimmten z1,...,x,. Ein Polynom

f(x) =a, 2"+ ... +ap € R[z] mit a, # 0 heifit normiert, wenn der Leitkoeffizient
a, =1 ist. Ist R ein Korper, dann kann f(z) mit a, # 0 durch Division durch a,

normiert werden.

3.1. Def. und Folgerungen.
(1) Def. a € C heifit algebraisch (algebraische Zahl), wenn es ein Polynom

fx)=a2"+ap1 2"+ ... +ap € Qz]

(n € N) gibt mit f(a) = 0.

(2) Folg. und Def. « algebraisch. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes, iiber Q

irreduzibles Polynom
p(x) =a" +b, 1 2"+ ...+ b € Q]

mit n € N und p(a) = 0. p heifit das Minimalpolynom von «, « heifit algebraisch
vom Grad n.
Hinweis. Es existiert ein p(z) € Q[z], das normiert ist, « als Nullstelle hat, und iiber

Q irreduzibel ist, z.B. eins mit minimalem Grad. Angenommen, es gibt ein zweites mit
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diesen Eigenschaften, ¢(x). Da Q Korper ist, kann in Q[z] Polynomdivision durchgefiihrt

werden:
q(z) = a(z) p(x) +r(z), Grad r<n.

Aus p(a) = q(a) =0 folgt r(a) =0. Wire r nicht das Nullpolynom, hitte man einen
Widerspruch zur Minimalitét des Grades von p. Bleibt ¢ = ap. Wegen der Irreduzibilitat
und Normiertheit von ¢ und p bleibt nur p = ¢ .

(3) Def. Die algebraische Zahl « heifit ganz—algebraisch, wenn das Minimalpolynom
in Zlx] liegt.

Bsp. Die o € Z sind genau die ganz-algebraischen Zahlen vom Grad 1, /2 ist ganz—

algebraisch vom Grad 2.
(4) Folg. «a algebraisch. Dann existiert ein d € N, so da} da ganz—algebraisch ist.
Beweis. Sei
pla)=a"+a, 1" ' +.. . +a=0 (a; € Q).
Man wahle als d das kgV der Nenner der Zahlen ay,...,a,_;. Dann ist

pi(da) = (da)™ + day,_1(da)" ' + ... +d" tai(da) + d" ag = 0.

Die Koeffizienten von p; liegen in Z, mit p ist auch p; irreduzibel. Denn wegen p;(dx) =

d" p(x) ergibe eine Zerlegung von p; eine von p. O

(5) Def. Das Minimalpolynom von « zerfalle iiber C wie folgt

px)=(x—aW)- ... (z—a™), a=ab.
a® ... a™ heiBen die Konjugierten von o.
(6) Folg. a,a®, ..., a™ sind paarweise verschieden.

Beweis. Wie in Z kann in Q|[z] ein ggT definiert und mit dem Euklidischen Algorithmus
berechnet werden. Zu f(x),g(x) gibt esein h(x) mit h|f, h|g und fiir alle t mit ¢|f, t|g
gilt t|h . In normierter Form ist h = ggT (f,g) eindeutig bestimmt.

Angenommen, « sei mehrfache Nullstelle von p. Dann ist o Nullstelle von p/(x) € Q|x].
Grad p' = Grad p — 1. Wie in Z sieht man, daB fiir den ggT h zweier Polynome f und
g eine Darstellung

h=af+rg (a(e),r(x) € Q)

existiert. Hieraus folgt, dafl o Nullstelle des ggT h von p und p’ ist. Da h ein Polynom

ungleich dem Nullpolynom von kleinerem Grad als p ist, bedeutet dies einen Widerspruch.
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O

(7) Folg. A, die Menge aller algebraischen Zahlen, ist ein Korper, echter Oberkorper von
Q@ und echter Teilkorper von C.

Hinweis. Die Korpereigenschaft wird sich mit Hilfe des Satzes 3.8. iiber symmetrische

Polynome ergeben, die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Satz 3.3.
3.2. Def. a € C heifit transzendent, wenn es nicht algebraisch ist.

Die einfachste Methode, die Existenz transzendenter Zahlen zu zeigen, geht auf Georg
Cantor (1845-1918) zuriick. Sie liefert keine konkrete transzendente Zahl.

3.3. Satz von Cantor. Die Menge A der algebraischen Zahlen ist abzéhlbar. Es gibt

transzendente Zahlen.

Beweis. Da jedes o € A Nullstelle eines f(x) € Z[z] ist, reicht es, solche Polynome zu
betrachten. Fiir f(z) = a, 2" + ...+ ag € Z[x] sei

G(f)gf n+la,| + ...+ |ag| €N

(fir f # dem Nullpolynom). Zu jedem N € N gibt es nur endlich viele f mit
G(f) = N, also nur endlich viele a, fiir die f(«) =0 mit f(z) € Z[z] und G(f) = N.
Auf die Weise kann A abgezihlt werden. Wegen der Uberabzéhlbarkeit von C ist C\A
nicht leer. 0

Der chronologisch erste Beweis fiir die Existenz transzendenter Zahlen stammt von Liou-
ville und beruht auf der Beobachtung, daf} algebraische Zahlen sich nicht extrem gut durch

rationale Zahlen approxomieren lassen.

3.4. Satz von Liouville (1844).
(1) Sei «v algebraisch vom Grad n > 1. Dann existiert ein C' = C(«) > 0, so daf§ fur
alle b/k € Q gilt

b
—— k.
‘oc l{;‘ >C
(2) Sei aeC\Q. Existieren zu jedem ¢ >0 und n>1 be€Z und k€N mit
b
|a — E} <ek™,

dann ist o transzendent. 5
Beweis zu (1). Es reicht, b/k mit |o— E’ < 1 zu betrachten. « ist Nullstelle des

iiber QQ irreduziblen Polynoms

flx)=an 2"+ ...+ ap € Zz], n>2.
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein ¢ zwischen o und b/k mit

(a) —f(b/k) = fla) = f(b/k) = (= b/k) ['(S).
Wegen  [¢] <1+ || st

(b) 1F(9)] < €1 = Ci(a).

Da n > 2 und f irreduzibel, hat f nur irrationale Nullstellen. f(b/k)k™ ist eine ganze
Zahl #0, also |f(b/k)| > k™. Mit (a) und (b) ergibt das

o = b/k| > CTH k7T,

was der Behauptung entspricht. (2) folgt direkt aus (1). O

Bemerkungen.
1. Reelle «, die durch sehr rasch konvergente Reihen dargestellt werden, erweisen sich

nach Liouville als transzendent, z.B.

o= i 2V,
v=1

Denn sei
. b
=) o= 2 kp = 2%,
Qy ; kg’ L
Dann ist
o —af = Y 2 <2n g =g g )
v=/+1
Da k; — 0o (f — o), ist die Bedingung in (2) erfiillt. O

2. Zahlen, die nach (2) transzendent sind, werden Liouville-Zahlen genannt. Man iiber-
legt sich leicht, daf sie eine {iberabzéhlbare Teilmenge von R vom (Lebesgue—)Mafl Null
bilden. Nach dem Cantorschen Satz erfafit man auf die Weise nur einen geringen Teil aller
reellen, transzendenten Zahlen.

Da fiir e und 7 rasch konvergente Reihen bekannt sind und insbesondere fiir 7 immer
noch neue gefunden werden, konnte man hoffen, dafl die Transzendenz von e und 7 nach
Liouville gezeigt werden kann. Dies ist nicht der Fall (fiir 7: Kurt Mahler, 1952).

3. Der Approximationssatz von Liouville wurde mehrfach verschérft. Einen Schluipunkt
der Entwicklung bildete der
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Satz von Roth (1955).
Sei «v algebraisch vom Grad n > 3. Dann existieren zu jedem ¢ > 0 und jedem C' >0
nur endlich viele b/k € Q mit

o —b/k| < C k275,

Zu der Frage nach einer effektiven Abschitzung fiir die Anzahl der b/k und GroBe der
k gibt es bislang nur Teilergebnisse.

Einen der Hohepunkte der Zahlentheorie im 19. Jahrhundert stellt Hermite’s Beweis der

Transzendenz von e dar.

3.5. Satz von Hermite (1873, Charles H., 1822-1901).
Die Zahl e = 2,71828... ist transzendent.

Zuerst ein Hilfssatz, der auch bei 7 niitzlich sein wird.

3.6. Hilfssatz. Sei
fz) = Za,, ¥ € Z[x],
F(z) =Y f%(z), G(z)=F(0)e" - F(x).

Dann gilt fir a« € C
Ga) <y a | [al”.
v=0

Beweis. Nach Definition ist

- - V! _
F(az):z% Za,, = e

[
Q
R
[
S
8
T
=
[
Q
R
SN
UE

also insbesondere
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Daraus ergibt sich

|
v=0 1=0 K v=0 u=0
= vl
Y Y L
v=0 p=v+1 K
n e n 00
o "
<Y lal X A =S e e X
v=0 p=v+1 K ) v=0 k=1 ’

n
<et > a| Jal”.
v=0

0

Beweis zum Satz von Hermite. Die Grundidee des Beweises, und diese tritt in der Trans-
zendenztheorie immer wieder auf, ist, unter Annahme der Algebraizitdt einen Ausdruck
zu definieren, der analytisch nach oben und zahlentheoretisch nach unten abgeschétzt

werden kann. Einen solchen Ausdruck zu finden, erfordert ein hohes Mafl an Intuition.

1. Angenommen, e sei algebraisch und habe als Minimalpolynom

g(x) =by+ ...+ by 2™ € Z[x], b,y #0.

2. Fiir ein spéter hinreichend grofl zu wihlendes primes

(2.1) p > max(m, |bg|)
setze man
f(x) = fola) =" ]k =)
k=1
(2.2) =a, 1 2" '+ .. ta, 2" € Z7]

mit a, 1 = (m!)?, n = (m+1) p—1. Da die Zahlen 1,...,m p-fache Nullstellen

sind, kann f zugleich als
(2.3) f@)=app(x —k)P+...+anplz — k)" (@i €Z; k=1,...m)
geschrieben werden.

3. Auf f werde der Hilfssatz angewandt. Nach Annahme 1. ist

0= F(0) g(e) = >_b; F(0) ¢
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4. Nach Definition von F, (2.2) und (2.3) gilt

Ap o Zobj F(j)
=
=bo > fU0)+D 0 Y fU0)
n=0 7j=1 n=0
=bo((m)P(p— 1) +a, pl+ ... +a, nl) + ij(ap,j pl+ ... Fay; nl)
=1

=bo(m!)? (p— 1) +d'p! (d €2).

Da bo(m!)? nach (2.1) nicht durch p teilbar ist, ist A, eine durch (p —1)!, aber nicht
durch p teilbare Zahl, also

(4.1) Al =3 b FG)| > (0 - 1)!
=0
5. Nach 3. und dem Hilfssatz ist

Al =D b GO <D Il e Y a5
§=0 §=0

v=p—1

m

Die innere Summe l#ft sich nach (2.2) abschitzen durch jP~! Z(k + 7P < (2m?)P,
k=1

also

(5.1) Ayl < @m?)P e™ > |b;| = CiCY.

§=0
Cy; und C; héngen von m und den b;, aber nicht von p ab.

6. (4.1) und (5.1) sind fiir hinreichend grofies p nicht miteinander vertraglich, da

(p—1)> (g)p/2 > C1C%.

Die Annahme in 1. war also falsch, e ist transzendent. 0

Im Beweis zu 7 wird mehrfach mit dem aus der Algebra bekannten Satz iiber symmetrische

Polynome argumentiert. Der Vollstédndigkeit halber soll dieser hier kurz dargestellt werden.

3.7. Def.
(1) Ein Polynom f(z1,...,2,) € Rlzy,...,x,] heiBt symmetrisch, wenn fiir jede n—
Permutation ¢ das Polynom f (:pg(l), . ,xa(n)) mit f {ibereinstimmt.
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Bsp. f(x1,72,73) = 23wy + 2323 + 1125 + 2123 + 1323 + 2073 ist symmetrisch.
g(xy,29) = l’%.fg + 2x1x§ ist es nicht, da g durch Vertauschung von x; und zs in

1173 + 22329 # g iibergeht.

(2) Die speziellen symmetrischen Polynome

or=o01(x1,...,2,) =z +...4+ 1z,

o9 = 09(x1,...,2,) = E Ty, Ty
1<vi<wv2<n

On=0n(T1,. .., &y) =1+ ... Ty

(o : Summe aller Produkte aus k verschiedenen Unbestimmten) heien die elementar-

symmetrischen Funktionen (in den Unbestimmten xzy,...,x,).

3.8. Hauptsatz iiber symmetrische Polynome. Jedes symmetrische f(zq,...,z,)
€ R[xy,...,x,] 148t sich schreiben als Polynom in o7, ...,0, mit Koeffizienten in R.
Beweis:

1. f ist Summe von Termen a 27! --- 25" (a € R,a; € Ny).  Die Exponenten— n—Tupel

(v, ..., ) werden wie folgt — lexikografisch — angeordnet.
(aq,...,0p) steht vor (Bi,...,0,) # (aq, ..., ), wenn
a) ag+...+a,>01+...+ 06, oder

b)) y+...4+a,=01+...+ 06, undein k0<k<n-—1 existiert mit

ar = B,...,0 = [ und gy > Brya

2. Im symmetrischen f seien die Terme lexikographisch angeordnet. Fiir den ersten Term
a xt--oxf gt o > ... >, denn in f tritt auch jeder andere auf, der durch
Umordnen der «; entsteht. Man bilde

. a1 —a2 a2 —03 An—1—0n Qn
fi=f—aof op U fopnt

f1 ist symmetrisch. Der erste Term des o—Ausdrucks ist

=a a7 T (x1x0) 2T (2. )™

Qn

=ax"...a".

fi besteht also nur aus Termen, die z7'---2%" nachfolgen. Es gibt nur endlich viele
n—Tupel (05,...,0,) nach (aq,...,q,). Esreichen also endlich viele der obigen Schritte,
so daf} die Differenz schliefflich das Nullpolynom ist. 0
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Ein Beispiel:

f(xy,m0) = x3x9 + 2125 € L1y, 1),
fi(z,22) = f(x1,22) — Ui_l oy = f(z1,22) — (21 + $2)2 L1X2
= 227 13 = —202,
also
f(z1,m9) = 0l0y — 203

Die praktische Durchfiihrung ist im allgemeinen recht miihsam.
Ist zB. f(z)=a2"+an 12" ' +...+ay €Zx] und f(z)=(r—ai)...(z —ap),
dann folgt

fx)=a"—oilay,...,a,) 2" P Hoo( ) 2" —+ .+ (=1)" 0,( ).
D.h. die elementarsymmetrischen Funktionen der Nullstellen «q,...,q, liegen in Z
(ebenso mit Q statt Z).

Nach diesem Prinzip wird der Beweis gefiihrt, daf§ mit o und # auch a+ 8 und «o- (3

algebraisch sind. Er werde fiir a4+ 3 ausgefiihrt. Seien

fx)=2"+ap 2" ' +...+ay € Qla],
g@)=a™ +bp 1 2™ .+ by € Qla]

die Minimalpolynome zu o bzw. [.
Seien a = a1,Qs,...,qa, und [ = F1,0,...,0, die jeweiligen Konjugierten.
Man bilde

h(z) = H (x—(ozj—l-ﬁk)) € Qlr,a1,...,n, 01, .., Bml
j=1,...n:k=1,....m

Ersetzt man «y,...,ay,,01,..., 0, durch Unbestimmte wq,...,Yn, 21,-..,2m, dann

entsteht ein Polynom hq(z,y, z) € Q[x,y, z]. Dies kann auch als Polynom

ho € Q[z,y1,...,Yn] [21,---,2m] (in den Variablen zi...,z, mit Koeffizienten aus
Q[z,y1,...,ym|) aufgefaBt werden. hy ist symmetrisch in z1,...,2,. Da die elementar-
symmetrischen Funktionen von zi,...,2,, mit z; ersetzt durch (;, aus Q stammen,
ist

hg(ﬁl, e ,ﬁm) - @[Jf,yl, c. ,yn]

und symmetrisch in ¥, ..., y, . Die gleiche SchluSweise mit den o4,...,0, in ay,...,a,
zeigt, daBB h(x) Koeffizienten in Q hat.
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a1+ 1 =a+ [, als Nullstelle von h, ist somit algebraisch. Genauso verfahrt man mit

a- (. Da mit @ auch o' (falls « # 0 ) algebraisch ist, sieht man unmittelbar.

Es dauerte nahezu zehn Jahre nach Hermite’s Beweis, bis Ferdinand Lindemann 1882 in
Freiburg die Argumentation auf 7 iibertragen konnte. Der Beweis der Transzendenz von
7 ist insofern bedeutsam, als damit die Frage nach der Quadratur des Kreises negativ
beantwortet wird. Denn kénnte man in endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal aus
dem Radius eines Kreises die Seitenldnge eines flaichengleichen Quadrats konstruieren,

miiffite 7w algebraisch sein.

3.9. Satz von Lindemann (1882, Carl Louis Ferdinand von L., 1852-1939).

Die Zahl 7 ist transzendent.

Beweis.
1. Es werde angenommen, daf§ 7 algebraisch ist, dann nach 3.1.(7) auch iw. Nach 3.1.(4)

existiert ein d € N | so da} dim ganz-algebraisch ist. Sei
(1.1) g(x) =™ + by 2™ 4+ by € Z[1]

ein Polynom mit dim als Nullstelle. g zerfalle wie folgt
(1.2) H r —daj), o =im.
7j=1

Wegen 0 =1+ ¢e™ = el + e gilt

Df

(1.3) = H e’ +e%)
7j=1

2. Das Produkt R werde ausmultipliziert und als
R=k+em +.. +e*

geschrieben. Dabei sind die 3, die nicht verschwindenden (nicht notwendig verschiedenen)

unter den Zahlen
(2.1) 101 + ...+ Eqmauy, &, € {0,1}.

k=2m—/{¢>1 ist die Anzahl der verschwindenden Summen (2.1).

3. Fiir primes, spater hinreichend grof§ zu wéhlendes

(3.1) p > max (k: d, f[ d|ﬂu|)

v=1
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werde

¢
(3:2) f(@) = fp(x) = (dz)?™" ] (dz —dp,)"
v=1
=a, 12" '+, ta, (n=(+1)p-1)

gesetzt. Die Schreibweise deutet an, dal die a, aus Z stammen. Zum Beweis hierfiir
bedenke man, dafl die a, symmetrisch sind in df,...,d0G, (genauer: in Unbestimmten,
die man an die Stellen der df, setzt). Die elementarsymmetrischen Funktionen (esF) in
dpi,...,dB; sind gleich den esF in den d-Fachen der 2™ Summen (2.1). (Denn setzt
man z.B. in oj(xq,...,2,) v1 =... =2; =0, dann bleiben die esF in z;.4,...2,). Die
esF in den Summen (2.1) sind symmetrisch in day, . .., da,. Die esF hiervon sind wegen
(1.2) aus Z. Mehrfache Anwendung von 3.8. ergibt f(x) € Z[z]. (3.1) bedingt

(3.3) pfa, .

4. Fir v=1,...,¢ kann

(4.1) f(@) =pu(@=0)" + .. 4+ oz = 5)"

geschrieben werden. Fiir p < pu <n ist

¢
(4.2) Z”yw, =a, €L
v=1

Denn die Summe 148t sich darstellen als

M' Zf M) (H)(ﬁu) = M' /YM,V)'
v=1
Nach Definition von f ist dies ein in df,...,d0G; symmetrisches Polynom mit Koeffizi-

enten in Z.

5. Ahnlich wie im Beweis zu Satz 3.5. mit dem obigen f und (1.3) ergibt sich
¢
0= F(0)R = F(0) <k: + Zeﬂv)
v=1
¢ ¢
(5.1) =k F(0)+Y F(8)+) G(5)
v=1 v=1

(Fx) =) f"(x), G(x)=F(0)e" - F(x)).



Nach (3.1), (3.2) und (3.3) ist

!
kFO)=kp—1)! (ap1+pay+...+ n a)

(p—Dr"
=0((p—1)!), aber #0(p).
Aus (4.1) und (4.2) folgt
L l v n
DFB)=Y D =" ul

WE

O(p!).

| !/
pla,

h
hS]

¢
Zusammenfassung mit (5.1) zeigt, daf Z G(f,) eine ganze, durch (p—1)!, aber nicht

v=I

durch p teilbare Zahl ist, d.h.

l
(5.2) 1> G = p-1.

6. Bei der umgekehrten Abschétzung mit Hilfssatz 3.6. kann man wieder relativ groBziigig

vorgehen.

n

l
1> <D ST ol 18,

v=1 j=p—1
i

< ZE: el (d|3, )" < 1T @5+ dlﬁul)p>

p=1
<7,

wobei C' von d,¢ und den (3, abhingen kann, aber nicht von p.

Das stéirkere Wachstum von (p — 1)! gegeniiber C? fiihrt bei hinreichend grofiem p auf

einen Widerspruch zu (5.2). Also war die Annahme, 7 sei algebraisch, falsch. O
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4. Kapitel. Primzahlen in Restklassen
Literatur: J. Briidern. Einfiithrung in die analytische Zahlentheorie

p und ¢ bezeichnen stets Primzahlen.

Am Beispiel der Darstellbarkeit einer natiirlichen Zahl als Summe zweier Quadrate (p = 1
oder 3 mod 4) oder des zweiten Ergidnzungsgesetzes zum quadratischen Reziprozitétsge-
setz (p = 1,3,5 oder 7 mod 8) sieht man, dafl es wichtig ist, {iber die Verteilung der
Primzahlen in den Restklassen mod m (m € N ein fester Modul) Bescheid zu wissen.
Dabei braucht man offenbar nur die reduzierten Restklassen mod m zu betrachten. Denn
ist d = (a,m)>1 und p=a(m), dann folgt d|p. In einer nicht reduzierten Restklasse
liegt daher hochstens eine Primzahl. Der Euklidsche Beweis zur Unendlichkeit der Prim-
zahlmenge 148t sich nur auf ganz spezielle Restklassen iibertragen. 1837 bewies Dirichlet
die lange vermutete Aussage, dafl jede reduzierte Restklasse a mod m unendlich viele
Primzahlen enthélt. Im Zuge des Beweises zum Primzahlsatz konnte man zeigen, dafl
die Primzahlen in den ¢(m) reduzierten Restklassen mod m asymptotisch gleichméfig
verteilt sind (Primzahlsatz in Progressionen). Dirichlet fiihrte seinen Beweis mittels der
von ihm eingefiithrten Charaktere, die es erlauben, die Bedingung p = a(m) in giinstiger

Weise umzuformulieren.
4.1. Satz und Def. (Dirichlet).
Zu jedem m € N existieren genau ¢(m) (= Euler-Funktion) Funktionen x:7Z — C
mit
(1) x(a) =0 firalle (a,m) > 1,
(2) |x(a)] =1 firalle (a,m) =1,
(3) x(ara2) = x(a1) x(az) fir alle ay,as,
(4) x(a+m) = x(a) fir alle a.
((3) besagt, daBl die x vollstdndig multiplikativ sind, (4) bedeutet Periodizitdt mod m.)

Jede solche Funktion heifit ein (Restklassen- oder Dirichlet-) Charakter mod m. Der
Charakter xo mit xo(a) =1 fir (a,m)=1 heifit der Hauptcharakter modm.

Beweis.
1. Die Konstruktion soll der Einfachheit halber zuerst im Fall

m:plfl...pltfz mit 2<p <...<py
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vorgestellt werden. Zu jedem m; = p?j (1<j </l sei g; eine Primitivwurzel, d.h.

{1= g?, Gjs - - - ,gf(mj)fl} bildet ein primes Restsystem mod m;.
Ist (a,m) =1, so existieren eindeutig by,...,b, mit 0 <b; < p(m;) —1, so da
azg?j modm; (j=1,...,0).

Man nennt (by,...,b,) das Index—System (IS) von a mod m. Multiplikation zweier zu
m primer a und o’ entspricht Addition der IS, wobei in jeder Komponente mod ¢(m;)
reduziert wird.

Die obige Feststellung kann so ausgedriickt werden, dafl Z; das direkte Produkt der
zyklischen Gruppen Zg(m;) ist.

2. Sei ¢ ein Homomorphismus von Z¥, in (C\{0},-), d.h. &(a1as) = &(ar) &(az). Ist
fir 1 <j</{a; sogewdhlt, dafl

aj = g;j(m;), a;=1(m,) fir 1<r <L, r#j,
und gehort zu a € ZF, das IS (by,...,bs), so gilt

£(a) = (@)™ ... (Elar))"™.

¢ ist also durch die Vorgabe von £(ay),...,&(as) vollstindig festgelegt. Wegen

af(mj) =1(m) und £(1) =1 gilt &(a;)?™) =1. p; = £(a;) ist somit eine op(m;)-te
Einheitswurzel. Umgekehrt kann fiir &£(a;) jede solche Einheitswurzel genommen wer-
den. Jedes ¢~Tupel (71,...,n,) von Einheitswurzeln definiert somit ein £. Verschiedenen
Tupeln entsprechen verschiedene £. Also lassen sich genau @(mq) - ... - p(my) = @(m)

Homomorphismen ¢ angeben.

Die Konstruktion zeigt auch, dafl die ¢ mit der Multiplikation als Verkniipfung eine zu
Zy, isomorphe Gruppe bilden.

3. Sei £ ein Homomorphismus wie in 2. Durch

(a) 0, falls  (a,m) > 1,
a =
XU elatmz), falls (a,m) =1

wird ein Charakter definiert. Es ist nur noch Eigenschaft (3) im Fall (ajag,m) = 1

nachzuweisen. Hier hat man

x(a1) x(az2) = &(ar + mZ) &(az +mZ)
=¢((a1 +mZ) (az + mZ)) = &(aras + mZ) = x(aras).
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Umgekehrt definiert jeder Charakter xy einen Homomorphismus. Daher ist die Anzahl

= @(m).

4. Mit x; und xo sind x;x2 und %; Charaktere. Ist y fest, und durchlauft y’ alle
Charaktere, dann auch xx’. Dies sieht man mit der Gruppen—Eigenschaft der Homo-

morphismen. Der Hauptcharakter spielt offenbar die Rolle des neutralen Elements. Wegen

XX = Xo kann X als ,zu y inverser Charakter angesehen werden.

5. Im Fall
m=1,2,4 bzw. m:(2plf1)p§2...pff 2<p<...<pp)

kann man wie oben vorgehen.
Im Fall

mo=2k pht e (0>1, kg >2) bzw. m=2" (k> 3)

benutzt man die Darstellung der primen Reste mod 2% durch (—1)* 5" (b=10,1; 0 <
Y < 2¥-2). Hier ist das Index-System um eine Komponente linger. Die iibrigen Uberle-

gungen verlaufen wie oben. 0]

Beispiele.

1. Zu m =5 gehort die Primitivwurzel 2, also
Zi = {1(=2°), 2=12"), 3(= 2%, 4(= 22)}.

Die vierten Einheitswurzeln 1,7, —1, —i ergeben die vier Charaktere

0 1 2 3 4
Xo |0 1 1 1 1
x1]0 1 1 —1 —1
x2|0 1 —1 —1 1
x3 |0 1 —i I

2. Wegen Zi, 2 Z:i x 73, Z;={1(=3%),3(=3Y)}, Zi={1(=2),2(=2")}

haben die Elemente von Zj, die ISe
1:(0,0), 5:(0,1), 7:(1,0), 11:(1,1).

Mit den jeweils zwei Einheitswurzeln 1, —1 ergibt dies mod 12 die vier Charaktere (nur

fir (a,12) = 1 angegeben)
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(71, m2) 1 5 7 11
) /v 1 1 1 1
1) [xa 1 1 -1 -1
(1) |y 1 -1 1 -1
((1-1) |ys 1 -1 -1 1.

3. Fiir p > 2 wird durch

x(a) = (g), (a,p) =1 (Legendre-Symbol)
ein reeller, vom Hauptcharakter yo verschiedener Charakter mod p definiert.

Fir m € N bedeute Y (bzw. > , wenn klar ist, um welchen Modul es sich handelt)

xmod m X
Summation iiber alle ¢(m) Charaktere mod m. Y." bedeute Summation iiber ein primes

a
Restsystem mod m. Die letzte Vereinbarung ist nur sinnvoll, wenn das Summengewicht

m~—periodisch ist.

Die Beispiele legen nahe, daf} in der ,,Charakter—-Matrix“ Summation iiber eine Zeile oder

eine Spalte entweder (m) oder Null ergibt. Dies ist allgemein so.

4.2. Hilfssatz (Orthogonalitétsrelationen fiir Charaktere).
Sei x; ein Charakter mod m, (b,m) = 1. Dann gilt

) Z*ma):{ plm. il o =

0 sonst.

@ Z*X(b) _ { g(m), falls b= 1(m),

sonst.
X

Beweis zu (1). Fiir x; = xo ist nichts zu zeigen. Im Fall x; # xo gibt es ein g
mit (g,m) =1 und xi(g9) # 1. Da mit a auch ga ein reduziertes Restsystem mod m

durchlauft, folgt mit den Eigenschaften (4) und (3) von x3
Z xi(a) = Z x1(ga) = x1(9) Z xi(a).

Dies gilt nur, wenn die Summe verschwindet.

Zu (2). Fiir m = ph* .. .pif‘f, 2<p <...<py b#1(m) seiim Sinn des Beweises
zu Satz 4.1. (by,...,by) das IS zu b. Hierin ist mindestens ein b; # 0, oBdA b;. Man

konstruiert ein y; # xo iber einen Homomorphismus &; mit den Einheitswurzeln

m = exp (2mi/p(m1)), m=---=n=1
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Dies ergibt

x1(0) = & (b +mZ) =i # 1.

Da mit x auch xy; alle Charaktere mod m durchlauft, gilt

D ox®) =D (oa)®) = xa(b) > x(b),

X

woraus die Behauptung folgt. Fiir 2|m wird dhnlich argumentiert. 0

Die néchste Formel enthélt das angekiindigte Verfahren, Summen mit Restklassenbedin-

gungen durch glatte Summen zu ersetzen.

4.3. Satz. Sei f:N—C, > |f(k)| <oo, (a,m)=1.
k
Dann gilt

S fh) = @Zw) S £ x(k).
) X k

k,k=a(m
Beweis. Sei aa* = 1(m). Dann ist fiir jedes x mod m

1 =x(1) = x(aa™) = x(a) x(a"),

also x(a) = x(a*). Fir (k,m)=1 sieht man daraus mit 4.2.(2)

LSS wh) = ﬁzxm*k)

1, falls a*k = 1(m) 1, falls k=a(m)

0 sonst 0 sonst.

Da in der k—Summe auf der rechten Seite in 4.3. die nicht zu m teilerfremden k£ mit
X(k) =0 bewichtet werden, folgt die Behauptung. O
4.4. Hilfssatz. Fir x # xomod m, 0< A< B gilt

> (k)] < elm).

A<k<B

Beweis. Das Intervall (A, B] wird in Teile mit einer vollen Periode mod m und ein
Reststiick zerlegt. Die Perioden bringen nach 4.2.(1) den Beitrag Null, das Letztere bringt

hochstens p(m) Summanden vom Betrag Eins. O
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Beim analytischen Zugang zu den Primzahlen in Restklassen erweisen sich, &hnlich wie die

Zeta—Funktion beim Primzahlsatz, die Dirichlet—Reihen zu den Charakteren als niitzlich.

4.5. Def. und Satz.
(1) Fiir einen Charakter y mod m heifit die (fir o = Re s > 1 absolut konvergente)
Reihe

s, x) =3 _x(n)n

die Dirichletsche L—Reihe (oder L—Funktion) zum Charakter x.

@) L(sxvo) = (). ][ (1 - —).

pS

plm
Insbesondere ist L(s, xo) bis auf einen Pol erster Ordnung bei s =1 mit dem Residuum
¢(m)/m in die Halbebene {s,o > 0} analytisch fortsetzbar. L(s, xo) hat dort dieselben
Nullstellen wie ((s) .
(3) Fiir x # xo ist die Reihe L(s,x) in {s,oc >0} kompakt gleichméBig konvergent
und stellt dort eine holomorphe Funktion dar.
Beweis.

1. Wegen |x(n)| <1 liegt wie bei ((s) fiir o > 1 absolute Konvergenz und Holomorphie
der L-Reihen vor.

2. Zu (2). Aus der elementaren Zahlentheorie ist bekannt, wie in einer Summe eine Tei-

lerfremdheitsbedingung aufgelost werden kann.

Mit
Y ) {1,k:1

an sonst

folgt fiir f: N — C mit absolut konvergenter Summe Z f(n)

> fn Zf > u(d)
n,(n,m)=1 )

d|(n,m
=2 3, S
dm n,n=0(d

Fir o > 1 gilt daher

L(s,x0) = Z n_S—Zu(d) Z n-°

n,(n,m)=1 dlm n,n=0(d)
= u(d) =) [ (1 —p7).
dim plm
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Aus der Fortsetzbarkeit der (—Funktion ergeben sich die iibrigen Eigenschaften. Der Fak-

tor [] (1—p*) hat fir 0 >0 keine Nullstelle.
plm

3. Fir x # x0, 0< A< B ergibt sich mit partieller Summation

Z x(n)n*=B"° Z X(n)+s/( Z X(n)) x5 da.

A<n<B A<n<B A<n<zx
4.4. bewirkt
B
Z x(n) n=%| < p(m)(B~7 + |s| /x_"_l dz)
A<n<B A
s\ 4o
<p(m)(1+—)A7".
o
Hieraus folgt leicht die kompakt gleichméfBiige Konvergenz fiir o > 0. U

4.6. Hilfssatz. Fiir o > 1 gilt

(1) Zu(n) x(n) n=* =1/L(s, x), insbesondere ist dort L(s,y) # 0,

2) 3 A x) = = =2 (s, ),

3) > An) nsz—ﬁ > X(a) %(S,X) (falls (a,m) =1).
n=a(m)

xmod m

Beweis. Die Herleitung verlauft wie bei ((s) mit dem Produktsatz, etwa zu (1).

L(s,x) ) ul(n) x(n) n=* = Y x(k) x(n) p(n) (kn)~*

=3 ) Y ) = 1
reN nlr

Immer wieder wird die vollstdndige Multiplikativitdat der xy benutzt.
(3) ergibt sich mit Satz 4.3. und (2)

> Al w7 = s SR YA xln) 0
n=a(m) X n

U

Ziel ist der Beweis einer asymptotischen Formel fir 7(z,m,a) = #{p < z, p = a(m)}

im Fall (m,a) = 1 (Satz 4.8). Es kann wie bei der Herleitung des Primzahlsatzes
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vorgegangen werden. Zur Anwendung des Newman’schen Tauber—Satzes auf die Reihe
Z A(n) n™° ist wieder das analytische Verhalten auf der 1-Geraden und insbesondere

n=a(m)

das Nicht—Verschwinden der L-Reihen (aufler fir x = xo, $=1) zu untersuchen.

4.7. Satz (Dirichlet, Hadamard, de la Vallée—Poussin).
Fiir alle Y mod m und alle t € R (auBer ¢t =0 im Fall y = xo) gilt

L(1+it, x) #0.

1
Vorbemerkung. Dirichlet bewies die schwéichere Aussage Z — = o0. Hierzu reicht

p=a(m)
L(1,x) # 0 fiir x # xo. Als kritisch erwiesen sich reellwertige Charaktere ungleich

Xo- Dirichlet nutzte hierzu aus, daf fiir solche x L(1,x) als Faktor in einer (nicht
verschwindenden) Anzahl von Klassen quadratischer Formen auftritt und somit nicht
verschwinden kann (s. hierzu D.B. Zagier, Zeta—Funktionen und quadratische Korper.
Springer, 1981). Der hier angegebene Beweis verlduft direkt und geht auf Franz Carl
Joseph Mertens (1840-1927) und Edmund Landau (1877-1938) zuriick. Alle iibrigen Fille

konnen nach der Idee von de la Vallée—Poussin behandelt werden.

Beweis.

1. Zu L(1,x) #0 fir x # xo0, x> = Xo-
1.1 Sei f(n) = Z x(d). f ist multiplikativ und liefert auf den Primzahlpotenzen die

dln
Werte
1, falls  p|m;
k+1, falls x(p) =1;
Pt = (?) |
0, falls x(p) = —1 und k ungerade;
1, falls x(p) =—1 und k gerade

Also ist stets f(n) >0 und f(n?) > 1.
Damit folgt

— —1/2 -1 .
(1.1) F(:c)l;f Zf(n)n > Zr — oo fiir z— 0.
n<lz r<gl/2?
1.2. Ahnlich wie bei der Untersuchung der Summe Z d(n) sieht man
n<x
Fz)=>Y_ n"? > x(d)= > x(d) (k)™

n<z dn k,d,kd<xz
(1.2.1) = > x(dd? YR YR x(d) a2

d<zl/2 k<z/d k<zl/2 z1/2<d<z/k
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Durch partielle Summation folgt

/d
S () e
T\ /2 d\1/2 1 o _ 1 " _
_ (3> +O((E) )+§/ 12 dt—é/(t— [1]) £73/2 dt
1 1
(1.2.2) - (2)”2 4 o((g)m),
wobei
(1.2.3) 0<C=1+ % j(t —[t]) t7%/2 at.
1

Mit Hilfssatz 4.4. und partieller Summation ergibt sich

(1.2.4) ‘ S x@) d—1/2’ < om V4,

xl/2<d<z/k

1.3. Zusammenfassung von (1.2.1),..., (1.2.4) liefert
F(r)=22"" Y x(d)d'=C Y x(d)d'?+0(1),
d§x1/2 dSIl/Q
wobei die O-Konstante von m, aber nicht von x abhéngen kann.
Fiir N > x!/2 ergibt sich in dhnlicher Weise mit partieller Summation und Hilfssatz 1.4.

Z x(d) d™ = O(afl/Q) und

zl/2<d<N

> xd)d =0,

x1/2<d<N
also
F(z)=22"2L(1,x) - C L(%,X) + O(1).
Nimmt man L(1,x) =0 an, so fithrt dies zu F(z) = O(1), was (1.1) widerspricht.

2. Beweis zu den iibrigen Féllen.
In Analogie zu dem Ausdruck
¢ ¢ ¢ ,
Re(3 =(0)+4 =(o +it) + =(0o + 2it
(3 5@ +1 o i)+ o +2i0)
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beim Beweis zu ((1 +it) #0 fiir ¢t # 0 wird hier

/ / /

L L . L L9
(2.1) Alo,t,x) = Re(3 —(0.x0) +4 (o + it ) + (0 + 20, 1))

betrachtet. Dabei ist fiir y? # yo auch t = 0 zugelassen, fiir x? = xo0, X # Xo
wird ¢t # 0 gefordert. Fiir den Hauptcharakter xo ist wegen 4.5.(2) die Behauptung
schon gezeigt. Die Fallunterscheidung erklirt sich daraus, daf8 fir x% = xo, t = 0 der
Summand %(a + 2it, x?) = %(a, Xo) einen Pol-Anteil beitragt und daher der Schluf
nicht funktioniert.

Wegen o > 1 kann man 4.6.(2) anwenden

Aot = e 3 A;z” (344 300 5+ (xl) )?)
(n,m)=1
(2.2) Z A(n) n™7 (3 4 4cos g, + cos(2¢,)) <0,
(n,

wobei ¢, = arg (x(n) n™").
Wie im Beweis zu Satz 2.5. sieht man, da L(o+2it, x?) allenfalls eine Nullstelle einbringt,

—3+4v+pu

Aot x) = ———

+ Beschranktes,

wobei v € N die Ordnung der Nullstelle 14 it von L(s,x) und p € N die der
Nullstelle 1+ 2it von L(s,x?) bezeichnet. Fiir o — 17 ergibt dies A(o,t,x) — oo,
was (2.2) widerspricht. O

Es sind nun alle Hilfsmittel zur Anwendung des Newman’schen Tauber—Satzes bereitge-
stellt.

4.8. Primzahlsatz in arithmetischen Progressionen (Dirichlet, 1837; Hadamard, de
la Vallée—Poussin, 1896).
Sei meN, (a,m)=1, z>1. Dann gilt fir * — oo

w(ac,m,a)gf Z A(n om )( +0o(1)),

n<zn=a(m)

7(x,m a) #{p<m pEa(m)}:mL(l—i—o(l)).

Bemerkungen.
1. Wegen des Primzahlsatzes w(z) = £=(1 4 o(1),) (der fir m =

a = 1 hierin
enthalten ist) ist die Interpretation ,,Die Primzahlen sind in den ¢(m) reduzierten
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Restklassen mod m asymptotisch gleichméfig verteilt® gerechtfertigt. Zum Beispiel gibt
es asymptotisch gleich viele Primzahlen =1 und = 3 mod 4, ,im Sinn

4,1
i T A1)

—==1.
z—oo 7(x,4,3)

2. Die jeweiligen o-Funktionen koénnen stark von m und a abhédngen. Fiir Aussagen,
in denen die Fehlerfunktionen gleichméflig in m abgeschétzt werden, sind insbesondere

explizite untere Schranken fiir |L(1, x)| notig. Hier sind noch viele Fragen offen.

Zum Beweis.
Da im Prinzip wie bei der Herleitung des gewthnlichen Primzahlsatzes argumentiert wird,
reichen einige Hinweise. Nach 4.6. hat man fiir ¢ > 1

/

3 Aln) 1 E(S’XO)_L ZY(G)'%(S,X)-

n<zn=a(m) a4 (p(m) L @(m) XF#X0
1
Sei G(s) =1 (1— —S). G ist holomorph und # 0 fiir o > 0. Es gilt somit
plm p
L/ C/ G/
Z(S,XO) = Z(s) - 6<S)’ wobei G'/G fiir ¢ > 1 holomorph ist.

L/

Wegen Satz 4.7. ist fiir jedes x # Xo T holomorph fiir o > 1. Wie beim Beweis zum
/

Primzahlsatz wird der Pol von — = bei 1 durch Subtraktion von ((s) aufgehoben.

Man erhéilt schlieBlich:

n=a(m)

ist holomorph fiir ¢ > 1. Ahnlich wie frither sicht man

F(z)= = Y A Lty

n#tl <p(m)

n=a(m)
— / (@b(e ,:n,a) — frac[et]et>e_tz dt
e p(m)
0
mit fiir Re z > 0 holomorphem F'. Der Newman’sche Tauber—Satz ist anwendbar und
liefert
t
¢(e,m,a)_> ! fir ¢t — oo,
¢! p(m)

was der Behauptung fiir ¢ entspricht. Der Ubergang von ¢ (z,m,a) zu 7(x,m,a) erfolgt

wie friiher. O
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5. Kapitel. Siebmethoden
Die Grundfragen dieses Gebietes kann man am &ltesten und einfachsten Verfahren, dem

Sieb des Eratosthenes, gut studieren.

Es sollen die Primzahlen p unterhalb einer groflen Zahl x aufgelistet, oder zumindest
deren Anzahl bestimmt werden. Die Primzahlen bis /z seien schon bekannt. Dann
besteht das Sieb darin, dass man fiir jedes p < /z die durch p teilbaren Zahlen < x
streicht. Oder: Man entfernt fiir die p < \/z jeweils die Null-Restklasse. Ubrig bleiben

die Zahl 1 und die Primzahlen € (y/x,z]. Ein allgemeines ,,Sieb“ kann so aussehen.

Gegeben
a) Eine Menge M ganzer Zahlen (bei Eratosthenes die n € [1,z] ),

b) eine Menge P von Primzahlen p (bei Eratosthenes die p € (1,+/z] ),

c) zu jedem p € P eine Menge (p) von Restklassen (bei Eratosthenes jeweils die
Null-Restklasse). Zu jedem p € P streiche man aus M alle n, die in einer der
w(p) Restklassen aus Q(p) (w(p) = # Qp)) liegen. Gesucht sind Aussagen iiber
die Menge der nicht gestrichenen Zahlen, z.B. untere und obere Abschétzungen fiir
die Anzahl.

Ein wichtiges Beispiel: z grofl, M =NN[l,z], P = {p < Vz}
Q2)={0+22}, Qp)={0+pZ,—2+pZ} fir 2<p<r

Fir 2 <p < ./z streicht man die Zahlen n, fiir die n = 0(p) oder n+2 = 0(p) ist.
Es bleiben also die ungeraden Zahlen n < z, fiir die weder n noch n + 2 durch eine
Primzahl < /z teilbar ist. Dies sind genau die Primzahlen p mit /z <p <z — 2,

fiir die auch p+ 2 prim ist, im wesentlichen also die ,,Primzahlzwillinge* (genauer: das

jeweils kleinere der Geschwister) zwischen /z und =.

Ein solches algemeines ,, Sieb* wird also durch ein Tripel
(S1) (M,P,Q) Qp) CZ/pZ, 0<w(p)=#Qp)<p

beschrieben. Die Forderung w(p) < p ist keine Einschrinkung. Denn w(p) = p wiirde
heiflen, dass alle Restklassen mod p ausgesondert werden, d.h. dass keine Zahlen iibrig
bleiben.

Ein Sieb kann auch anders beschrieben werden. Man hat eine Folge von N ganzen Zahlen

ai,...,ay und wie oben eine Menge P von Primzahlen p. Gefragt ist nach der Anzahl S
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der Zahlen 1 < n < N, fiir die a, zu allen p € P teilerfremd ist. Oder, wenn
P = 1] p gesetzt wird,

peEP

(52) S=#{1<n<N, (a,P)=1}.

Mit diesem Konzept kann auch das Zwillingsproblem formuliert werden.
N = [z], a, = n(n +2), P = {p < /z}. Dann zihlt S genau die Primzahlzwil-
linge (p,p+2) mit o <p<ax—2.

Man kann sich iiberlegen, dass beide Zugénge in den meisten konkreten Problemen auf

das gleiche hinauslaufen.

Das Eratosthenes—Sieb im Sinn des zweiten Konzepts kann — mit a, =n fir 1 <n <z

und P = [] p — so formuliert werden.
p<Vz

(E1) m(z) —n(vVz)+1=#{n<z, (n,P)=1}

Nach Legendre wird die rechte Seite umgeformt zu

(E2) Sty Y 1= 3 s ([2] -0,

d|P n<z d|P d|P
n=0(d)

Wegen der gewaltigen Zahl der Teiler von P — es sind 27V#)  Stiick — ist es nicht
moglich, den zweiten Term verniinftig auszuwerten. Dementsprechend ist es bis heute

nicht gelungen, auf diesem Weg den Primzahlsatz zu beweisen.

Es ist klar, dass die Menge der nicht gestrichenen Zahlen grofler wird, wenn man die
Menge der Sieb—Primzahlen verkleinert. Zum Beispiel beim Zwillingsproblem erweist es
sich als niitzlich, statt der Grenze +/z fiir die Sieb-Primzahlen eine kleine x—Potenz
z = x¢ zu nehmen. Dies ist der Hauptgrund dafiir, dass man mit Siebmethoden eher obe-

re Schranken als untere erhilt. Dies wird sich auch hier beim Zwillingsproblem bestétigen.

In den letzten ca. 90 Jahren sind im wesentlichen drei Methoden entwickelt worden, die
bei den klassischen Problemen wie dem Goldbachschen oder dem Zwillingsproblem zu

etwa den gleichen Ergebnissen fiihren.

1. Das Brunsche Sieb, ab 1920 (Viggo B., 1885-1978).

Die einfache Grund-Idee ist, in (E2) und entsprechend in der allgemeineren Situation (S2)
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,kleine“ Teilmengen D~ und D von D = {d|P} zu finden mit
doud)#{n <N, dla} < #Hn <N, (a,P) =1} < > p(d) #{n <N, dlan}.
dep~ deD+

Dies ist ein ernstes kombinatorisches Problem. Die Durchfiihrung ist sehr verwickelt.

2. Das Selbergsche Sieb, 1947 (Atle S., geb. 1917).

Auch hier ist die Grund-Idee einfach und wirkt etwas verwegen. Es seien vorlaufig die
Zahlen A(1),...,A(z) (2 € N ein spéter zu wihlender Parameter) beliebig reell, auler
der Festlegung A(1) = 1. Dann gilt

#{n <N, (an, P _1}<Z( 3 )\(d)>2.

n<N  d|P,d<z,d|an
Denn im Fall (a,, P) = 1 ist die innere Summe = 1, ansonsten ist sie > 0.
Durch raffinierte elementare Umformungen ist es vielfach moglich, die fiir das Problem
optimalen A zu finden und so tatséchlich eine den Erwartungen entsprechende obere

Abschétzung zu erzielen.

3. Das grofle Sieb.

Mit Linnik begann 1941 ein Zweig der Zahlentheorie, der nicht nur bei Sieb—Fragen
anwendbar ist. 1968 konnte Hugh L. Montgomery zeigen, dass man hiermit relativ
rasch zu einer oberen Sieb—Abschéatzung kommt, die in vielen Féllen die Brunschen und
Selbergschen Ergebnisse einschliefft. Dieser Zugang soll hier dargestellt werden. Dass

dabei eine Siebmethode entsteht, wird erst relativ spét sichtbar.

5.1. Satz (Grofle-Sieb-Ungleichung)
Fir z, Q> 1, o, € C (1 <n<x) sei

=D ane(nt) (t€R, e(B) =)

n<x
Dann gilt
> X (O <@ 2w Yol
k<@ 1<a<k n<x
(a,k)=1
Beweis.

1. Im weiteren, auch im Beweis zum niichsten Satz, soll > °  Summation iiber ein
a mod k
reduziertes Restsystem mod k bedeuten. Dies hat nur Sinn, wenn die Summanden k-

periodisch sind. Bei |S( )| ist dies der Fall

5(5) = Tane(nrom) =5(5),
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denn e(-) ist l-periodisch. Die hier benutzten k seien stets < @, und es gelte
1

2. Sei 6= % Q2. Dann sind die Intervalle

Lo = [9—6,9+5}

k k
!/
bis auf einen eventuellen gemeinsamen Endpunkt paarweise disjunkt. Denn fiir z =+ %
ist
a d ak! —d'k L
] el e K —dkl>Q?
kk‘kzkz ok —a'kl = Q™

da ak’ —d'k € Z\{0}.

3. Die Funktion F(t) = S%*() ist 1-periodisch und stetig differenzierbar. Es ist
t

F'(s) ds=F(t) — F(%), also

P(4)] <o) +‘/\F’(s)| ds|,

integriert iiber Iy, somit

(3) 20| F (7 /}F )| dt+6 /|F’ )| dt.

Mg\

4. Wegen 2. fiillen die [, das verschobene Einheitsintervall [d,1+ 6] hochstens einmal
aus. Summation von (3) iiber k und a sowie die Periodizitdt von F' und F’' = 2S5 S’

ergeben
1

()] g/}52<t>\dt+250/}3'<t)\ |S(t)] dt,

0

26
k,a

also nach Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

<Q2/|52 )| dt + /}52 )|ar)'’ /\5’2 Jar)’

5. Mit der Orthogonalitétsrelation sieht man

1 1
/ ‘512 (t)’ dt = Z Z anlang / 627Ti(n1—n2)t dt
0 0

ni<z no<z

= louf

n<x

(4)
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und analog

ni1 <z na<w

< (2r2) ) o

n<x

; 1
/‘8/2(t)| dt = Z (2712' ny Oém) Z (_ 278 Ny am) / 2rilni—n2)t gy
’ 0

Einsetzen in (4) liefert die Behauptung. O

5.2. Satz von Montgomery, 1968.

xz,Q > 1. Fir jedes p < @ sei €(p) eine Menge von w(p) Restklassen mod p. Es gelte
0 <w(p) <p. Aseidie Teilmenge von NN [1,z], die entsteht, wenn fiir jedes p < Q
die Restklassen € Q(p) gestrichen werden. Dann gilt

A=# A< (Q2+27m:)L_1

mit

Bemerkungen.
1. A entsteht offenbar durch einen Sieb—Prozess. Statt der Ausgangszahlen NN [1,z]

konnen auch die Zahlen in irgendeinem Intervall der Linge x genommen werden.

2. Mit wachsendem w(p) wéchst auch L, denn fir w(p) <p—2 ist

wip) o _wp)+l
p—wlp) ~— p—(wlp)+1)

Dies entspricht der Erwartung, dass die Menge der nicht gestrichenen Zahlen hochstens

abnimmt, wenn man mehr Restklassen entfernt.
3. Es kommt darauf an, eine gute untere Schranke fiir L zu finden. Dies kann miihsam sein.

4. Wihrend Brunsches und Selbergsches Sieb am besten zu handhaben sind, wenn w(p)
beschrénkt ist (,kleine Siebe“), kann hier w(p) mit p wachsen (,groBes Sieb“). Der
Nachteil des Montgomery—Siebes ist, dass die zu siebenden Zahlen die n € [1,x] sind,
wéhrend die anderen Siebe auch schnell wachsende Folgen, wie etwa die Werte eines
Polynoms, wirksam erfassen konnen. Bei den vorgesehenen Anwendungen spielt dies
keine Rolle.
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Beweis zu Satz 5.2.

1. Es wird ausreichen, die folgende Aussage zu beweisen. Sei «, € C fir 1 <n <z

und o, =0 fir n¢ A, g(p) = pwi und fiir p?(k) =1 g(k) =

—w(p)
gilt fiir p?(k) =1

1) \Zan

Zum Beweis des Satzes nehme man einfach

> PGl

a mod k

a, =1, falls ne A, =0 sonst.

= Z o e(nt))

Dann ist Z a, = Z a2 = A. Summation von (1) iiber k< Q ergibt

S wwaw- 4=y S [s(p)[-

k<@ k<@ amodk

[Ts®

plk

. Dann

Die rechte Seite ist nach Satz 5.1. < (Q? + 27x) A. Dies entspricht der Behauptung des

Satzes.

2. (1) wird durch Induktion nach der Anzahl der Primfaktoren von & bewiesen. Zuerst

also die Aussage fir k=p <, d.h.

(1p) p ‘Zan

Sei Z=> an, Z(p,h)= >. «a, Dann ist

n=h(p)
> [sG) =% Sewn X eln g) (-
- Yo (Z (% =) ~1),

)

Die innere Summe ist eine geometrische Reihe mit dem Wert 0, falls n; # ny mod p und

=p, falls ny =ne mod p.

p—1
S () =r X anan-iz
a=1

ni,ny
n1=ng mod p

p—1
=p>_|Z(p.0)|" — 12
h=0

20



oder

1

bS]

2) 1Z(p,h)l2=%(S)S(%)\QHZI?).

Die Anzahl der h € {0,...,p — 1} mit Z(p,h) # 0 ist < p— w(p). Mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (2) folgt

h=0
$ Z(p,h)rﬁ( pi 1) (pzle(pyh)f)

h=0 h=0
2)
-1

Z(p,h)#0
_p—w(p) 1z + 2= (p) < ‘S<g)
p p

p

2

< (r=oto) 3 (121 + 3 [s(%)
;

a=1

und damit

2 (0 P=wd)y _p—wp) = [o(0[
27 (1= ) < sG]
p p = \p
woraus sich unmittelbar (1p) ergibt.

3. Es sei nun p*(k) =1, k = kiky, wobei k; und ky mindestens einen Primfaktor
haben. Es werde vorausgesetzt, dass (1) fur k;,ks und alle in Frage kommenden

Koeffizienten «,, schon gezeigt ist.
Nach Wahl von k, k; und ko ist (k1,k2) = 1. Durchlduft a ein reduziertes Restsystem

mod k; und b eins mod ko, dann durchlauft aks 4+ bk; eins mod kiky = k.
Mit der 1-Periodizitét von S(t) ergibt sich
a b\ |2
(e D)
T

®) (R = Y
) b(ka)
Bei festgehaltenem a hat S(kﬁ + ﬁ) die Gestalt Z U e(ki n) e< b >
1 - 1

*
cmod k a(ky
—n
ks ko

a n), dann ist auf die Summe 7T(t) = Zﬁn e(t) die

Setzt man (3, = Bha = o, €<k_
1
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Induktionsvoraussetzung beziiglich ks anwendbar.
(22 -
> Sl te) =X

7(3)
bk b(ka 2

> g(ko) ‘Zﬁn g g(ks) ‘Zan e(k%n>

2 2

Mit der Induktionsvoraussetzung fiir ki, angewandt auf die «,,, folgt daraus

Z* ‘S<%> ‘2 > g(k2) g(k1) ‘Zan
= g(k) ’Zan

2

2

Y

was zu zeigen war.
. . 1 ) :
Fir k=1 ist wegen S <I> = Z o, nichts zu beweisen. 0

Im Briefwechsel zwischen Euler und Goldbach (Christian von G., 1690-1764) kam 1742
die Frage auf, ob

a) jede gerade Zahl > 4 Summe zweier Primzahlen (binéres Problem) und

b) jede ungerade Zahl > 7 Summe dreier Primzahlen (ternires Problem) ist.

Mit Brunschen Sieb—Abschitzungen und den Additionssétzen fiir Zahlenmengen konnte
Schnirelman 1933 ein erstes in diese Richtung gehendes Resultat zeigen: Es gibt ein ¢, so
dass jedes n > 2 als Summe von hochstens ¢ Primzahlen geschrieben werden kann. Dies

soll hier ausgefiihrt werden.

Das ternédre Problem — fiir hinreichend grofies ungerades n € N — wurde 1937 von I.M.
Vinogradov mittels der Hardy—Littlewoodschen Kreismethode gelost. Das binédre wartet

bis heute auf eine Antwort.

Im Folgenden sollen c¢q,co,... positive, universelle, im Prinzip numerisch angebbare

Konstanten sein.

5.3. Satz. Sei N € N, N=0mod 2, N >4. Dann besteht die Ungleichung

N 1\ 1
#{pSN, N—pprim} Z#{(p1,p2), N=p1+pz} Sﬁm g(l—]—) .
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Bemerkung. N hat N —1 Zerlegungen N = n; 4+ ny. Auf Grund der Haufigkeit der

Primzahlen wird man vermuten, dass es ungefiahr Darstellungen N = p; + po

N
(In N)?
gibt. Dies wird durch die Ungleichung, zumindest nach oben, bestétigt. Der Produktfak-

tor kann bei vielen Primfaktoren von N beliebig grofi werden.

Beweis zu 5.3.

1. Die abzuschétzende Anzahl werde mit G(N) abgekiirzt. N sei vorlaufig als grof
vorausgesetzt. Mit spiter geeignet festzulegendem z = N € (5, N*/?] wird im Hinblick
auf Satz 5.2

w(p) =1, Q(p)={0+pZ} fir p[N, p<z,
(1.1) w(p) =2, Qp)={0+pZ, N—p+pZ}fir pJN, p<=z
wp)=0 fir p>z

gesetzt. A C [1, N]NN entstehe durch Streichen der Restklassen aus €(p) fiir alle
p < z. Primzahlen ¢ € (z, N — z], fiir die N — ¢ prim ist, werden nicht gestrichen,
denn andernfalls wire ¢ =o(p) fiirein p <z oder ¢ =N —p(p) bzw. N —q=o(p)
firein p <z. Jedes ¢ € (2, N —z], dasin G(N) gezdhlt wird, liegt also in A. Man
erhilt daher mit A = # A

(1.2) G(N) < A+ 2z

2. Satz 5.2. mit £ =N und Q = N2 ergibt

(2.1) A< (@r+1)NLY,
wobel
2 w(p)
(2.2) I— o TT @)
ksc@;c::»pgz ' g p—w(p)

(3.1) S= Y k) ek, glp) = 2

k.plk = p<z
zu vergleichen. Setzt man P = [[ p, dann kann S als ) ¢g(d) geschrieben werden und

p<z d|P
somit

S = H (1+9g(p)) =exp (Zln (1+g(p))).

p<z p<z
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Fiir alle p ist

(3.2) 0<yg(p) <—5 =

p—1 p P
e i e e
1 2 Z 1
p<z p p<z p p<z p
p|N pfN
1 1
=2) - -3 S o)
p<z p p<z p
p|N

1
Es wird die in der elementaren Zahlentheorie bewiesene Formel Z —=1Inlnz+ O(1)

p<z
1
benutzt, sowie Z - < & < ¢4. Dies ergibt
z
p|N,p>=z
1
S =exp <2lnlnz — Z -+ O(l)>
p|N #
1
= exp (21nlnz + Zln (1 — —) + O(l)),
p
p|N
1
. > 2 —_—
(3.3) S > c5(Inz) H (1 p>

p|N

4. Dass fiir geniigend kleines z die Summe L, die nur bis () erstreckt ist, beispielsweise die
Halfte der vollen Summe S erreicht, sicht man mit einer Idee von Rankin (1938, Robert
A. R., 1915-2001). Sei

(4.1) 0<n< i
(spater geeignet festzulegen).
Dann ist
R= S-L= IDZQﬁ(k)g(k)
2 ky\m 2 ky\n
< ];;u (W gh) () < > (0 9(h)(5)
(4.2) =" [T 1+ g p").
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Mit Uberlegungen @hnlich wie in 3. sieht man

[T +g@)p <exp<Zg )p"+ O(1 >

< :exp(zg +Zg (p"—1)+0(1 ))
(4.3) =(n2)” [ <1——>eXp<Zg (" —=1)+0(1 ))
pIN Pz

Mit (3.2) folgt

I CIGERET) DEC= S ) D DL

Pz p<z p<z v>1
lnz In
<oy >
v>1 p<z

1
In der elementaren Zahlentheorie wurde Z up < cglnz gezeigt, also

p<z p
1 14
Zg (p"—1) <CZ(77H|Z) < cr 2.
p<z v>1 v:

Daraus wird mit (3.2)

1
R < (Inz)? 1——=)exp(—nlnQ +csz").
Ie-) ;

Es fragt sich nun, ob es moglich ist, n € (0,1/4) und z = N so zu wihlen, dass

(4.4) F=exp(—nInQ + c; 2") <

BDIPH

gesichert ist. Setzt man

n=(nz)"'ln (1111116) 62111]\[1 <2Lc2>’

dann ist

1 1
—nl 71___1 < ) i
nn@ + cg z 2% n 2% + cg %

Dabei liegt cg fest, ¢y ist beliebig klein wahlbar. Fiir geniigend kleines ¢, wird der letzte
1 1
Ausdruck < ——1In (2—>, und es lasst sich (4.4) erfiillen. Fiir hinreichend groBes N,
Ca

Co
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hat man einmal ¢, festgehalten, ist auch 0 <n < 1/4 richtig.
Hieraus und mit (3.3) ergibt sich schlieflich

L > co(In N)? H <1 — }9)
pIN

fir N > c¢j9. Dies entspricht nach (2.1) und (2.2) der Behauptung des Satzes fiir die
N > ¢y9. Fiir die endlich vielen N < ¢y ist die behauptete Ungleichung mit einer evtl.

grofferen Konstanten ohne weiteres erfiillt. Damit ist Satz 5.3. bewiesen. U
In &hnlicher Weise erhélt man die Brunsche Abschéitzung fiir die Primzahl-Zwillinge

5.4. Satz (Viggo Brun, 1920). Fir = > 2 gilt

, x
#{p <z, p+2pr1m}§cllm.

Man vermutet, dass diese Ungleichung fiir x > 3 mit einem positiven c¢j5 auch mit >

erfiillt ist. Ein Beweis dafiir ist nicht in Sicht.

Dass es wesentlich weniger Zwillinge als Primzahlen gibt, illustriert der folgende Satz von

Brun.

5.5. Satz. Es gibt ein ¢35, so dass

>

p,p+2 prim

D=

1
Beweis. Fiur k > 1 ldsst sich der Abschnitt Z — mnach 5.4. abschétzen durch

ok <PS2k+1
p+2 prim

1 2k+1 2011
< o7 cn = -
2k (ln 2k+1)2 (ln 2)2(]{5 + 1)2

Die Summe iiber alle k konvergiert. O
Die obere Schranke fiir die Anzahl der ,,Goldbach—Darstellungen“ in Satz 5.3. wird

dhnlich wie beim Beweis von Schnirelman-Linnik fiir die abgeschwéchte Losung des
Goldbach—Problems benutzt.

5.7. Satz (Brun-Schnirelman). Es gibt eine Konstante K, so dass jedes n > 2 als

Summe von hochstens K Primzahlen darstellbar ist.
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Bem. Wihrend der Schnirelmansche Wert fiir K bei 800000 lag, ist man inzwischen

durch zahlreiche methodische Neuerungen bei K =7 angekommen. (Ramaré, 1997).

Beweis.
1. Sei

(11) A:{TLEN, Elplap2: n=nmnp +p2}U{O,1},
G(n) = # {(p1,p2), P11+ p2 = n}

Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung ergibt
2
(ZG(n)) <#{n<w, Gn)>0}-Y Gn)
n<x n<x
Fiir x > 4 erhalt man mit Tschebytschev

ZG >Z{p1,p2<—, pL+p2=n}

n<x n<z
2

() 2o

(1.2) #{n <z, G(n) >0} 202 (Z(ﬂ )

n<z
2. Fiir ungerade n ist G(n) < 2, fiir gerade n wird Satz 5.3. angewandt.

ZG2 <2x+c3 Z (h?n)‘* H (1—1>_2

n<lx 2<n<zx pln p

(2.1) <2ta g S 11 <1+ )

7“L<{L‘ p‘n

Mit d(k) = O(k'/?) erhilt man

2 2(k)
1+-) < % (k)
; g ( p) = kzl;'u k
d(k) d(k) =

und somit




3. Zusammenfassung von 2. und 1. fithrt zu
#{n <z, Gn) >0} >cx fir z >4,
oder, nach (1.1),
A hat positive Schnirelman—Dichte.
Nach dem Satz von Schnirelman (1.5) existiert ein L € N, so dass jedes n € N als
(3.1) n=ni+---+ny, (<L n, primoder =1

geschrieben werden kann.

Sei n > 4. Dann sind in (3.1), angewandt auf n — 2, vier Félle moglich
a) alle n; sind prim,
b) genau ein n; ist =1,
c) 2a (a>1) der n; sind =1,
d) 2a+1 (a>1) der n; sind =1,

Bei a) ist die Behauptung des Satzes wegen n=n—2+2 mit K = L+1 erfiillt, bei b)
wegen n =n—2+2=p;+---+pr_1+3 (etwa n, =1) mit < L Summanden. Im dritten
und vierten Fall werden je zwei oder drei Einsen zu p =2 oder =3 zusammengefasst.

Es reichen also stets < K = L+ 1 prime Summanden.
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6. Kapitel. Gleichverteilung

Literatur:
E. Hlawka, Theorie der Gleichverteilung. BI 1979
L. Kuipers, H. Niederreiter, Uniform Distribution of Sequences. Wiley 1974.

Bezeichnungen.

a,bc,x,y,z€%Z; d,k,l,m,n,N,geN, «a,3,7v... R,
e(a) = emie;

la] = max{a € Z,a < a}, GauB-Klammer,

{a} =a—[a] €]0,1), gebrochener Anteil von «,

||| = min(a — [a], [@] + 1 — @), Abstand von « zur nichstgelegenen ganzen Zahl.

Fiir rationales o = = durchlguft die Folge ({na}) nur Werte b/q (b € {0,1,... ,q—l}),

wahrend sie fiir irrationales a dicht im Einheitsintervall liegt. Dies ist Inhalt des Appro-

ximationssatzes von Kronecker (Leopold K., 1823-1891).

6.1. Satz von Kronecker. Sei « irrational. Dann liegt die Menge {{na},n € N}
dicht in [0,1), d.h. zu jedem [ € [0,1) und jedem & > 0 existieren unendlich viele
neN, sodaB [{na}—g|<e.

Bem. Daf§ die Zahlen {na} (n € N) paarweise verschieden sind, sieht man unmittelbar.
Denn wire fir n; <ns {nja} ={nsa}, dann folgte nja —a; = npax — ao,

a2 —

o =

€ Q.

Ny — 1y

Zum Beweis von 6.1. wird der folgende, auch sonst vielfach benutzte Hilfssatz benotigt.

6.2. Dirichletscher Approximationssatz.
Sei a € R, Q €N, N >2. Dannexistieren meN, 1<m< Q-1 und a € Z mit
(a,m) =1, so dass

1
0’
Beweis. Die Q+1 Zahlen {0-a}, {a},...,{(Q@—q¢)a} und 1 liegen im Einheitsintervall
[0, 1]. Darunter muss es zwei geben, die einen Abstand < Q~! haben (Schubfachschluss!).

a
R
m

Sind dies {kja} und {kya} mit 0 <k <k, <Q —1, sogilt mit m’ = ky —k; und
a = [kia] — [k

|m’a—a"§l, )a—— <
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Kiirzt man o'/m’ zu a/m, dann steht dort

a 1 1
’oz —— < < —
m m'Q — mQ
Sind 1 und {ka} solche Zahlen, dann muss k # 0 sein, und man kommt mit m' =k
und ' = [ka] +1 zum Ziel. O

Beweis zu 6.1.
1. Nach 6.2. existiert zu jedem @ € N ein e _
q

1 1
— <

a(Q)
q(Q)

€ Q mit (a,q) =1 und

9Q ~ ¢*
Wegen o ¢ Q ist stets dg # 0, andererseits g — 0 fir ¢ — oo. Die Menge der

Nenner ¢(Q) kann nicht beschrénkt sein. Zu jedem N € N gibt es also ¢ €N, a € Z

a
5@2 a——’ﬁ
Df q

mit
(1) q>2N, (a,q)=1 und |ga—a|<q

2. Esseinun 3 € [0,1) vorgegeben. Werde ¢ € Z so bestimmt, daf fir das ¢ aus (1)
1
lgf —c | < 3 gilt. Wegen (a,q) =1 ist die Gleichung

c=ya—xq in xz,y€Z mit |yl <=gq

16sbar. Dann gilt

lglyo — 2z —B) | =] ylga —a) +c—qB| < 5 -
Setzt man n=q+vy, b=a+ x, dann folgt aus (1) N <

‘na—b—ﬂ‘ﬁ|ya—x—ﬁ‘+|qa—a|§

Da dies fiir jedes N gemacht werden kann, ist der Beweis gefiihrt. 0

Der Gedankengang ist erstens schwer zu durchschauen und zweitens gibt er keine Auskunft
dariiber, inwieweit {na} gleichméfiig im Einheitsintervall verteilt ist. Noch ist zum
Beispiel denkbar, dal ,,wesentlich mehr® der Zahlen {na} im ersten Halbintervall liegen

als im zweiten. Der grundlegende Begriff hierzu ist der der Gleichverteilung einer Folge.

6.3. Def. (Hermann Weyl, 1885-1955, 1916). Eine Folge (a,,) (n € N) heifit gleichver-
teilt modulo Eins (kurz: gleichverteilt, glv), wenn fiir alle § und v mit 0 <<~y <1
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existiert und gleich v — (3 ist.
Bemerkungen.
1. Es kann oBdA
Vn:a,€l[0,1)

vorausgesetzt werden.

2. Es reicht, # und v mit 0 < <~ <1 zu betrachten. Denn erfiille fir «a, € [0,1)
die Folge (a,) die Forderung fiir solche [ und . Dann gilt fiir 0 <e <~

1
lim N#{nSNagganéf}/}:fy_E?

N—oo

also insbesondere
#{n < N,a, <e} <2N fir N > Ny(e).

Seinun =0, 0<~ <1 Dann ergibt sich fir 0 <e <~

1
N#{TLSN, anﬁv}—vl
1 1

< 4e, falls N > Ny(v,¢).

Ahnlich geht man im Fall 0 < 8 <~y=1 vor.
3. Statt [ <{a,} <~ kann auch 3 < {a,} <~ (bzw. mit gemischten Ungleichungen)

gefordert werden. Dies sieht man so wie 2.

Das sogenannte Weyl—-Kriterium stellt in vielen Féllen die bequemste Methode zum

Nachpriifen der Gleichverteilung da.

6.4. Satz. (Weyl, 1916). Die reelle Zahlenfolge («,) ist gleichverteilt genau dann, wenn
fiir jedes h € N

) 1
lim i Ze(h a,) =0

N—oo
n<N

gilt.

Hiermit 148t sich unmittelbar eine Verschéarfung des Kroneckerschen Satzes herleiten.

6.5. Satz. Fiir jedes a € R\Q ist die Folge (na) gleichverteilt.
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Beweis. Mit «,, = na ergibt sich fiir h € N

Z e(h ap) = Z (e(ha))" = e(ha) %.

n<N n=1

Der Nenner kann wegen ha € Z, also e(ha) # 1, nicht verschwinden. Somit gilt

1 2
— hoa)| < ——+———0 fir N .
‘N 2 el )| S Nty =7) 0 T N oo
n<N
Dies reicht nach dem Weyl-Kriterium fiir die Gleichverteilung. U

Beweis zum Weylschen Satz.
1. Nach Bemerkung 2. zu 6.3. braucht man zur Herleitung der Gleichverteilung nur  und

vmit 0 < <7y <1 zubetrachten. I = [3,7]. Sei

1
0<e<gmin (6,1-77-0)
und fiir t e R

1, falls tel

t) =
erlt) {0 sonst

(Indikatorfunktion zum Intervall I).
¢; werde von unten und oben approximiert durch auf [0, 1] zweimal stetig differenzierbare
Funktionen f, und f.

0, falls 0<t<p oder v<t<1,
fult) =14 €10,1], falls B<t<fB+¢ oder v—e<t<n,
[ 1, falls te€[f+e,v—¢]
( 0, falls 0<t<pB—¢ oder v4+e<t<1,
fot) =12 €10,1], falls f—e<t<(3 oder yv<t<~vy+e,
1, falls g <t <~.

Auf das genaue Aussehen von f, und f, kommt es nicht an. Offenbar gilt

(11) quCISfo-

fu < fo nur in Punkten der Intervalle (5 —¢,8+¢) und (y—e,7+¢).
2. Sei «, €1]0,1) fiir alle n. Wegen

4{n<NagelB} =3 erlan)

n<N
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reicht es fiir die Gleichverteilung zu zeigen

(2.1) | ch an) — N(y—B)| <4eN, falls N > No(e,3,7).

n<N

3. f. und f, sind Fourier-entwickelbar
(3.1) fult) = Zna e(at), fo(t) = Zpa e(at)
a€Z a€Z
mit
1 1

32 m= [LOeayd m= [ L@ - (-p) <2

0 0

Ebenso die p,. Fiir a # 0 ist wegen

fu(0) = f1(0) = fu(1) = f,(1) =0

1
/fu dt 27rza 27rza /f dt
0
1 1!
B (2mia)? /f“(t) A
0

Mit

(39 M5 mex (s [RO] x50
folgt hieraus (fiir p, analog)

(34) |77a’ ’pal = 4—W , a 7é 0.

Insbesondere existiert ein Ag € N mit

(3.5) > (Inal + lpal) <<

a€Z,|al>Ao
4. Zum Beweis der Richtung von rechts nach links werde die Konvergenzbedingung fiir
die Exponentialsummen vorausgesetzt. Insbesondere existiert ein Ny € N mit

Ne
< .
- AgM

(4.1) VN >N,V aeZ\{0}: |a|§A0:>’Ze(aan)

n<N
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Mit (3.1), (3.2), (3.5) und (4.1) erhélt man fir N > Ny

> fulan) = NGy =5)|

n<N

< = =8N+ D Inl [ D elaan)+ D [nlN

0<la|<Ag n<N |a|>ao
M €
< BN+ Y oo YRR

AN
W
)
=2

Ebenso fir f,. Mit (1.1) ergibt sich daraus (2.1). Damit ist die eine Richtung gezeigt.

5.1. Es werde die Gleichverteilung von («,) vorausgesetzt. Sei 0 <e <1 und a € N.
Es werde k so grof3 gewéhlt, dafl

(5.1.1)

gilt. Fir 1 <v <k sei

Die Voraussetzung ergibt
1
N#{n <N,a, € I,} - 1/k fir N — oo.

Insbesondere existiert ein Ny = Ny(e,a), so dass fiir alle N > Ny und alle v <k

N Ne
< _ =
#{n < N,a, € 1,} < 2% und
2N
(5.1.2) #{n < N,a, €1,} < -

erfiillt ist.

5.2. Fir (6,7 € R ist
le(B) —e(v)] = |1 —e(y = B)|

v=8
= ‘ / 2mi e(t) dt‘ < 2|y — 4|
0
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5.3. Sei N > Ny. Man sieht unmittelbar

k
v=

Ze(a a,) = Z Z e(a ay)

n<N 1 n<N,an€l,
k
= Ze(a%)#{n < N,a, € 1,}
v=1

k

+ Z Z <e(a an) — e(a%)).

v=1 n<N,an€l,

k
Mit (5.1.1), (5.1.2), 5.2. und der Bezichung Ze(a%) — 0 (da nach (5.1.1) a < k)
v=1

ergibt sich daraus

k
N v N
‘Ze(a a,)| < 2? ‘ZQ<GE)‘ —i—Z‘#{nSN,an EL,}—?
n<N v=1 v=1
a
< N,a, € I} - 2n—
—l—;#{n <N,a, € 1,} T
Ne 2N a
< C— C— 27— N.
< 0+k o + k ’ Wk <e€
Damit ist auch die andere Richtung bewiesen. OJ

Die Definition der Gleichverteilung und das Weyl-Kriterium koénnen ohne weiteres ins

Mehrdimensionale iibertragen werden.

6.6. Def. Eine Folge (a,) = ((oznl, o Oénk)) aus RF heift gleichverteilt, wenn fiir

jedes k—dimensionale Intervall

I=[Bi,m] x ... x [Br,m] € [0,1]F
gilt

lim < # {n < Nyan € I} = (30— 02) . (3 — ).

N—oo

6.7. Satz. (Weyl-Kriterium im k-Dimensionalen).
Eine Folge (ay,) aus RF ist gleichverteilt genau dann, wenn fiir jedes a = (a4, ..., a;) €

ZM\(0,...,0) gilt

. 1
z\}lféo N ng;ve(alanl 4+ ...+ akank) = 0.

65



Mit 6.7. kann der allgemeine Kroneckersche Approximationssatz eingesehen werden.

6.8. Satz. Seien 1,aq,...,q; linear unabhéngig iiber Q. Dann ist die Folge
((nai,...,nay)) gleichverteilt. Insbesondere liegen die Punkte (noy,...,nox) (n € N)
dicht in [0, 1])*

Denn sei (aq,...,ax) # (0,...,0), oBdA ay,...,a; #0, aj;1 =...=a, =0 fiirein j
mit 1 < j < k. Dann ergibt sich

Z e(aramy + . .. + apug) = Z e(n(a1a1 + .+ ajaj)).

n<N n<N

Wegen der linearen Unabhéngigkeit ist ajo; + ... + aja; irrational, und man verfahrt
wie bei k£ =1. O

Satz 6.5. besagt, dafl die Werte f(n) der Funktion f(x)=az (a € R\Q) gleichverteilt
sind. In seiner grundlegenden Arbeit von 1916 untersuchte Hermann Weyl Folgen von

Polynomwerten.

6.9. Satz (Weyl, 1916). Sei

f(l')zﬂk%k‘i“f‘ﬁo (507"'7 kERakzl)a

wobei mindestens eine der Zahlen fi,..., [ irrational ist. Dann ist die Folge ( f (n))
(n € N) gleichverteilt.

Der Beweis soll hier in kiirzerer Form nach van der Corput (Johannes v.d. C., 1890 —
1975) gefithrt werden.

6.10. Hilfssatz (van der Corput, 1926). Fiir komplexe Zahlen wy,...,wy und H € N
mit 1 < H < N besteht die Ungleichung

H-1 N—h
H2‘an <H(N+H-1) Z|wn|2+2 (H+N -1 (H=hRe Y w, Tpin:
h=1 n=1

Beweis. Es werde w,, =0 gesetzt fiir n <0 bzw. n > N. Durch Auszédhlen sieht man
leicht

N N+H-1 H-1
n=1 k=1 m=0
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Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ergibt

N 9 N+H-1 H-1 9
H? an <(N+H-1) Z ‘ wk_m‘
n=1 k=1 =0
N+H-1 H-1 H-1
= (H+ N — 1) Z Wk —m Wi_yp
k=1 m=0 =0
N+H-1 H-1
2
=H+N-1) > | W |
k=1 m=0
N+H-1 H-1
(2) + 2(H + N — 1)Re Z Wh—m wk_g.
k=1 m,£=0

Die beiden Doppelsummen seien mit >, bzw. ), bezeichnet. ), erweist sich wie
in (1) als

(3) HY Jwal”.

In >, werdek—min n (1<n<N) und k—¢ in n+h (1<h<H-1)
umbenannt. Fiir festes n und h tritt w,, W,4p, in Y, genau (H —h)—mal auf, ndmlich

mit den Indizes

(k—=m,k—=0)=((n+h)—h,(n+h)=0),(n+ (h+1)—(h+1),n+ (h+1)—1),...,
(n+(H-1)—(H—-1),n+(H—-1)—(H—-h-1)).

Dies fiithrt zu

T

N
Yo, = D (H=h) Y w, W
n=1

h=1
H-1 N—h
= (H—=h) ) wy Wosn.
h=1 n=1
Zusammenfassung ergibt die Behauptung. 0

6.11. Van der Corputscher Differenzensatz.
Sei (a,) eine Folge aus R mit der Eigenschaft, daf$ fiir jedes h € N die Differenzenfolge

(Qpin — ap) gleichverteilt ist. Dann ist () gleichverteilt.

Beweis. Fiir a € N wird 6.10. auf die Zahlen w, = e(a ;) angewandt. Fiir ¢ > 0 sei
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H e N mit H! <e fest gewihlt. Dann folgt fiir N > H

2

’N e(a ay)

n<N
N+H—1 Nen

> e(alan — anyn)) ‘

N+H—1)(H—h)(N—h)_ 1 ‘

+ 2 1IN

b

Fiir N > Np(e) ist nach Voraussetzung und dem Weyl-Kriterium jeder der Betréige
rechts < (N — h)e. Damit wird
2 2

< —=4+4<6
_H—I— e < be,

‘N e(a ay)

n<N
was nach dem Weyl-Kriterium der Behauptung entspricht. 0

Beweis zu Satz 6.9.
1. Sei 1 <g <k der grofite Index mit irrationalem Koeffizienten 3,. Der Beweis wird
durch Induktion nach g gefiihrt.

2. Im Fall g =1 kann k > 2 vorausgesetzt werden, da

f(z) = Bix + fo, By € R\Q

direkt mit dem Weyl-Kriterium behandelt werden kann. Sei also

f(z) =F(x)+ bz + o 51 € R\Q,
F(z) = Box® + ...+ Bra® mit Bo,...,0 €Q.

Bezeichne D das kgV der Nenner von (3, ..., 0. Dann gilt fir 1 <r <D, m € N und
aeN

{af(mD +r)} ={aF(r) + afi(mD +r) + alo}

und somit
N D [N/D]-1 N
Ze(af(n)) = Z e(aF(r) 4+ api(mD + 1) + aff) + Z e(af(n)),
n=1 r=1 m=0 n=D[N/D]+1
1 D N/ DI D
‘N e( Z ‘ elamDB)| + 7.
n<N m=

Jede der D m—Summen kann wegen Df; € Q hinreichend gut abgeschétzt werden. Mit
dem Weyl-Kriterium folgt die Behauptung in diesem Fall (g = 1).
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3. Sei nun g > 2 und die Behauptung fiir alle Polynome mit dem Index ¢g — 1 schon
bewiesen. Fiir festes h € N bilde man im Hinblick auf 6.11. das Differenz—Polynom

fu(@) = fle+h)— flz)
= ﬁk((:v—i—h)k—xk)+...+ﬁg((x+h)g—as9)+...—1—61h

= Yozt L+ 79_1x9_1 + ...+ %

mit von h abhéngenden 7y, ..., v,—1. Man iberzeugt sich leicht, dafl  ~,,...,v-1 € Q,
aber 7,1 € R\Q. Damit ist die Induktionsvoraussetzung auf f, anwendbar. Mit
6.11. ergibt sich die Behauptung. 0

Hier wurde, vergleichbar zum Beweis des Linnikschen Hilfssatzes in Kap. 1, das Problem
durch mehrfache Differenzbildung auf den linearen Fall zuriickgefithrt. Bei wesentlich
schneller wachsenden Folgen versagt diese Idee. So ist bis heute ungeklart, ob die Folge

(exp(n)) gleichverteilt ist.

Ahnlich wie bei der Konvergenz einer Folge (langsame oder rasche) gibt es Unterschiede

in der Giite der Gleichverteilung. Ein Maf hierfiir ist die sog. Diskrepanz einer Folge.

6.12. Def. Sei N €N, ay,...,ay €[0,1).

Dy=Dya) = s |o#n<Nowelgall- (- 5)

Df  g0<8<<1

WSV

heifit die Diskrepanz (der endlichen Folge a,...,ay).

Bemerkungen.
1. Stets gilt

Nt<Dy<1.

Zur unteren Schranke: Zu jedem e > 0 lif}t sich ein Intervall [3,7] mit y—3 > N~t—¢

finden, in dem kein «; liegt.
2. Es reicht, f und v mit 0 < (8 <y <1 zu betrachten.
3. Eine Folge (ay,) aus [0,1) ist gleichverteilt genau dann, wenn

Nlim Dy(aq,...,an) =0.

Aus der Bedingung an Dy folgt unmittelbar die Gleichverteilung.
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Zur umgekehrten Richtung sei ¢ > 0 und k™! < e. Fiir jedes Teilintervall I* eines
1
Intervalls [%, %) (0 <v <k-—1) gilt nach der Gleichverteilung fir N > Ny(e, k)

1 2
N#{nSN, anEI}§E<28.

Fiir beliebige 5,7 mit 0 < 5 <~ <1 laBtsich [3,7] schreiben als disjunkte Vereinigung

1
PA) B mit0<y<p<k—1 I und I
o+ 1 —v

von (evtl. leeren) Intervallen I7, [

wie das obige I*, also ”y -0 — ‘ S

Erneut folgt aus der Gleichverteilung fir N > Ny und alle v, pu

/L—i—l w+1—v
<N—< — <eN.
# <N A
Hieraus ergibt sich fiir N > Ny
1
SHENA<an <t - (- 9)
1
‘— {n<N5<04n§7}——#{n<NE<an_“;€r H
+’ #{ <N V< <u+1} u+1—y‘+‘u+1—u ( ﬁ)‘
N == K k v
2
< 4€+€+E<7€.
Wegen der GleichméfBigkeit in 4 und + ist dies dasselbe wie Dy — 0. O

Eine Art quantitativer Version des Weylschen Kriteriums ist die
Ungleichung von Erdés—Turan (Paul E., 1913-1996; Paul T., 1910-1976; 1948)
Fiir beliebige aq,...,ay €1[0,1) gilt

_Z (_ — m)‘%ng\]e(h an) )

Dabei ist m eine frei zu wahlende natiirliche Zahl < N.

Dy <

Der Beweis verlauft dhnlich wie beim Weyl-Kriterium iiber Fourier-Reihen.
Es ist leicht, hiermit die eine Richtung des Weyl-Kriteriums zu beweisen.

Es erhebt sich die Frage, ob die untere Grenze N~! in Bemerkung 1. wirklich durch

spezielle Folgen, erstklassig gleichverteilte, stets erreicht wird. Dass dies nicht sein kann,
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zeigte 1945 die niederléindische Mathematikerin Tatiana van Aardenne—Ehrenfest: es
existiert ein C' > 0, so daB fiir jede Folge («,) aus [0,1) und unendlich viele N die
Ungleichung

(AE) Dy(a)>C N 'Inlnln N

gilt.
Das beste diesbeziigliche Ergebnis wurde 1972 von Wolfgang Schmidt gezeigt. Die
Ungleichung (AE) kann zu

(S) Dy(a) >C N'InN

verschérft werden. Der Beweis ist elementar, aber sehr raffiniert.

Umgekehrt gibt es Folgen («,), fiir die stets
Dy(a) =O(N'InN)

gilt, zum Beispiel «a, = na fir geeignete o« € R\Q. Besonders gut zugénglich ist eine

1935 von van der Corput angegebene Folge.
6.13. Satz. Sei

n=ap QZ—{—az_l 26_1+...+a1-2—|—a0 (ao,...,age{O,l}, agzl).
ozn:a0-2_1—|—a1-2_2+...+a4-2_€_1

(van der Corput—Folge).
Dann gilt fir N > 1

Dy(a) =O(N'InN).
Beweis. 1. Sei N >1, 2" < N und 0<k <2". Essollendie n <N mit
(1.1) o, € k27, (k+1)277)
gezahlt werden. Sei
k27" =by 2 4+ ... 4+by 27"
Dann bedeutet (1.1)

ap=0by 2 '+ ... +b_ 12"+, 27
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mit beliebigen ¢, c.11,... Fiir n bedeutet dies, dafl es die Anfangsziffern by, ..., b1
hat, bzw.

n=by+b -24...+b_ 270 (20).

Dies sind die Zahlen in genau einer durch k festgelegten Restklasse mod 2". Unterhalb
N sind dies mindestens [N27"] und hochstens [N27" + 1] Zahlen. Damit ergibt sich

(1.2) INT'#{n < Nk27 <o, <(k+1)27} =277 <N

2.Sei Re N mit 2% < N (es wird am Ende geeignet gewihlt). Fiir beliebige 3 und
mit 0 < 3 <y <1 soll das Intervall [3,7] von innen her durch paarweise disjunkte

Intervalle
(k277 (k+1)27") 1<r<R, 0<k<?2)
ausgeschopft werden.

2.1. Im ersten Schritt wéhle man — falls es iiberhaupt moglich ist — r; < R minimal,

so daf} ein Intervall I;; = [kl 27" (ky + 1) 2_’”1) bzw. zwei aneinandergrenzende solche
2 3 1 1 3 1

I lle Iy, 1 i li B) I :[_,_> 18, :[___,_ =]

ntervalle Iy, [1o ganzin [3,7] liegen (z.B.) 1y 11 bei [3,7] 5710 4+1O
12 2 3 1 1 3 1

o e [ B)t [53) vt = [ 3 )

aber fu=|p.7) e =g g) P Bol=l7-1+ 5

Es bleiben hochstens zwei Randstiicke der Lange < 27"

2.2. Mit den Randstiicken fahrt man so fort und erhélt maximal vier Intervalle Iy, oo, . ..

: / : /
zu Indizes ro, 75 mit 1 < 719,75, < R.

2.3. Das Verfahren wird fortgesetzt, bis keine Intervalle mit Index < R mehr eingefiigt
werden konnen. Man erhélt so insgesamt K < 4R Intervalle Ji,...,Jg von der in 1.
betrachteten Form. Bezeichne pu(J) die Lénge eines Intervalls J. Dann gilt

K

(2.3) (v =8)=> w(h)]<2-27"

v=1
Durch Hinzufiigen von jeweils einem Intervall zum Index 2% links und rechts an |JJ,

erreicht man eine Obermenge von [3,7].

3. Es ist
IN'#{n < N,a, € [3,7]} - (v - B)|

K
< [N N e8]} - YN #HR < Noay € )
v=1

+ Z|N*1#{n < N,a, € J,} —,u(J,,)| + ‘ ZM(J”) N (7_6>‘

v=1
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Die erste Differenz rechts ist nach 2.1. und (1.2) < 2-27% 4+ 2N~1  die zweite wegen
K <4R und (1.2) < 4R N7'  die dritte nach (2.3) <2-27%. Also folgt

(3.1) N7 {n < Noa, € [B.4]) — (v - B)| <8+ RN,

Wihlt man R = [In N/In2], dann wird die rechte Seite in (3.1) < ¢ N~'InN mit

einem universellen c¢. Damit ist die Behauptung bewiesen. ([l
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