Albert—Ludwigs—Universitit Freiburg Ubungen zur Vorlesung

Institut fiir Mathematik .
Abteilung fiir Reine Mathematik Elementare Zahlentheorie

PD Dr. K. Halupczok Sommersemester 2009
Dipl.—Math. S. Feiler 3. Ubungsblatt
04. Mai 2009

Abgabe der Losungen bis zum 11. Mai 2009 um 14.15 Uhr

Aufgabe 9 (CARMICHAEL-Zahlen — Teil 1)
Eine Zahl n € N\ {1} heift CARMICHAEL-Zahl, wenn n ¢ P ist, aber die FERMAT—
Kongruenz a" = a mod n fiir alle a € Z erfiillt.

a) Zeigen Sie, dass a®%! = a mod 561 fiir alle a € Z mit (a,561) = 1 ist!
(Bemerkung: Spéter werden Sie beweisen, dass 561 die kleinste CARMICHAEL-Zahl ist.)

b) Seien d € N und n € N. Zeigen Sie fiir alle R € {|, J}
dRn = (a’—1) R (a"—1) fiirallea e N\ {1}!

(Tipp: Es ist a” — 1 = (a*" — 1) + a* - (a"*" — 1) fiir alle a € N, und alle (s, )" € N2,)

c) Seien P C P mit 1 < #P < oo und n:= [] p.
peEP

Zeigen Sie, dass n eine CARMICHAEL-Zahl ist, falls (p — 1) | (n — 1) fiir alle p € P gilt!

Aufgabe 10 (Ein Streichholzspiel)

Bei einem Spiel liegt eine bestimmte Anzahl Streichhdlzer auf einem Tisch. Zwei Spieler nehmen
nun abwechselnd beliebig viele, aber mindestens eines der Streichholzer weg. Die Menge an
Streichholzern, die genommen wird, ist nur durch die Spielregel begrenzt.

Wer das letzte Streichholz nimmt, verliert.

a) Wer gewinnt, wenn man pro Zug maximal sechs Streichholzer nehmen darf?

b) Wer gewinnt, wenn man pro Zug maximal die Hélfte der noch vorhandenen Streichhélzer
nehmen darf (abgesehen von der Situation, dass nur noch ein Streichholz iibrig ist —
dieses muss natiirlich genommen werden)?

c) Sie diirfen anfangen, wissen aber nicht, wieviele Streichhélzer auf den Tisch gelegt werden.

Welche Spielregel wéahlen Sie?

Aufgabe 11 (Reziprokensummen, die keine ganzen Zahlen ergeben)

a) ZeigenSie#({ZlGQ;nGN}ﬂZ):1 !
— J
7=1

(Tipp: Geben Sie eine natiirliche Zahl an, mit der die Summe multipliziert werden kann,
so dass nur noch ein echt rationaler Summand {ibrig bleibt.)

b) Sei P C P mit 2 € P und #P < co. Zeigen Sie ZE¢Z!
p

peEP

bitte wenden



Aufgabe 12 (Abschétzungen der Anzahl der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Schranke)
Se. . R — NQ
Tl e e a@=#{pePip<a) [

a) Zeigen Sie 7w (x) < - fur alle x € R mit > 33.

1 1
b) Zeigen Sie 7 (z) > ek In (11:1 g;) fir alle x € R mit o > 2.

(Tipp: Es ist ﬁ -In (iﬁg;) = log, (log, (z)) fiir alle x € R mit x > 2.
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Der EUKLIDische Beweis zur Unendlichkeit der Primzahlmenge zeigt p, < 2
fiir alle n € N, wenn p,, die n—te Primzahl bezeichnet.)



