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Aufgabe 21 (Verletzung der paarweisen Teilerfremdheit im Chinesischen Restsatz 3.3)

Seien k € N\ {1} und m; € N fiir alle j € N mit j < k derart, dass es ein j; € N und ein
J2 € N\ {j1} mit max {ji, jo} < k und (m;,,m;,) > 1 gibt.

Seien z; € Z fir alle j € N mit j < k.

a) Zeigen Sie, dass die Menge (2,5 Punkte)

{z € Z ;x = r; mod m; fur alle j € N mit j < k}

k

entweder leer oder eine Vereinigung von mehr als einer Restklasse modulo [ m; ist!
j=1

b) Zeigen Sie, dass (0,5 Punkte)
(mj, me) | (; — )

fir alle 7 € N und alle £ € N mit j < £ < k gilt, wenn es ein € Z mit x = x; mod m;
fiir alle j € N mit 7 < k gibt!

c) Zeigen Sie, dass aus (mq, ms) | (1 — z2) die Existenz eines x € Z mit x = x; mod m; und
x = x5 mod my folgt! (1 Punkt)

Aufgabe 22 (Losungzahlen)

a) Seien f: { H:; : ﬂ;(x) } € Z|x], m € N und (2 Punkte)
. 7 — NQ
0. (m. f): a — o,(m,f):=#{r € Ng;z<mund f(x)+a=0modm} [’
Zeigen Sie

m—1
ZQ“ (m, f)=m !
a=0

b) Sei g : { ]i : g{(x) N } (2 Punkte)

Geben Sie alle x € Z mit g (x) = 0 mod 143 an!

bitte wenden



Aufgabe 23 (Unendlichkeit der Primzahlmenge — Teil 3)
Fiir eine Menge M mit M # () und © C {D ;D C M} heilst O Topologie auf M, falls

(1) {0, M} O,

(2) U 0; € O fiir alle Mengen J und alle Mengen {O; € ©;j € J} und
JET

(3) N O € O fiir alle n € N und alle Mengen {O, € O ;¢ € N und ¢ < n} sind.
=1

(Bemerkung: Eine Vereinigung tiber die leere Menge | |J ... | ist als leere Menge definiert.)
jen
Ist O eine Topologie auf einer nichtleeren Menge M mit M # (), so heiflt (M, D) ein topolo-
gischer Raum, alle O € O heifen offen in M beziiglich © und alle A C M, fiir die ein
O € O mit A = M\ O existiert, heifen abgeschlossen in M beziiglich O.
Sei
J ist eine beliebige Menge und es sind
= j ) C 7 . .
3 {g(a3+m]Z)_Z’ajEZundij]N\{l} fir alle j € J
J

a) Zeigen Sie, dass in jedem topologischen Raum jede endliche Vereinigung von in der

Grundmenge beziiglich der Topologie abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen in

der Grundmenge beziiglich der Topologie ist! (0,5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass 3 eine Topologie auf 7Z ist. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass a + mZ fiir alle a € 7Z und alle m € N\ {1} offen in Z beztiglich 3 und
abgeschlossen in Z beziiglich 3 ist! (0,5 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass |J (0 + pZ) offen in Z beziiglich 3 ist und zeigen Sie, dass |J (0 + pZ)
pelP pelP
nicht abgeschlossen in Z beziiglich 3 ist!

Schliefsen Sie, dass es unendliche viele Primzahlen gibt! (1 Punkt)

Aufgabe 24 (Fulballstadien)

Die Plédtze der Frankfurter Commerzbank—Arena sind in 43 Blocke eingeteilt. Im Freiburger
badenova—Stadion gibt es 22 Blocke und in der Miinchner Allianz—Arena finden sich 131 Blocke.
Eine Reinigungsfirma geht davon aus, dass fiir die Reinigung eines jeden Blocks in einem Stadion
gleich viele Reinigungskréfte vonnéten sind und rechnet aus:

sWir haben genau 3 Mitarbeiter zu wenig, um die Commerzbank—Arena zu reinigen. 4 Mitar-
beiter mehr als die Hélfte unserer Mitarbeiter wiirden fiir die Reinigung des badenova—Stadions
ausreichen. Hatten wir die dreifache Anzahl der Mitarbeiter, die wir haben, so fehlten uns zur
Reinigung der Allianz—Arena gerade 19 Leute.“

Wie viele Mitarbeiter hat die Firma?

(Bemerkung: Sie diirfen einen Taschenrechner benutzen, sollen aber alle Ihre Uberlegungen und
die dazu bendétigten Zahlen zu Papier bringen.)

Zusatzfrage ohne Bewertung:
Wieviele Mitarbeiter hat die Firma, wenn die Anzahl der nétigen Reinigungskréfte fiir einen
Block unabhéngig von dem Stadion, in dem der Block sich befindet, konstant ist?



