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Sei H := {s ∈ C|Re (s) > 1}.

Eine Funktion χ :

{ Z → C
n 7→ χ (n)

}

heißt (Dirichlet–)Charakter modulo q ∈ N, falls

χ vollständig multiplikativ und q–periodisch mit {n ∈ Z|χ (n) = 0} = {n ∈ Z| (n, q) 6= 1} ist.
Für alle q ∈ N heißt

χ0,q :











N → C
n 7→ χ0,q (n) :=

{

1, falls (q, n) = 1 ist

0, falls (q, n) 6= 1 ist











(Dirichlet–)Hauptcharakter modulo q.

Für alle Dirichlet–Charaktere χ :

{ Z → C
n 7→ χ (n)

}

und alle s ∈ H ist
∞

∑

n=1

χ (n)

ns
absolut

konvergent. Gibt es ein q ∈ Nmit χ = χ0,q, so ist die zugehörige Funktion auf C\{1} holomorph
fortsetzbar, andernfalls auf ganz C.

Für alle Charaktere χ :

{ Z → C
n 7→ χ (n)

}

und Dχ :=











C \ {1} , falls es ein q ∈ N
mit χ = χ0,q gibtC, sonst

heißt die auf Dχ holomorphe Funktion L ( · , χ) :

{

Dχ → C
s 7→ L (s, χ)

}

mit L (s, χ) =

∞
∑

n=1

χ (n)

ns

für alle s ∈ H Dirichlet’sche L–Funktion zum Charakter χ.

Für alle Charaktere χ :

{ N → C
n 7→ χ (n)

}

und alle s ∈ H ist L (s, χ) 6= 0.

Aufgabe 55 (Dirichlet–Charaktere)

a) Zeigen Sie, dass für alle k ∈ N mit χ : Z→ C auch χk ein Dirichlet–Charakter ist!

b) Geben Sie 4 Charaktere modulo 8 an!

c) Seien q ∈ N und χ :

{ Z → C
n 7→ χ (n)

}

ein Dirichlet–Charakter modulo q.

Zeigen Sie
q

∑

n=1
(q,n)=1

χ (n) =

{

ϕ (q) , falls χ = χ0,q ist;

0, falls χ 6= χ0,q ist!

bitte wenden



Aufgabe 56 (Zum Euler–Produkt)

Seien q ∈ N, χ :

{ Z → C
n 7→ χ (n)

}

ein Dirichlet–Charakter modulo q, q1 ∈ N und

χ1 :

{ Z → C
n 7→ χ1 (n)

}

ein Dirichlet–Charakter modulo q1 mit

χ (n) = χ1 (n) für alle n ∈ Z mit (q, n) = 1.

a) Zeigen Sie für alle s ∈ Dχ

L (s, χ) = L (s, χ1) ·
∏

p∈P
p|q

(

1 −
χ1 (p)

ps

)

!

b) Finden Sie für alle s ∈ H eine geschlossene Darstellung von
∞

∑

n=1

µ2 (n) · χ (n)

ns
!

Aufgabe 57 (Vergleich der Nullstellen zweier L–Funktionen)

Seien q ∈ N, χ :

{ Z → C
n 7→ χ (n)

}

ein Dirichlet–Charakter modulo q, q1 ∈ N und

χ1 :

{ Z → C
n 7→ χ1 (n)

}

ein Dirichlet–Charakter modulo q1 mit

χ (n) = χ1 (n) für alle n ∈ Z mit (q, n) = 1

und

L (it, χ1) 6= 0 für alle t ∈ R \ {0} .

Geben Sie sämtliche ̺ ∈ Dχ \ {0} mit L (̺, χ) = 0 und L (̺, χ1) 6= 0 an!


