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Sei H:= {s € C|Re(s) > 1}.
Eine Funktion y : % : S (n) } heift (DIRICHLET—)Charakter modulo q € N, falls
x vollstandig multiplikativ und ¢—periodisch mit {n € Z| x (n) =0} = {n € Z| (n,q) # 1} ist.

Fiir alle ¢ € N heifst

N — C
Xo0,q ° n o xog(n) = {1, falls (¢,n) =1 ist

0, falls (¢,n)#1 ist

(DiricHLET-)Hauptcharakter modulo gq.
x (1)
nS

absolut

Fiir alle DIRICHLET-Charaktere y : { 7ZL : S(n) } und alle s € H ist Z
n=1

konvergent. Gibt es ein ¢ € N mit x = xo,4, so ist die zugehorige Funktion auf (Di{l} holomorph

fortsetzbar, andernfalls auf ganz C.
C\ {1}, fallseseinge N

, 7. — C _ o .
Fiir alle Charaktere y { n - x(n) } und D, = mit x = Xo,4 gibt
C, sonst
heift die auf D,, holomorphe Funktion L (-, x) : { DT; : %(s, X) } mit L (s, x) = nz::l XT(:)

fiir alle s € H DIRICHLET ’sche L—Funktion zum Charakter x.

Fiir alle Charaktere x : { E : S(n) } und alle s € Hist L (s, x) # 0.

Aufgabe 55 (DIRICHLET-Charaktere)

a) Zeigen Sie, dass fiir alle K € N mit x : Z — C auch x* ein DIRICHLET-Charakter ist!

b) Geben Sie 4 Charaktere modulo 8 an!

c) Seien ¢ € N und x : { % : S(n) } ein DIRICHLET-Charakter modulo ¢.
q .
. . v (q), fallsx = xo, ist;
Zeigen Sie Z X(n):{o( ) fall 04 N
(nz)ll , alls x # Xxo,q4 ist!
q,n)=



Losung:

7z — C

n — x(n)
Fiir alle m € Z und alle n € Z gilt

X" (mn) = (x (mn)* = (x (m) - x ()" = (x (m)* - (x ()" = x* (m) - x* (n)

a) Seien k € N, g € N und x : { } ein DIRICHLET—Charakter modulo q.

und
X (n+q) =xn+9) =xMm) =x"{n).
Fiir alle n € Z gilt
Y'in)=0 = (xn)=0 <= xh)=0 <= (¢,n)=1
b) Seiy: ¢ 2 = © in Charakt dulo 8. W (n+8) = x (n) fiir all
el x : n»—>x(n) em arakter modulo 3. Wegen x (n = x (n) tur alle

n € 7 geniigt es, die Werte von x auf {0; 1;2; 3;4; 5;6; 7} anzugeben, um x vollstindig zu
bestimmen.

Wegen x (n) = 0 fiir alle n € Z mit (8,n) # 1 sind
x(0)=0,  x(2)=0, x4 =0 und  x(6)=0.

Aus der vollstandigen Multiplikativitdat von y folgt
x(1) =1

Aus der vollstdandigen Multiplikativitdt und der 8-Periodizitét von y folgt

(x3)*=x(3)=x0)=x1)=1,

(x(5)=x(5%) = x(25) = x (1) = 1
und

(x (M) =x () = x(49) = x (1) =1
Also ist

(x(3),x(5),x (T)" e {11}

Wiederum aus vollstdndiger Multiplikatividt und 8-Periodizitét ergibt sich
X (3)-x(5) =x(15) = x (7),
X (5) - x (7) = x (35) = x (3),
X (7) - x (3) = x(21) = x (5)
und
X(3)-x () x(7)=x(3-5-7) = x(105) = x (1) = 1.

Damit lassen sich 4 Charaktere modulo 8 wie folgt angeben:

012 3 4 5 6 7
010 1 0 1 0 1
010 1 0 -10 -1
010 -10 1 0 -1
010 -10 -10 1



c) Ist x = xo,4, so folgt

q

dxm)= > xoqm)= > 1=#{neN[n<qgund (¢,n) =1} =¢(q).
n=1 (

n=1

n=1
= q,n)

(g:n)=1 (a,n)=1 1

Ist x # Xo.4, S0 gibt es ein k € Z mit x (k) ¢ {0;1}.
Wegen x (k) # 0 folgt (¢, k) = 1.

Deshalb ist {kl € Z| (¢ € R} fiir jedes reduzierte Restsystem R modulo ¢ wieder ein re-
duziertes Restsystem modulo g.

Mit der vollstdndigen Multiplikativitat von y folgt

q q q q
Xk - DY xm)= > xk) -x(O= Y xk)= > x(n).
(q7n2)1=1 (qu:)1=1 (q€€:)1=1 (am) L

Wegen x (k) ¢ {0; 1} bleibt nur

Aufgabe 56 (Zum EULER-Produkt)

Seien ¢ € N, x : {Z_) ¢

} ein DIRICHLET—Charakter modulo ¢, ¢z € N und
n o x(n)

X1 ¢ z - C ein DIRICHLET-Charakter modulo ¢; mit
n — x1(n)

X (n) = x1 (n) fir alle n € Z mit (¢,n) = 1.

a) Zeigen Sie fiir alle s € D,

Lis = Lo TT (14

pelP ps
plg
12 (n) - x (1)
b) Finden Sie fiir alle s € H eine geschlossene Darstellung von Z — =2 |
nS
n=1
Losung:
a) Sei s € H. Dann gilt fiir alle Charaktere v : { No= C }
n +— v(n)
v (n) =1
2T | S 2wy = C(Re () < o0



Aus dem EULER’schen Produktsatz folgt fiir alle Charaktere v : { No— C }
n +— v(n)

v (n) — v (p) 1
Z ns :HZ )’ HZ Hl_v(p)
n=1 peP (=0 peP (=0 pelP p°®
wegen
oW L1 vl _vem) v
po T PR T (mn) men

fiir alle p € P, alle m € N und alle n € N.
Damit folgt

1 1
L(SaX):Hl_i :H W'Hl

x(®)
pelP ps pelP ps pelP
(p,9)=1

1 1—X;§”) 1 X1 (p)
Ol T I0-4Y)

B _ xalp) _ xi(p) _
peP p° peP p° PEP ps pEP
(ha)=1 la ol
= L(s,x1)- H (1 X1 Ep))
pelP p
plg
b) Nach Aufgabenteil a) gilt fiir alle 2 € H und alle Charaktere v : { : S(n) }
I B 1
(2,0) = H v’
peP p*

Sei s € H. Fiir alle m € N und alle n € N mit (m,n) = 1 gilt
p?(m) - x (m) p*(n)-x(n)

W (mn) - x mn)
(mn)® ms ns
Wegen
S LX) 5L ¢ (Re(s)) < oo

folgt aus dem EULER’schen Produktsatz

S T - ()
=L<S’X>'H<1+"£f>)-(1-’35?)
he-]l <1 - X;‘Ef)) N LL(;??)

pelP

da nach Aufgabe 55 a) auch x? ein DIRICHLET-Charakter ist.



Aufgabe 57 (Vergleich der Nullstellen zweier L-Funktionen)

Seien ¢ € N, x : {Z_) ¢

} ein DIRICHLET—Charakter modulo ¢, ¢z € N und
n — x(n)

X1 : z — C ein DIRICHLET-Charakter modulo ¢; mit
n — xi(n)

X (n) =x1(n) fir alle n € Z mit (¢,n) =1
und
L(it,x1) #0  firallet e R\ {0}.
Geben Sie sdmtliche p € D, \ {0} mit L (g, x) =0 und L (g, x1) # 0 an!

Losung:
Fiir alle n € Z mit (¢,n) = 1 ist |x (n)| = 1 wegen

L= x (1) = x (n” ™) = (x (n))".
Nach Aufgabe 56 a) gilt fiir alle s € D,
Lis.0 =Ll T (1-22).

0
pelP p
plg

Ist also p € D, mit L (p,x) =0 und L (o, x1) # 0, so folgt

m(-22)-»
"

Da es sich um ein endliches Produkt handelt, und x (p) = 0 fiir alle p € P mit p|q; ist, gibt es
also fiir jedes p € Dy, mit L (p,x) =0 und L (g, x1) # 0 ein p, € P mit p,|q, (p,,¢:1) =1 und

X (Po)
Po
Fiir alle p € P mit p|q und (p,q1) = 1 ist |x (p)] = 1 und deshalb gibt es ein b, € R mit

=1.

log (x (p)) = 27 - b,
Fiir alle p € D, mit L (g, x) =0 und L (g, x1) # 0 gibt es also ein k, € Z mit
_ log (x (p,)) + 271 - k, o by, + ko
log (p,) In (p,)
Andererseits gilt fiir alle p € P mit p|q, (p,¢1) =1 und alle k € Z

X x) o x)_,

1= ot TE T T glog(x(p))+2mik X (p)

b, + k
L(omi 218 ) —0.
( In(p) "
Wegen L (it, x1) # 0 fiir alle t € R\ {0} folgt

{o€ D\ {0} L(o,x) =0und L (0,x1) # 0}

b k
~{omi L el pe Ppln o) L wd ke z\ (-3}

und deshalb




