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Aufgabe 61 (Beweis für ζ (1 + it) 6= 0 nach Ingham (1930))

Für alle z ∈ C sei Pz :

{ N → C
n 7→ Pz (n) := nz

}

.

a) Zeigen Sie unter Verwendung des Satzes von Landau aus Aufgabe 58, dass
∞

∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

ns
für alle s ∈ C mit Re (s) > 1

2
absolut konvergiert, falls t ∈ R mit

ζ (1 + it) = 0 ist!

b) Zeigen Sie
|ζ (σ) · ζ (σ + it)|2 ≥ ζ (2σ) für alle σ ∈ R mit σ > 1

2
,

falls t ∈ R mit ζ (1 + it) = 0 ist, und folgern Sie die Nullstellenfreiheit von ζ auf
{s ∈ C|Re (s) = 1} !

Tipp: Verwenden Sie |(Pz ∗ 1) (n)|2 ≥ 0 für alle n ∈ N \ {1} und alle z ∈ C !

Laplace–Transformation
Sei D := R+ ∪ {0}. Für alle σ ∈ R sei Hσ := {s ∈ R|Re (s) > σ}.

Für alle σ ∈ R und alle T ∈ D heißt f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

von der exponentiellen

Ordnung σ ab T , falls es ein C ∈ R+ mit

|f (t)| ≤ Ceσt für alle t ∈ D mit t ≥ T

gibt.

Sind σ ∈ R, T ∈ D und f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

von der exponentiellen Ordnung σ ab T derart,

dass

T
∫

0

|f (t)| dt < ∞ ist, so konvergiert

∞
∫

0

f (t) · e−st dt für alle s ∈ Hσ absulot.

Für alle σ ∈ R sei

L (σ) :=















f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

es gibt ein T ∈ D, so dass f von der exponentiellen

Ordnung σ ab T ist und

T
∫

0

|f (t)| dt < ∞ gilt















.

Für ein σ ∈ R und eine Funktion f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

∈ L (σ) wird die Laplace–

Transformierte Lf von f definiert durch

Lf :















Hσ → C
s 7→ Lf (s) :=

∞
∫

0

f (t) · e−st dt















.



Aufgabe 62 (Laplace–Transformierte von Polynomen und der Sinusfunktion)

a) Berechnen Sie für alle n ∈ N0 die Laplace–Transformierte von

idn :

{

D → R
x 7→ idn (x) := xn

}

!

b) Berechnen Sie für alle a ∈ R die Laplace–Transformierte von

h :

{

D → R
x 7→ h (x) := sin (ax)

}

!

Aufgabe 63 (Ableitungen und Multiplikation von Laplace–Transformierten)

a) Zeigen Sie für alle n ∈ N, alle σ0 ∈ R und alle f ∈ L (σ0)

L
(n)
f = L(− id)n

·f ,

wobei id :

{ C → C
s 7→ id (s) := s

}

die Identität ist!

b) Für alle f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

mit

x
∫

0

|f (t)| dt < ∞ für alle x ∈ D und alle

g :

{

D → C
x 7→ g (x)

}

mit

x
∫

0

|g (t)| dt < ∞ für alle x ∈ D definiert man

f ⋆ g :















D → C
x 7→ (f ⋆ g) (x) :=

x
∫

0

f (y) · g (x − y) dy















.

Zeigen Sie für alle σ0 ∈ R, alle f ∈ L (σ0) und alle g ∈ L (σ0)

Lf⋆g = Lf · Lg !


