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Aufgabe 61 (Beweis fiir ¢ (1 +it) # 0 nach INGHAM (1930))

. S5 N — C
Fiir alle z € C sei P, : { n o P.(n)=n’ }

a) Zeigen Sie unter Verwendung des Satzes von LANDAU aus Aufgabe 58, dass

e x 1) : :
Z (P * fir alle s € C mit Re(s) > % absolut konvergiert, falls ¢ € R mit

C(l + 1t) = 0 ist!
b) Zeigen Sie
1C(0) - C (o +it)]> > ¢ (20) fiir alle 0 € R mit o > 3,

falls t € R mit ((1+it) = 0 ist, und folgern Sie die Nullstellenfreiheit von ¢ auf
{s € C|Re(s) =1} !
Tipp: Verwenden Sie |(P, % 1) (n)]> > 0 fiir alle n € N\ {1} und alle z € C !

Losung:

a) Annahme: Es gibt ein ¢t € R mit ¢ (1 +it) = 0.

Sei ~ {Cz : q;::Re(z)—i'Im(Z) }

Fiir alle s € € mit Re(s) > 1 gilt

1 =1
el el 4C

1 n=1

WE

C(s) =

3
Il

Mit der Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung folgt also
C(s)=¢(3) fir alle s € C\ {1}.
Insbesondere ist
C1—it)y=¢(1+it) =¢(1+it)=0=0.
Nach der Formel von RAMANUJAN aus Aufgabe 60 b) gilt fiir alle s € C mit Re(s) > 1

- t"‘ll it —it 1
> el s Sl Ser) 5
C(s)- C(S—lt) Cs—(=it)) - ¢
¢ (2s — it — (—it))
—it) - ( (s +1it)
¢ (2s) '

(s —it — (—it))

¢*(s) ¢ (s




b)

Sei D C C ein maximales Gebiet, so dass
D — C

s — f(s):=
holomorph auf D ist. Klar ist
({s€C|Re(s) >3} \ {L;1+it; 1 —it}) C D,

da alle Faktoren des Zahlers von f und auch der Nenner von f dort holomorph sind.

Wegen ( (1 +1it) = 0 wird der Pol bei 1 + it (der Ordnung 1) des zweiten Faktors im
Zéahler von f vom ersten Faktor egalisiert. Deshalb ist 1 + it € D.

Wegen ( (1 — it) = 0 wird der Pol bei 1 —it (der Ordnung 1) des dritten Faktors im Z&hler
von f vom ersten Faktor egalisiert. Deshalb ist 1 — it € D.

Wegen ¢ (1 —it) = 0 und ¢ (1 +it) = 0 wird der Pol bei 1 (der Ordnung 2) des ersten
Faktors im Zéhler von f vom zweiten und dritten Faktor egalisiert. Deshalb ist 1 € D.

¢*(s)-C(s —it) - (s +it)
¢ (29)

f:

Insgesamt folgt
{seClRe(s) > 1} CD.

f ist die holomorphe Fortsetzung der DIRICHLET-Reihe zu | Py * ]l|2.
Wegen \( k1) (n )\ > 0 fiir alle n € N folgt mit dem Satz von LANDAU aus Aufgabe 58,

x 1) : :
dass Z (P x2) () fiir alle s € C mit Re(s) > 3 konvergiert, da der Schnittpunkt

der Konvergenzabsmsse mit der realen Achse kein Element von D ist.
Wieder Wegen \( 4+ 1) ()

¢k 1)
Z‘ it furallese(DmltRe()>%.

> 0 fiir alle n € N folgt die absolute Konvergenz von

Es gilt
2

Z dit

dj1

(Pex 1) (D) = = [ =P =1

Wegen |(Py + 1) (n)[*> > 0 fiir alle n € N folgt fiir alle 0 € R mit o > z

Z| t*]l Z| t*]l >1.

Wegen der Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung gilt fiir alle ¢ € R mit ¢ > %

Z|<Rt*n1([,)(n)‘ :f(a):g (0)-C(o—it) (o +it)

¢ (20)
_C(0)¢@) ¢(otit) - Clo+it) _[((0)-¢ (o +it)?
¢ (20) ¢ (20) '
Also gilt fiir alle 0 € R mit o > l
< 1clo) ¢ (o +it)|’ g2
Z20) bzw. IC (o) - C(o+1it)|” > ((20).

Im Grenzwert ¢ — %Jr geht die linke Seite gegen den reellen Wert ‘( (%) ¢ (% + it) 2,

wahrend die rechte Seite gegen oo divergiert. Dies bedeutet einen Widerspruch.




LAPLACE—Transformation
Sei D := RT U {0}. Fiir alle 0 € R sei H, := {s € R|Re(s) > o}.
Fiir alle ¢ € R und alle T € D heift f : {D - C

von der exponentiellen
z = f(z)
Ordnung o ab T, falls es ein C' € RT mit

If ()] < Ce®t  firallet e Dmitt>T

gibt.

Sindo € R, T € Dund f : {D - C

v - f(2) } von der exponentiellen Ordnung o ab T" derart,

T 00
dass / |f (t)] dt < oo ist, so konvergiert /f (t) - e *" dt fiir alle s € H, absulot.
0

0
Fir alle 0 € R sel

es gibt ein 1" € D, so dass f von der exponentiellen
co)={r: {22 ¢ /
o ' r — f(r) Ordnung o ab T ist und /\f (t)] dt < oo gilt
0

D — C

Fiir ein ¢ € R und eine Funktion f : { v f(2)

} € L (o) wird die LAPLACE—

Transformierte Ly von f definiert durch

H, — C

Ly s — Lg(s) ::/f(t)-e_“dt
0

Aufgabe 62 (LAPLACE-Transformierte von Polynomen und der Sinusfunktion)

a) Berechnen Sie fiir alle n € Ny die LAPLACE-Transformierte von

- D — R |
e x — id"(x):=a" [’

b) Berechnen Sie fiir alle a € R die LAPLACE-Transformierte von

h {Z - ;Iz{(x) = sin (az) }!

Losung:

a) Induktionsanfang:

Fiir alle s € Hy gilt

_st]t=00
B st g, | 0 1 o
LidO(S)—/e dt—[_:| ——_‘l‘_—m.




Induktionsvoraussetzung:
(n—1)!

Es gibt ein n € N mit Lyjn-1 (s) = D

fiir alle s € H,.
Induktionsschluss:

Fiir alle s € Hy gilt

[e.e] e}

e~ st t=00 o st
b= =i ] e
5 li=0 —S
0 0
_n, n—1__—st 3, 't _n (n—l)!_ n!
s /t e rdi= S Lig=r (s) = s g=D+1 — gn+l”

0

b) Sei a € R. Fiir alle s € Hy gilt

i —st ] t=00 s —st
Ly (s) :/sin (at) -e 5" dt = [sin (at) - © } - /cos (at) - a - Cat
J —slio -5
= — 7008 (at) -e ' dt = % |cos (at) il ¢ ]O(— sin (at) - a) e dt
B s -5, S -5
0 0
a 1 ad? I st a a?
:gg—§ /Sln(at) (§ dt—g—th(S)
0
Damit folgt fiir alle s € Hy
s* + a? a a
s Ln(s)=— bzw. Ly(s)=——

s 52

Aufgabe 63 (Ableitungen und Multiplikation von LAPLACE-Transformierten)
a) Zeigen Sie fir alle n € N, alle 0y € R und alle f € L (09)

(n) _
L;” = L—iays,

wobel id : C- (D die Identitat ist.
s — id(s):=s

b) Fiir alle f : {Z _ j;(x)} mit /\f(t)\dt < oo fiir alle € D und alle
0

D — C . / . .
g: { T o g() } mit / lg (t)] dt < oo fiir alle € D definiert man
0

D — C

T

T o o ep @) = [ £ g - vy

0
Zeigen Sie fiir alle 0p € R, alle f € L (0g) und alle g € L (o)
Liy=1L; L, !



Losung:

a)

b)

Seien op € R und f : { Z : j’;(:c) }GE(UO).

Wegen der absoluten Konvergenz von / f(t)-e " dt fiir alle s € H,,, darf die Integration

0
mit einem Differentialoperator vertauscht werden.

Also ist fiir alle n € N und alle s € H,,

Induktionsanfang: Es ist dd—lle_“ =de st = —t.e7 = (—t)" e s,
Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein k& € N mit £ Aot = (—f)F . oo,
Induktionsschluss: Dann gilt %e_‘*t =4 <§fk e‘“) =4 <(—t)k . e‘“) = (=)t et

Damit folgt fiir alle n € N und alle s € H,,

o

£ (s F() (=) etdt = [ ((—id)" - f) (t) - e~ dt = L(_sapm.s (s).
- Jro - |

Seien 0y € R, f: {

ﬁ&@
1

Dann gilt fiir alle s €

Ly (s) =



