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Aufgabe 61 (Beweis für ζ (1 + it) 6= 0 nach Ingham (1930))

Für alle z ∈ C sei Pz :

{ N → C
n 7→ Pz (n) := nz

}

.

a) Zeigen Sie unter Verwendung des Satzes von Landau aus Aufgabe 58, dass
∞

∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

ns
für alle s ∈ C mit Re (s) > 1

2
absolut konvergiert, falls t ∈ R mit

ζ (1 + it) = 0 ist!

b) Zeigen Sie
|ζ (σ) · ζ (σ + it)|2 ≥ ζ (2σ) für alle σ ∈ R mit σ > 1

2
,

falls t ∈ R mit ζ (1 + it) = 0 ist, und folgern Sie die Nullstellenfreiheit von ζ auf
{s ∈ C|Re (s) = 1} !

Tipp: Verwenden Sie |(Pz ∗ 1) (n)|2 ≥ 0 für alle n ∈ N \ {1} und alle z ∈ C !

Lösung:

a) Annahme: Es gibt ein t ∈ R mit ζ (1 + it) = 0.

Sei ·̄ :

{ C → C
z 7→ z̄ := Re (z) − i · Im (z)

}

.

Für alle s ∈ C mit Re (s) > 1 gilt

ζ (s) =
∞

∑

n=1

1

ns
=

∞
∑

n=1

1

ns̄
= ζ (s̄) .

Mit der Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung folgt also

ζ (s) = ζ (s̄) für alle s ∈ C \ {1} .

Insbesondere ist
ζ (1 − it) = ζ

(

1 + it
)

= ζ (1 + it) = 0̄ = 0.

Nach der Formel von Ramanujan aus Aufgabe 60 b) gilt für alle s ∈ C mit Re (s) > 1

∞
∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

ns
=

∞
∑

n=1





∑

d|n

dit



 ·





∑

d|n

d−it



 ·
1

ns

=
ζ (s) · ζ (s − it) · ζ (s − (−it)) · ζ (s − it − (−it))

ζ (2s − it − (−it))

=
ζ2 (s) · ζ (s − it) · ζ (s + it)

ζ (2s)
.
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Sei D ⊆ C ein maximales Gebiet, so dass

f :







D → C
s 7→ f (s) :=

ζ2 (s) · ζ (s − it) · ζ (s + it)

ζ (2s)







holomorph auf D ist. Klar ist
({

s ∈ C|Re (s) > 1
2

}

\ {1; 1 + it; 1 − it}
)

⊆ D,

da alle Faktoren des Zählers von f und auch der Nenner von f dort holomorph sind.

Wegen ζ (1 + it) = 0 wird der Pol bei 1 + it (der Ordnung 1) des zweiten Faktors im
Zähler von f vom ersten Faktor egalisiert. Deshalb ist 1 + it ∈ D.

Wegen ζ (1 − it) = 0 wird der Pol bei 1− it (der Ordnung 1) des dritten Faktors im Zähler
von f vom ersten Faktor egalisiert. Deshalb ist 1 − it ∈ D.

Wegen ζ (1 − it) = 0 und ζ (1 + it) = 0 wird der Pol bei 1 (der Ordnung 2) des ersten
Faktors im Zähler von f vom zweiten und dritten Faktor egalisiert. Deshalb ist 1 ∈ D.

Insgesamt folgt
{

s ∈ C|Re (s) > 1
2

}

⊆ D.

f ist die holomorphe Fortsetzung der Dirichlet–Reihe zu |Pit ∗ 1|2.
Wegen |(Pit ∗ 1) (n)|2 ≥ 0 für alle n ∈ N folgt mit dem Satz von Landau aus Aufgabe 58,

dass
∞

∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

ns
für alle s ∈ C mit Re (s) > 1

2
konvergiert, da der Schnittpunkt

der Konvergenzabszisse mit der realen Achse kein Element von D ist.

Wieder wegen |(Pit ∗ 1) (n)|2 ≥ 0 für alle n ∈ N folgt die absolute Konvergenz von
∞

∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

ns
für alle s ∈ C mit Re (s) > 1

2
.

b) Es gilt

|(Pit ∗ 1) (1)|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

d|1

dit

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
∣

∣1it
∣

∣

2
= |1|2 = 1.

Wegen |(Pit ∗ 1) (n)|2 ≥ 0 für alle n ∈ N folgt für alle σ ∈ R mit σ > 1
2

∞
∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

nσ
= 1 +

∞
∑

n=2

|(Pit ∗ 1) (n)|2

nσ
≥ 1.

Wegen der Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung gilt für alle σ ∈ R mit σ > 1
2

∞
∑

n=1

|(Pit ∗ 1) (n)|2

nσ
= f (σ) =

ζ2 (σ) · ζ (σ − it) · ζ (σ + it)

ζ (2σ)

=
ζ (σ) · ζ (σ̄) · ζ

(

σ + it
)

· ζ (σ + it)

ζ (2σ)
=

|ζ (σ) · ζ (σ + it)|2

ζ (2σ)
.

Also gilt für alle σ ∈ R mit σ > 1
2

1 ≤
|ζ (σ) · ζ (σ + it)|2

ζ (2σ)
bzw. |ζ (σ) · ζ (σ + it)|2 ≥ ζ (2σ) .

Im Grenzwert σ → 1
2

+
geht die linke Seite gegen den reellen Wert

∣

∣ζ
(

1
2

)

· ζ
(

1
2

+ it
)∣

∣

2
,

während die rechte Seite gegen ∞ divergiert. Dies bedeutet einen Widerspruch.
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Laplace–Transformation

Sei D := R+ ∪ {0}. Für alle σ ∈ R sei Hσ := {s ∈ R|Re (s) > σ}.

Für alle σ ∈ R und alle T ∈ D heißt f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

von der exponentiellen

Ordnung σ ab T , falls es ein C ∈ R+ mit

|f (t)| ≤ Ceσt für alle t ∈ D mit t ≥ T

gibt.

Sind σ ∈ R, T ∈ D und f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

von der exponentiellen Ordnung σ ab T derart,

dass

T
∫

0

|f (t)| dt < ∞ ist, so konvergiert

∞
∫

0

f (t) · e−st dt für alle s ∈ Hσ absulot.

Für alle σ ∈ R sei

L (σ) :=















f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

es gibt ein T ∈ D, so dass f von der exponentiellen

Ordnung σ ab T ist und

T
∫

0

|f (t)| dt < ∞ gilt















.

Für ein σ ∈ R und eine Funktion f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

∈ L (σ) wird die Laplace–

Transformierte Lf von f definiert durch

Lf :















Hσ → C
s 7→ Lf (s) :=

∞
∫

0

f (t) · e−st dt















.

Aufgabe 62 (Laplace–Transformierte von Polynomen und der Sinusfunktion)

a) Berechnen Sie für alle n ∈ N0 die Laplace–Transformierte von

idn :

{

D → R
x 7→ idn (x) := xn

}

!

b) Berechnen Sie für alle a ∈ R die Laplace–Transformierte von

h :

{

D → R
x 7→ h (x) := sin (ax)

}

!

Lösung:

a) Induktionsanfang:

Für alle s ∈ H0 gilt

Lid0 (s) =

∞
∫

0

e−st dt =

[

e−st

−s

]t=∞

t=0

= −
0

s
+

1

s
=

0!

s0+1
.
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Induktionsvoraussetzung:

Es gibt ein n ∈ N mit Lidn−1 (s) =
(n − 1)!

s(n−1)+1
für alle s ∈ H0.

Induktionsschluss:

Für alle s ∈ H0 gilt

Lidn (s) =

∞
∫

0

tn · e−st dt =

[

tn ·
e−st

−s

]t=∞

t=0

−

∞
∫

0

ntn−1 ·
e−st

−s
dt

=
n

s
·

∞
∫

0

tn−1 · e−st dt =
n

s
· Lidn−1 (s) =

n

s
·
(n − 1)!

s(n−1)+1
=

n!

sn+1
.

b) Sei a ∈ R. Für alle s ∈ H0 gilt

Lh (s) =

∞
∫

0

sin (at) · e−st dt =

[

sin (at) ·
e−st

−s

]t=∞

t=0

−

∞
∫

0

cos (at) · a ·
e−st

−s
dt

=
a

s
·

∞
∫

0

cos (at) · e−st dt =
a

s
·

[

cos (at) ·
e−st

−s

]t=∞

t=0

−
a

s
·

∞
∫

0

(− sin (at) · a) ·
e−st

−s
dt

=
a

s
·
1

s
−

a2

s2
·

∞
∫

0

sin (at) · e−st dt =
a

s2
−

a2

s2
· Lh (s) .

Damit folgt für alle s ∈ H0

s2 + a2

s2
· Lh (s) =

a

s2
bzw. Lh (s) =

a

s2 + a2
.

Aufgabe 63 (Ableitungen und Multiplikation von Laplace–Transformierten)

a) Zeigen Sie für alle n ∈ N, alle σ0 ∈ R und alle f ∈ L (σ0)

L
(n)
f = L(− id)n·f ,

wobei id :

{ C → C
s 7→ id (s) := s

}

die Identität ist.

b) Für alle f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

mit

x
∫

0

|f (t)| dt < ∞ für alle x ∈ D und alle

g :

{

D → C
x 7→ g (x)

}

mit

x
∫

0

|g (t)| dt < ∞ für alle x ∈ D definiert man

f ⋆ g :















D → C
x 7→ (f ⋆ g) (x) :=

x
∫

0

f (y) · g (x − y) dy















.

Zeigen Sie für alle σ0 ∈ R, alle f ∈ L (σ0) und alle g ∈ L (σ0)

Lf⋆g = Lf · Lg !
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Lösung:

a) Seien σ0 ∈ R und f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

∈ L (σ0).

Wegen der absoluten Konvergenz von

∞
∫

0

f (t) · e−st dt für alle s ∈ Hσ0
, darf die Integration

mit einem Differentialoperator vertauscht werden.

Also ist für alle n ∈ N und alle s ∈ Hσ0

L
(n)
f (s) =

dn

dsn

∞
∫

0

f (t) · e−st dt =

∞
∫

0

f (t) ·
dn

dsn
e−st dt.

Induktionsanfang: Es ist d1

ds1 e
−st = d

ds
e−st = −t · e−st = (−t)1 · e−st.

Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein k ∈ N mit dk

dsk e−st = (−t)k · e−st.

Induktionsschluss: Dann gilt dk+1

dsk+1 e
−st = d

ds

(

dk

dsk e−st
)

= d
ds

(

(−t)k · e−st
)

= (−t)k+1 · e−st.

Damit folgt für alle n ∈ N und alle s ∈ Hσ0

L
(n)
f (s) =

∞
∫

0

f (t) · (−t)n · e−st dt =

∞
∫

0

((− id)n · f) (t) · e−st dt = L(− id)n·f (s) .

b) Seien σ0 ∈ R, f :

{

D → C
x 7→ f (x)

}

∈ L (σ0) und g :

{

D → C
x 7→ g (x)

}

∈ L (σ0).

Dann gilt für alle s ∈ Hσ0

Lf⋆g (s) =

∞
∫

0

(f ⋆ g) (t) · e−st dt

=

∞
∫

0





t
∫

0

f (y) · g (t − y) dy



 · e−st dt

=

∞
∫

0





∞
∫

y

f (y) · g (t − y) · e−st dt



dy

=

∞
∫

0

f (y) ·





∞
∫

y

g (t − y) · e−s·(t−y) dt



 · e−sy dy

=

∞
∫

0

f (y) · e−sy ·





∞
∫

0

g (x) · e−sx dx



dy

= Lg (s) ·

∞
∫

0

f (y) · e−sy dy

= Lg (s) · Lf (s)

= (Lf · Lg) (s) .
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