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⌊x⌋
∑

n=1

µ (n) = o (x)





Zeigen Sie

lim
x→∞





1

x
·

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n)



 = 0 !

Tipp: Zeigen Sie mit dem Newman’schen Tauber–Satz, dass

∞
∫

0

e−t ·
⌊et⌋
∑

n=1

µ (n) dt konvergiert

und folgern Sie hieraus die Behauptung!

Lösung:

Seien M :











R+ → R
x 7→ M (x) :=

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n)











und f :







R+ ∪ {0} → R
t 7→ f (t) :=

M (et)

et







.

Für alle x ∈ R+ gilt

|M (x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
⌊x⌋
∑

n=1

|µ (n)| ≤
⌊x⌋
∑

n=1

1 = ⌊x⌋ ≤ x

und deshalb ist f auf R+ ∪ {0} durch 1 beschränkt.

Sei 1A :











C → R
t 7→ 1A (t) :=

{

1, falls t ∈ A ist

0, falls t /∈ A ist











für alle A ⊆ C.

Für alle a ∈ R+ ∪ {0} folgt

a
∫

0

f (t) dt =

a
∫

0

M (et)

et
dt =

a
∫

0

e−t ·
⌊ea⌋
∑

n=1

1[1;et] (n) · µ (n) dt =

⌊ea⌋
∑

n=1

µ (n) ·
a

∫

0

1[1;et] (n)

et
dt

=

⌊ea⌋
∑

n=1

µ (n) ·
a

∫

ln(n)

e−t dt =

⌊ea⌋
∑

n=1

µ (n) ·
[

−e−t
]t=a

t=ln(n)
=

⌊ea⌋
∑

n=1

µ (n)

n
− 1

ea
·
⌊ea⌋
∑

n=1

µ (n)

und insbesondere ist f auf [0; a] Riemann–integrierbar.
Für alle s ∈ C mit Re (s) > 1 und alle x ∈ R+ folgt mit partieller Summation

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n)

ns
=

1

xs
·

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n) −
x

∫

1

⌊t⌋
∑

n=1

µ (n) ·
(

d

dt
t−s

)

dt =
M (x)

xs
+ s ·

x
∫

1

M (t)

ts+1
dt.
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Die Substitutionen u := ln (t) und z := s − 1 liefern für alle z ∈ C mit Re (z) > 0 und alle
x ∈ R+

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n)

nz+1
=
M (x)

x1+z
+ (z + 1) ·

ln(x)
∫

0

M (eu)

eu
· e−uz du.

Für alle z ∈ C mit Re (z) > 0 ist lim
x→∞

M (x)

x1+z
= 0 wegen

0 ≤ lim
x→∞

∣

∣

∣

∣

M (x)

x1+z

∣

∣

∣

∣

= lim
x→∞

|M (x)|
x1+Re(z)

≤ lim
x→∞

x

x1+Re(z)
= lim

x→∞

1

xRe(z)
= 0.

Für alle z ∈ C mit Re (z) > 0 konvergiert

∞
∫

0

M (eu)

eu
· e−uz du absolut wegen

∞
∫

0

∣

∣

∣

∣

M (eu)

eu
· e−uz

∣

∣

∣

∣

du =

∞
∫

0

|M (eu)|
eu

· e−uRe(z) du ≤
∞

∫

0

e−u Re(z) du =

[

e−u Re(z)

−Re (z)

]u=∞

u=0

=
1

Re (z)
.

Wegen
∞

∑

n=1

µ (n)

ns
=

1

ζ (s)
für alle s ∈ C mit Re (s) > 1 folgt also für alle z ∈ C mit Re (z) > 0

1

(z + 1) · ζ (z + 1)
=

∞
∫

0

f (t) · e−tz dt.

Wegen der Nullstellenfreiheit von ζ auf der 1–Geraden und da Nullstellen holomorpher Funk-
tionen diskret liegen, ist die linke Seite analytisch fortsetzbar auf ein Gebiet, dass die imaginäre
Achse umfasst und mit dem Newman’schen Tauber–Satz 7.8 folgt, dass

∞
∫

0

M (et)

et
dt konvergiert.

Annahme: lim sup
x→∞

M(x)
x

> 0

Wegen
∣

∣

∣

M(x)
x

∣

∣

∣
= |M(x)|

x
≤ 1 für alle x ∈ R+ gibt es ein α ∈ (0; 1] mit lim sup

x→∞

M(x)
x

= α.

Insbesondere gibt es eine Folge u :

{ N → R+

ℓ 7→ uℓ

}

mit

lim
ℓ→∞

uℓ = ∞ und M (euℓ) ≥ α

2
· euℓ

für alle ℓ ∈ N.
Für alle x ∈ R+ und alle y ∈ R+ mit y ≤ x gilt

M (x) =

⌊x⌋
∑

n=1

µ (n) =

⌊y⌋
∑

n=1

µ (n) +

⌊x⌋
∑

n=⌊y⌋+1

µ (n) ≥M (y) −
⌊x⌋
∑

n=⌊y⌋+1

1

= M (y) − (⌊x⌋ − ⌊y⌋) ≥M (y) − (x− y + 1) .
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Damit folgt für alle c ∈ R+ und alle ℓ ∈ N
uℓ+c
∫

uℓ

M (et)

et
dt ≥

uℓ+c
∫

uℓ

M (euℓ) − (et − euℓ + 1)

et
dt

≥
(

M (euℓ) − euℓ+c + euℓ − 1
)

·
uℓ+c
∫

uℓ

e−t dt

=
(

M (euℓ) − euℓ+c + euℓ − 1
)

·
(

e−uℓ − e−uℓ−c
)

=
M (euℓ)

euℓ
·
(

1 − e−c
)

+ (−ec + 1) ·
(

1 − e−c
)

− 1 − e−c

euℓ

≥
(

α

2
+ (1 − ec) − 1

euℓ

)

·
(

1 − e−c
)

Für alle c ∈
(

0; ln
(

1 + α
4

))

und alle ℓ ∈ N mit uℓ > ln
(

8
α

)

folgt

uℓ+c
∫

uℓ

M (et)

et
dt ≥

(

α

2
+ (1 − ec) − 1

euℓ

)

·
(

1 − e−c
)

≥ α

8
·
(

1 − e−c
)

> 0.

Wegen lim
ℓ→∞

uℓ = ∞ divergiert

∞
∫

0

M (et)

et
dt nach dem Cauchy–Konvergenzkriterium.

Dies ist ein Widerspruch zum oben Bewiesenen.
Analog konsturiert man einen Widerspruch zur Annahme, dass lim inf

x→∞
M(x)

x
< 0 sei.

Insbesondere folgt die Behauptung wegen

0 ≤ lim inf
x→∞

M (x)

x
≤ lim sup

x→∞

M (x)

x
≤ 0.

Aufgabe 65 (Größenordnung der n–ten Primzahl)

Sei p :

{ N → P
n 7→ pn

}

mit n = # {q ∈ P| q ≤ pn} für alle n ∈ N.

Das heißt, pn ist für alle n ∈ N die n–te Primzahl.
Zeigen Sie

lim
n→∞

(

pn

n · ln (n)

)

= 1 !

Lösung:
Für alle δ ∈ R+ gibt es wegen des Primzahlsatzes ein n1 (δ) ∈ N mit

p1−δ
n ≤ π (pn) = n ≤ p1+δ

n

für alle n ∈ N mit n ≥ n1 (δ).
Logarithmieren liefert für alle δ ∈ R+ und alle n ∈ N mit n1 (δ)

(1 − δ) · ln (pn) ≤ ln (n) ≤ (1 + δ) · ln (pn) .

Für alle δ ∈ R+ gibt es wiederum wegen des Primzahlsatzes ein n2 (δ) ∈ N mit

(1 − δ) · pn

ln (pn)
≤ π (pn) = n ≤ (1 + δ) · pn

ln (pn)

für alle n ∈ N mit n ≥ n2 (δ).
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Für alle δ ∈ R+ und alle n ∈ N mit n ≥ n0 (δ) := max {n1 (δ) ;n2 (δ)} gilt also

pn

n · ln (n)
≥

n·ln(pn)
1+δ

n · ln (n)
=

1

1 + δ
· ln (pn)

ln (n)
≥ 1

(1 + δ)2 = 1 − 2δ + δ2

(1 + δ)2 .

Für alle δ ∈ (0; 1) und alle n ∈ N mit n ≥ n0 (δ) gilt außerdem

pn

n · ln (n)
≤

n·ln(pn)
1−δ

n · ln (n)
=

1

1 − δ
· ln (pn)

ln (n)
≤ 1

(1 − δ)2 = 1 +
2δ − δ2

(1 − δ)2 .

Für alle δ ∈
[

−
√

3;
√

3
]

ist
2δ + δ2

(1 + δ)2 ≤ 2δ − δ2

(1 − δ)2 wegen

2δ − δ2

(1 − δ)2 − 2δ + δ2

(1 + δ)2 = δ · (2 − δ) · (1 + 2δ + δ2) − (2 + δ) · (1 − 2δ + δ2)

(1 − δ)2 · (1 + δ)2

= δ · 2 + 4δ + 2δ2 − δ − 2δ2 − δ3 − 2 + 4δ − 2δ2 − δ + 2δ2 − δ3

(1 − δ)2 · (1 + δ)2

= δ · 6δ − 2δ3

(1 − δ)2 · (1 + δ)2
=

2δ2 · (3 − δ2)

(1 − δ)2 · (1 + δ)2 ≥ 0.

Für alle δ ∈ (0; 1) und alle n ∈ N mit n ≥ n0 (δ) folgt also

− 2δ + δ2

(1 + δ)2 ≤ pn

n · ln (n)
− 1 ≤ 2δ − δ2

(1 − δ)2 bzw.

∣

∣

∣

∣

pn

n · ln (n)
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ 2δ + δ2

(1 + δ)2 .

Für alle ε ∈ (0; 1) seien nun δε ∈
(

0; min
{

1; 1√
1−ε

− 1
})

und N0 (ε) := n0 (δε).

Für alle ε ∈ (0; 1) und alle n ∈ N mit n ≥ N0 (ε) folgt
∣

∣

∣

∣

pn

n · ln (n)
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ 2δε + δ2
ε

(1 + δε)
2 = 1 − 1

(1 + δε)
2 < 1 − 1

(

1 + 1√
1−ε

− 1
)2 = ε.

Aufgabe 66 (Größenordnung von ω)

Sei ω :

{ N → N0

n 7→ ω (n) := # {p ∈ P| p teilt n}

}

.

a) Zeigen Sie

#

{

n ∈ N \ {1}
∣

∣

∣

∣

ω (n) > (1 − ε) · ln (n)

ln (ln (n))

}

= ∞

für alle ε ∈ R+ !

b) Zeigen Sie, dass für alle ε ∈ R+ ein n0 (ε) ∈ N \ {1; 2} mit

ω (n) ≤ (1 + ε) · ln (n)

ln (ln (n))

für alle n ∈ N mit n ≥ n0 (ε) existiert!

Tipp: Zahlen mit „besonders großem“ ω–Wert sind die Produkte aller Primzahlen, die kleiner
als eine positive reelle Zahl sind.
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Lösung:

Sei ϑ :















R+ → R
x 7→ ϑ (x) :=

⌊x⌋
∑

p=1
p∈P ln (p)















. Für alle x ∈ R+ gilt nach dem Satz von Qebyx�v†

ϑ (x) =

⌊x⌋
∑

p=1
p∈P ln (p) =

∑

(p,a)T ∈P×N
pa≤x

ln (p) −
∑

(p,a)T∈P×N
pa≤x und a6=1

ln (p) =

⌊x⌋
∑

n=1

Λ (n) −
⌊√x⌋
∑

p=1
p∈P ln (p) ·

⌊ ln(x)
ln(p)⌋
∑

a=2

1

= ψ (x) +O






ln (x) ·

⌊√x⌋
∑

p=1
p∈P 1






= ψ (x) +O

(

ln (x) ·
√
x

ln (
√
x)

)

= ψ (x) +O
(

x
1
2

)

.

Insbesondere folgt mit dem Primzahlsatz

lim
x→∞

ϑ (x)

x
= 1.

Sei n :















R+ → N
x 7→ nx :=

⌊x⌋
∏

p=1
p∈P p 













. Dann folgt ω (nx) = π (x) für alle x ∈ R+.

Nach dem Primzahlsatz gibt es also für alle δ ∈ R+ ein x1 (δ) ∈ R+ mit x1 (δ) > 1 und

x

ln (x)
· (1 − δ) ≤ ω (nx) ≤

x

ln (x)
· (1 + δ)

für alle x ∈ R+ mit x ≥ x1 (δ).
Wegen lim

x→∞
ϑ(x)

x
= 1 gibt es für alle δ ∈ R+ ein x2 (δ) ∈ R+ mit x2 (δ) ≥ 2 und

x · (1 − δ) ≤ ln (nx) = ln







⌊x⌋
∏

p=1
p∈P p =

⌊x⌋
∑

p=1
p∈P ln (p) = ϑ (x) ≤ x · (1 + δ) .

für alle x ∈ R+ mit x ≥ x2 (δ).
Für alle δ ∈ (0; 1) und alle x ∈ R+ mit x ≥ x2 (δ) folgt

ln (x) + ln (1 − δ) ≤ ln (ln (nx)) ≤ ln (x) + ln (1 + δ) .

Wegen lim
x→∞

nx = ∞ gibt es für alle δ ∈ (0; 1) ein x3 (δ) ∈ R+ mit x3 (δ) ≥ 3 und

ln (ln (nx)) − ln (1 − δ) ≤ ln (ln (nx)) · (1 + δ)

und

ln (ln (nx)) · (1 − δ) ≤ ln (ln (nx)) − ln (1 + δ)

für alle x ∈ R+ mit x ≥ x3 (δ).

†sprich: „Chebyshev“
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a) Für alle δ ∈ (0; 1) und alle x ∈ R+ mit x ≥ max {x1 (δ) ; x2 (δ) ; x3 (δ)} folgt

ω (nx) ≥
x

ln (x)
· (1 − δ) ≥ ln (nx)

ln (ln (nx)) − ln (1 − δ)
· 1 − δ

1 + δ

≥ ln (nx)

ln (ln (nx))
· 1 − δ

(1 + δ)2 =
ln (nx)

ln (ln (nx))
·
(

1 − 3δ + δ2

(1 + δ)2

)

.

Wähle für alle ε ∈ R+ ein δε ∈ (0; 1) mit
3δε+δ2

ε

(1+δε)2
< ε und x0 (ε) := max {x1 (δε) ; x2 (δε) ; x3 (δε)}.

Dann gilt für alle ε ∈ R+ und alle x ∈ R+ mit x ≥ x0 (ε)

ω (nx) ≥
ln (nx)

ln (ln (nx))
·
(

1 − 3δε + δ2
ε

(1 + δε)
2

)

>
ln (nx)

ln (ln (nx))
· (1 − ε) .

b) Für alle δ ∈ (0; 1) und alle x ∈ R+ mit x ≥ max {x1 (δ) ; x2 (δ) ; x3 (δ)} folgt

ω (nx) ≤
x

ln (x)
· (1 + δ) ≤ ln (nx)

ln (ln (nx)) − ln (1 + δ)
· 1 + δ

1 − δ

≤ ln (nx)

ln (ln (nx))
· 1 + δ

(1 − δ)2 =
ln (nx)

ln (ln (nx))
·
(

1 +
3δ − δ2

(1 − δ)2

)

.

Wähle für alle ε ∈ R+ ein δε ∈ (0; 1) mit
3δε−δ2

ε

(1−δε)2
< ε und x0 (ε) := max {x1 (δε) ; x2 (δε) ; x3 (δε)}.

Dann gilt für alle ε ∈ R+ und alle x ∈ R+ mit x ≥ x0 (ε)

ω (nx) ≤
ln (nx)

ln (ln (nx))
·
(

1 − 3δε − δ2
ε

(1 − δε)
2

)

≤ ln (nx)

ln (ln (nx))
· (1 + ε) .

Wegen

lim
x→∞

ln (x)

ln (ln (x))
= lim

x→∞

1
x
1

x·ln(x)

= lim
x→∞

(ln (x)) = ∞

und
d

dx

(

ln (x)

ln (ln (x))

)

=

ln(ln(x))
x

− ln(x)
x·ln(x)

(ln (ln (x)))2 =
ln (ln (x)) − 1

x · (ln (ln (x)))2 > 0

für alle x ∈ R+ mit x > ee gibt es ein n0 ∈ N \ {1; 2} mit

ln (y)

ln (ln (y))
≤ ln (x)

ln (ln (x))

für alle y ∈ R+ mit y ≥ 3 und alle x ∈ R+ mit x ≥ max {y;n0}.

Sei nun y :

{ N → R+

m 7→ ym

}

derart, dass ω (m) = π (ym) für alle m ∈ N ist.

Für alle x ∈ R+ gilt
nx = min {m ∈ N|ω (m) = π (x)}.

Damit folgt für alle ε ∈ R+ und alle m ∈ N mit m ≥ max
{

n0;nx0(ε)

}

ω (m) = π (ym) ≤ π (max {ym; x0 (ε)}) = ω
(

nmax {ym,x0(ε)}
)

≤ ln
(

nmax {ym,x0(ε)}
)

ln
(

ln
(

nmax {ym,x0(ε)}
)) · (1 + ε) ≤ ln (m)

ln (ln (m))
· (1 + ε) .
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