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Erganzungen zur

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Die Menge {tw + (1 —t) - z € C|t € R} heifst ,Gerade in C durch w € C und z € C\ {w}* und
die Menge {z € C||z — w| = r} heifst ,Kreis in C um w € C mit dem Radius r € R* U {0}".
Ist G eine Menge von Geraden in C und K eine Menge von Kreisen in C, so sei f (G,K) die
Menge der Zahlen in C, die durch

e den Schnittpunkt zweier Geraden aus G,
e cinen Schnittpunkt zweier Kreise aus I oder
e cinen Schnittpunkt einer Geraden aus G und eines Kreis aus

definiert sind.
Aukerdem wird mit < (g, h) fiir g € G und h € G der kleinste nicht-negative Winkel bezeichnet,
um den g mathematisch positiv gedreht werden muss, um parallel zu h zu sein.

Sei M C C. Seien Gpq die Menge aller Geraden, die durch zwei Punkte aus M laufen und
Ko die Menge aller Kreise um einen Punkt aus M mit einem Radius, der der Lénge des
Abstands eines Punktes aus M zum Mittelpunkt des Kreises entspricht.

Fiir alle n € N seien nun M, :== f (Grmn—1, Krmn—1), G, die Menge aller Geraden, die durch
zwei Punkte aus M, laufen und Ky, die Menge aller Kreise um einen Punkt aus M,, mit
einem Radius, der der Lange des Abstands eines Punktes aus M, zum Mittelpunkt des Kreises
entspricht.

Seien A == MU G M, Ga,, = O Gmpn und Kp ,, = O K-
=1 n=0 n=0

Ay heilst Menge éer aus M konstruierbaren Zahlen.

Aufgabe 67 (Fliegender Zirkel und Parallelen)
Sei M C C derart, dass es ein w € Ay und ein z € Ay \ {w} gibt.

a) Zeigen Sie, dass fiir w € Ay und z € A\ {w} auch die dritte Spitze eines gleichseitigen
Dreiecks, dessen eine Seite die Strecke von w nach z ist, in A liegt!

b) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabenteil a), dass fiir s € Ay, w € Ay und z € Ay
der Kreis um s mit dem Radius |w — 2| in Kp,, liegt!

Tipp: Verwenden Sie ein gleichseitiges Dreieck mit den Ecken s und w !

c) Zeigen Sie, dass fiir z € Ay und g € Ga,, auch die Senkrechte zu g durch z in Gy ,, liegt!

Folgern Sie hieraus, dass auch die Parallele zu g durch z in Gp ,, liegt!

bitte wenden



Aufgabe 68 (A, N R ist ein Unterkorper von R und A 4 ist ein Unterkorper von C)

a) Zeigen Sie, dass mit w € Ay und z € Ay auch —w € Ay und w + z € Ay sind, wenn
0€ Ay und M C C sind!

b) Zeigen Sie, dass fiir M C C, g1 € Ga,,, M1 € Ga,,, 92 € Ga,, und hy € Gp einky € G,
ein ky € Ga,, und ein k3 € Ga,, mit

< (gl, ]{31) = % - (gl, hl) s < (gl, ]{32) =1 - (gl, hl) (falls < (gl, hl) 7A 0 iSt)

< (g1, h1) + < (g2, h2) , falls < (g1, h1) + << (g2, ho) < 7 ist
und < (gl, k’g) = .
< (gl, hl) + < (gg, hg) -, falls < (gl, hl) + < (gg, hg) > 7 ist

existieren, wenn es ein w € A und ein z € A \ {w} gibt!

Bemerkung: Das heifit, Winkel kénnen halbiert, gespiegelt und addiert werden.

c) Zeigen Sie fir M C C,z € R,y € Rund z € R\ {0} dass zy € Ay und 1 € Ay sind,
wenn {0;1;z;y; 2} C A gilt!

Aufgabe 69 (Konstruktion der Wurzel einer nicht-negativen reellen Zahl)
Seien M C C mit 0 € Aps und 1 € Ay,
Zeigen Sie, dass /x € A ist, wenn 2 € Ay N R mit 2 > 0 ist!

Zusatzaufgabe (Konstruktion eines regelméfigen Fiinfecks)

Seien M C C derart, dass Ga,, # 0 ist, und (w, 2" e A3, mit w # z.

Zeigen Sie, dass |p — ¢| mit p und ¢ wie folgt die Seitenlénge eines regelméfigen Fiinfecks mit
Umbkreisradius |w — z| ist!

Die Gerade durch w und z ist in Ga,,.
" Der Kreis um w mit Radius |w — 2| ist in Ka,,.
Die Senkrechte durch w auf die Gerade durch w
und z ist in Ga ,,. Sei p € C der Schnittpunkt der
Senkrechten mit dem Kreis.
| Der Kreis um z mit Radius |z —w| ist in Ka,,
und schneidet den Kreis um w mit Radius |w — 2|
in den Punkten ¢ € C und b € C\ {a}.
Deshalb ist die Gerade durch @ und b in Gp ,, und
schneidet die Gerade durch w und z in ¢ € C.

. Der Kreis um ¢ mit dem Radius [p — ¢| ist in Kp ,,.

Sei g € C der Schnittpunkt dieses Kreises mit der
Geraden durch w und z.

Tipp: Um die Lange der Seite eines regelméfigen Fiinfecks in Abhéngigkeit des Umkreisradius’
des Fiinfecks zu berechnen, betrachtet man die Gleichung 0 = C% + % +1+¢+¢?% in der

¢ € C eine fiinfte Einheitswurzel ist. Damit kann man 2Re (¢) = ( + % bestimmen.
Re (¢) ist der Kosinuswert des Schnittwinkels zweier Winkelhalbierenden des Fiinfecks.

Mit
sin (2a) = 2 - sin (a) - cos (o) = 2 - sin () - /1 — sin? ()
:2-cos(g—a)-\/1—cos2(g—a)

fiir alle @« € R kann man dann die Seitenldnge des regelméfigen Fiinfecks bestimmen.




