Albert—Ludwigs—Universitéit Freiburg Ubungen zur Vorlesung

Institut fiir Mathematik .
Abteilung fiir Reine Mathematik Erganzungen zur

Prof. Dr. D. Wolke Elementaren Zahlentheorie
Dipl.-Math. S. Feiler Wintersemester 2009/2010

9. Ubungsblatt — Musterldsung
16. Dezember 2009

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Die Menge {tw + (1 —t) - z € C|t € R} heifst ,Gerade in C durch w € C und z € C\ {w}* und
die Menge {z € C||z — w| = r} heifst ,Kreis in C um w € C mit dem Radius r € R* U {0}
Ist G eine Menge von Geraden in C und K eine Menge von Kreisen in C, so sei f (G,K) die
Menge der Zahlen in C, die durch

e den Schnittpunkt zweier Geraden aus G,
e cinen Schnittpunkt zweier Kreise aus I oder
e cinen Schnittpunkt einer Geraden aus G und eines Kreis aus

definiert sind.
Aufserdem wird mit < (g, h) fiir g € G und h € G der kleinste nicht-negative Winkel bezeichnet,
um den g mathematisch positiv gedreht werden muss, um parallel zu h zu sein.

Sei M C C. Seien Gpq die Menge aller Geraden, die durch zwei Punkte aus M laufen und
Ko die Menge aller Kreise um einen Punkt aus M mit einem Radius, der der Lange des
Abstands eines Punktes aus M zum Mittelpunkt des Kreises entspricht.

Fiir alle n € N seien nun M,, :== f (Grmn—1, Crmn—1), G die Menge aller Geraden, die durch
zwei Punkte aus M,, laufen und Kpy, die Menge aller Kreise um einen Punkt aus M,, mit
einem Radius, der der Lange des Abstands eines Punktes aus M,, zum Mittelpunkt des Kreises
entspricht.

Seien A := MU GM”’ Oa, = [OJQM,,L und Ka,, = [OJICM,L.
0

n=1 n=0 n=
Ay heifst Menge der aus M konstruierbaren Zahlen.

Aufgabe 67 (Fliegender Zirkel und Parallelen)
Sei M C C derart, dass es ein w € Ay und ein z € Ay \ {w} gibt.

a) Zeigen Sie, dass fiir w € Ay und z € A\ {w} auch die dritte Spitze eines gleichseitigen
Dreiecks, dessen eine Seite die Strecke von w nach z ist, in A liegt!

b) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabenteil a), dass fiir s € Ay, w € Ay und z € Ay
der Kreis um s mit dem Radius |w — 2| in Ka,, liegt!

Tipp: Verwenden Sie ein gleichseitiges Dreieck mit den Ecken s und w !

c) Zeigen Sie, dass fiir z € Ay und g € Ga,, auch die Senkrechte zu g durch z in Gp ,, liegt!

Folgern Sie hieraus, dass auch die Parallele zu g durch z in Ga ,, liegt!



Losung:

a) Seien w € Ay und z € Ap \ {w}.

b) Seien s € Ay, w € Ap und z € A .

Der Kreis um w mit Radius
|w — z| ist in Kp,,. Aukerdem ist
der Kreis um z mit Radius |z — w|
in Ka,,. Die Schnittpunkte der
beiden Kreise sind die gesuchten
Spitzen der gleichseitigen Dreie-
cke.

Ist w = z, so ist |[w — z| = 0 und der Kreis vom Radius 0 um s liegt in KCp .
Ist s € {w, 2z}, so ist der Kreis um s mit Radius |w — z| trivialerweise in Ka,,.

Seien nun also w # z und w # s # z vorausgesetzt.

Wegen

s —cl=|s—c[+]s—a
=la—c| —|w—a|
=la —b| — |w — a|
=|w — b

=|w — 2|

folgt die Behauptung.

Nach Aufgabenteil a) ist die Spitze
a € C eines gleichseitigen Dreiecks
mit den Ecken w und s in A .
Der Kreis um w mit Radius |w — z|
ist in KCa ,,. Die Gerade durch a und
w ist in Ga ,,. Der weiter von a ent-
fernte Schnittpunkt des Kreises mit
der Geraden b € C ist damit in A .
Der Kreis um a mit Radius |a — b
ist in Kp,, und die Gerade durch a
und s ist in Gp ,,. Damit ist deren
naher bei s gelegener Schnittpunkt
c€ Cistin Apy.

Zuguterletzt ist der Kreis um s mit
dem Radius |s — ¢| in Ka,,.
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c) Seien z € Ay und g € Ga,,-
b

Ay

Es gibt ein w € (gNAxm) \ {2}, da g € Ga,, und damit eine Gerade durch zwei Punkte
aus A, ist.

Der Kreis um z mit dem Radius |z — w] ist in Kp,, und schneidet g. Gibt es nur einen
Schnittpunkt, so ist das w und die Gerade durch w und z steht senkrecht auf g, da g eine
Tangente an den Kreis ist.

Gibt es zwei Schnittpunkte, so sei a € C\ {w} der zweite Schnittpunkt.

Die Kreise um @ und w mit den Radien |a — w]| liegen in Kp,, und schneiden sich in

be C\{z}.
Die Gerade h durch z und b ist in Ga,, und steht senkrecht auf g.

Will man die Parallele zu g durch z konstruieren, so muss man lediglich die Senkrechte
zu h durch z genau wie im angegebenen Verfahren konstruieren.

Aufgabe 68 (A, N R ist ein Unterkorper von R und A ist ein Unterkorper von C)

a) Zeigen Sie, dass mit w € Ay und z € Ay auch —w € Ay und w + z € Ay sind, wenn
0€ Ay und M C C sind!

b) Zeigen Sie, dass fir M C C, g1 € Ga,,, 1 € Ga s 92 € Ga,, und hy € Ga,, einky € Ga,,,
ein ky € Ga,, und ein k3 € Gp,, mit
< (gl, kl) = % B (gl, hl) s < (gl, k)g) =1 — (91, hl) (falls 2l (91, hl) 7& 0 iSt)

< (gl, hl) + < (92, h2) s falls < (gl, hl) + < (QQ, hg) < 7 ist

und < (g1, k3) = .
(gl 3) {<I (gl, hl) + < (gz, hQ) — T, falls < (gl, hl) =+ < (gg, hg) Z T 1st

existieren, wenn es ein w € Ay, und ein z € Ay, \ {w} gibt!
Bemerkung: Das heiftt, Winkel konnen halbiert, gespiegelt und addiert werden.

c) Zeigen Sie fir M C C,z € R,y € Rund z € R\ {0} dass zy € Ay und % € A sind,
wenn {0;1;z;y; 2} C A gilt!



Losung:

a) Seien w € Ay und z € A .

Wegen 0 € Ay, ist die Gerade durch 0 und w
—w in Ga,,. Aulerdem ist der Kreis um 0 mit Radi-
w us |w— 0] in Ka,,. Die Schnittpunkte von Gerade
und Kreis sind gerade w und —w.
Wegen 0 € Ay und Aufgabe 67 b) ist der Kreis
um w mit Radius |z — 0| in Kpa,,. Auferdem ist
A der Kreis um z mit Radius |w — 0] in Ka,,. Ein
“' Schnittpunkt der beiden Kreise ist gerade w + z.

b) Seien g1 € QAM, hy € QAM, gs € QAM und hy € QAM.
Halbieren:

Ist g, parallel zu hy, so sei k; die Senkrechte auf g; durch einen der g; definierenden
Punkte. Nach Aufgabe 67 c) liegt diese in Ga,,. g1 schneide nun also h;.

Sei a € C der Schnittpunkt von g; und h;.
Es gibt ein w € A\ {a} und der Kreis um a
mit Radius |a — w| ist in Ka,,. Ein Schnitt-
punkt des Kreises mit g; sei b, der b in ma-
thematisch positiver Richtung niherliegende
Schnittpunkt des Kreises mit h; sei c.

Die Kreise um b mit Radius |0 — a| und um ¢
mit Radius |c¢ — a| sind in ICp,, und schnei-
den sich in a und in d € C\ {a}.

Sei k; die Gerade durch a und d.

Spiegeln:
Sei nun ¢; nicht parallel zu h;.

Sei a € € der Schnittpunkt von g; und h;.
Es gibt ein w € A\ {a} und der Kreis um
a mit Radius |a — w| ist in Ka,,.

Der Kreis und hy schneiden sich in b € C.
Der Kreis um b mit Radius |b — a ist in Ka,,
und schneidet g; in a und in ¢ € C\ {a}.
Der Kreis um ¢ mit Radius |¢ — b| ist in KCa ,,
und schneidet den Kreis um a mit Radius
la —b| in bund in d € C\ {b}.

Sei ks die Gerade durch a und d.




Addieren:
Sind g und hs parallel, so sei k3 := hy. Seien nun also g» und hy nicht parallel.

Sei a € C ein Schnittpunkt von g; und h;.

Sei s € C der Schnittpunkt von g, und hs.

Es gibt ein w € goNA mit w # s, da g; eine Gerade
durch zwei verschiedene Punkte aus A ) ist.

Der Kreis um s mit Radius |s —w| ist in Ka,,. Sei
z € C derjenige Schnittpunkt dieses Kreises mit ho,
der in mathematisch positiver Richtung néher an w
liegt.

Nach Aufgabenteil 67 b) ist der Kreis um a mit Ra-
dius [s —w| in Kp,,. Er schneidet hy in b € C.
Nach Aufgabenteil 67 b) ist der Kreis um b mit Ra-
dius |w —z| in Ka,,. Sei ¢ € C derjenige Schnitt-
punkt dieses Kreises mit dem Kreis um a mit Radius
|s — w|, der in mathematisch positiver Richtung né-
her an b liegt.

Sei ks die Gerade durch a und c.

c) Seien z € R, y € R und z € R\ {0}. Es gelte {0; 1;z;y; 2} C A .

Produkt:

Ist {z;y} N{0;1} # 0, so ist xy € A wegen {0;z;y} C A

Es gelte also 0 # x # 1 und 0 # y # 1.
Die Kreise um 0 und um 1 mit den Radien
|1 — 0] sind in KCp,, und schneiden sich in

a e C.
Die Gerade durch 0 und a ist in Ga,, und

‘ der Kreis um 0 mit dem Radius |y — 0] ist
a in Ka,,. Ein Schnittpunkt der beiden sei
/ ‘ . beC.

Die Gerade durch a und z ist in Ga ,,. Nach
Aufgabenteil 67 c) ist die Parallele durch
b zur Geraden durch a und x ebenfalls in
Ga - Die Gerade durch 0 und 1 ist in Gp,,
und schneidet diese Parallele in ¢ € C.
Der Kreis um 0 mit Radius |¢ — 0] ist in
Ka ,, und schneidet die Gerade durch 0 und
1 in xy und —xy.

Beweis des letzten Satzes:

Nach dem Strahlensatz gilt
lc—=0] b0

z—0] Ja—0[

Nun sind |z — 0| = |z|, |a — 0| = [1 = 0| = [1] = 1 und |[b— 0| = |y — 0] = |y|.
Das liefert

lc — 0| B
jz—0]

b—0[ _

la = 0]

ol _

e = 0] = |z = 0] T = eyl =lzy =0l
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Quotient:

Istz:l,soist%zlGAM.SeivonnunanalsoO%z;él.

Die Kreise um 0 und um 1 mit den Radien
|1 — 0| sind in Ca,, und schneiden sich in
a€ C.

Die Gerade durch 0 und a ist in Gp,, und
der Kreis um 0 mit dem Radius |z — 0] ist
in Ka,,. Ein Schnittpunkt der beiden sei
beC.

Die Gerade durch b und 1 ist in Ga,,. Nach
Aufgabenteil 67 c) ist die Parallele durch
a zur Geraden durch b und 1 ebenfalls in
Ga ., Die Gerade durch 0 und 1 ist in Ga ,,
und schneidet diese Parallele in ¢ € C.
Der Kreis um 0 mit Radius |¢ — 0] ist in
Ka,, und schneidet die Gerade durch 0 und
1in % und —%.

Beweis des letzten Satzes:

Nach dem Strahlensatz gilt
lc—=0] |a—0|
1—0] [b—0|

Nun sind |[a — 0| =[1 =0/ =|1| =1 und |b — 0| = |z — 0] = |2|.
Das liefert

—0 -0 1
| = le—0] = 1 —o]- =0y a0l

=1 == -0l
10| b—0 ||

z

.

Aufgabe 69 (Konstruktion der Wurzel einer nicht-negativen reellen Zahl)
Seien M CCmit 0 € Ayyund 1 € Ayy.
Zeigen Sie, dass /T € Apq ist, wenn x € Ay N R mit x > 0 ist!

Losung:

Sei x € ApyyNR mit > 0. Ist 2 € {0;1}, so ist v/ =z € A Es gelte nun also 0 # z # 1.

d

o+

z+1

Da A, nach Aufgabe 68 ein Korper ist, sind wegen 1 € Ay, undz € Ayyauch2 =141 € A
und z + 1 € A . Wiederum mit der Kérpereigenschaft folgt % € A . (Die Konstruktion ist
in halber Grofe links nochmals dargestellt. )



Die Gerade durch 0 und 1 ist in Gp,,.

Der Kreis um xT“ mit Radius ‘xTH - O’ ist in Kp ,,. Die Sekrechte durch 1 zur Geraden durch
0 und 1 ist nach Aufgabenteil 67 ¢) in Gp ,,. Die Senkrechte schneidet den Kreis in ¢ € C.

Der Kreis um 0 mit dem Radius |¢ — 1| ist nach Aufgabenteil 67 b) in Ka,, und schneidet die
Gerade durch 0 und 1 in —/z und /2.

Beweis des letzten Satzes:
Seien u:=|c—0|=lc[,v:=|r+1—¢| und h:=|c—1].
Nach dem Satz des THALES’ ist das Dreieck mit den Ecken 0, ¢ und x + 1 rechtwinklig.
Auferdem sind die Dreiecke mit den Ecken 0, 1 und ¢ bzw. 1, z 4+ 1 und ¢ rechtwinklig.
Nach dem Satz des PYTHAGORAS’ folgen
le—0P +|z+1—c=]z+1-0, [1=0 +|c—1=]c—0
und le—1P+|z+1—-1 =z +1—¢.
Mit |[z+1—-0|=|z+1]=2z+1,|z+1—1] =]z =z und |1 — 0] = |1| = 1 folgt also
ul+0? = (z+1)%, 12+ h? =2 und h? 4+ 2* = 02
Setzt man die hinteren beiden Gleichungen in die erste Gleichung ein und multipliziert die
Klammer aus, so erhélt man
P4+ +22=22+2-2-1+12 bzw. 2h% = 2z.
Damit folgt
Vo =|hl=h=|c—-1]|.
Zusatzaufgabe (Konstruktion eines regelméfigen Fiinfecks)
Seien M C C derart, dass Ga,, # 0 ist, und (w, 2)" € A%, mit w # .
Zeigen Sie, dass |p — ¢| mit p und ¢ wie folgt die Seitenlénge eines regelméfigen Fiinfecks mit
Umkreisradius |w — z| ist!
Die Gerade durch w und z ist in Ga ,,.

" Der Kreis um w mit Radius |w — z| ist in Ka,,.
Die Senkrechte durch w auf die Gerade durch w
und z ist in Gp ,,. Sei p € C der Schnittpunkt der
Senkrechten mit dem Kreis.

Der Kreis um z mit Radius |z —w| ist in Kp,,

und schneidet den Kreis um w mit Radius |w — z|
| in den Punkten ¢ € C und b € C\ {a}.

Deshalb ist die Gerade durch a und b in Gp ,, und

schneidet die Gerade durch w und z in ¢ € C.

‘ Der Kreis um ¢ mit dem Radius [p — ¢| ist in Kp ,,.

Sei ¢ € C der Schnittpunkt dieses Kreises mit der
Geraden durch w und z.

Tipp: Um die Lénge der Seite eines regelmafigen Fiinfecks in Abhéngigkeit des Umkreisradius’
des Fiinfecks zu berechnen, betrachtet man die Gleichung 0 = CLQ + % +1+¢+¢?% in der

¢ € C eine fiinfte Einheitswurzel ist. Damit kann man 2Re (¢) = ¢ + ¢ bestimmen.
Re (¢) ist der Kosinuswert des Schnittwinkels zweier Winkelhalbierenden des Fiinfecks.

Mit
sin (2a) = 2 - sin (a) - cos (o) = 2 - sin (@) - /1 — sin? (a)
:2-COS<g—&)-\/1—COS2(7—2r—Oz)

fiir alle @« € R kann man dann die Seitenldnge des regelméfigen Fiinfecks bestimmen.
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Losung:
. o .
Fiir ¢ := €5 ist (° = e?™ = 1 und es folgt

1 1 1 i_ b
Gtetlt+C=5 ?;C__@ ¢

Damit ergibt sich

2
((+%) +(C+%)—1=(2+2 g+i+<’+1—1 12+1+1+<+§2_0.

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Ferner ist wegen ¢ - = [¢|* =1

1 ¢+1 ¢ (+( ¢+¢
O o S

Zusammengesetzt folgt
) _
(2-COS(—7T>—\/5 1)-(2-COS(
5 2
2
N\* (5 2\ \ o
2. 2) 2= =1(92. 27 2.9. il I
( cos( ) 2) <2) ( COS(5)> + cos(5)
2 2
27 1 1
- COS + 2‘cos(—>)—1:((+—> —i—(C—i——)—l
(2o (F)) + (2o (3 IRAG:
0.
WegenOS%”S%istZ-cos (?”) > 0 und damit folgt

2 V5 —1
cos | — | = .
5 4

|
=] Ot

Damit ergibt sich

Sin(g>:Sin(2-f—0):2~sin<110)'cos<%>:2~sin ) 1/1—sm )
:2'C08<g—110)'\/1—(3082<g—110>_2 cos 2%) \/1—0032<237T

—2.@ \/1 (\/5_1) \/3—1 \/16—(5—2 \/5.1+1)
16

_Vh-2- f+ /10+2 \/_ \/3— - (54+V5)
1 \/15—5 V5+3v5-5 1 [5-
T2 4 T2 2 '




Im nebenstehenden Bild wird klar, dass die Seiten-
lange z (1) eines regelméfigen Fiinfecks mit einem
Umkreisradius von r € R™ der folgenden Bedin-

gung genlgt:

& a
2(r)
& sin (Z) _ 2

5
Mit dem Vorhergehenden folgt

d 0

In der Konstruktion ist

wegen |w — b| = |z — b| und weil die Gerade durch b und ¢ senkrecht auf der Geraden durch w

und z, auf der c liegt, steht,
p—cl* =lp—w|* + e — wl?
nach dem Satz des PYTHAGORAS’,
lg—cl =Ip—d,
lg —wl=|g—c|—|c—w]|
und wiederum nach dem Satz des PYTHAGORAS’
p—a* =lg—w|*+|p - w[*.

Damit folgt

p—dl =/la— w + |p—wl* = /(g = el — e —w)® + Jw — 2

=yl — el = fow—21)? + o — 2P

2
:\/(\/\p—w]2+\c—w\2—%-\w—z|) + |w — z|?

2
:\/(\/\w—z\2—|—(%-\w—zDQ—%-]w—z]) + |lw — 2)?

Mit

5-5

2 2
1 1 5—1 5—2-v/5-1+1+4
Ji+-—-2) +1= V5 1= Vholaiad
49 2 4

folgt die Behauptung.
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