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Einleitung

Seien T und T*. zwei Theorien einer dreisortigen
Sprache mit den Sorten K, T und k . Wir nennen T
K*L Modellvervollstidndigung von T , wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind :

iyre ¥

ii) Zu jedem Modell (Kl,t.l,kl) von T gibt es ein

Modell (1<2,l' k2) von T mit

2°
(K, T ok € (K, ok, und (0 k) < (k)
(elementare Erweiterung) . :

iii) T st K* -modellvollstédndig , d.h.:
Flir je zwei ineinander enthaltene Modelle
(Kl,rl,kl) C (Kz,rz,k;) von T* mit
(l—l,ki) < (l‘z,kz) gilt
(Kl’ri’kl)‘ (Kz,l"z,kz) 5

In Satz II 7 wird gezeigt , daB es zu einer Theorie
- bis auf Aquivalenz - hdchstens eine K ®- Modellver-

vollstdndigung gibt.

Wir beschreiben bewertete K&rper mit einer dreisortigen
Sprache , der Sorte K flir den Kérper selbst , der Sorte r
fiir die Wertgruppe und der Sorte k flir den Restklassen-
kérper. In der vorliegenden Arbeit sollen diel(*lModell-
vervollstdndigungen verschiedener Theorien bewerteter

Kdérper untersucht werden.
Folgende Sdtze geben K*‘— Modellvervollstdndigungen an:

Satz V 5 I iii :
Sei Tm die Theorie der bewerteten Kérper der

Charakteristik o , deren Wertgruppe - wenn der
Restklassenkdrper die Charakteristik p hat - ein
kleinstes positives Element e mit v(p) = m-<
besitzt.

( v bezeichnet die Bewertungsabbildung.)

Dann ist die Theorie Tﬁ der henselschen Modelle




He
e

von T die K*‘- Modellvervollstidndigung von Tm G
m

SatzmV ol i1

Sei T, die Theorie der bewerteten Kdrper , die die

Bedingung A aus [61 ( S. 312 ) erfiillen.
Die K" - Modellvervollstdndigung von TA ist die

Theorie TM aller Modelle von TA , die keine echten
algebraischen unmittelbaren Erweiterungen besitzen.

(Eine homomorphe Abbildung T der Wertgruppe in die mul-
tiplikative Gruppe des Kdrpers heift Schnitt,wenn
veIT = id .) '

Satz IV 7 iii
Sei Tm(ff) die Theorie der bewerteten K&rper mit
Schnitt, die Modelle von Tm sind .

Dann ist Tg(Tf) , die Theorie der henselschen Mo-
delle von Tm(TF) 5 die l(*- Modellvervollstdndigung
von Tm(Tr) .

Satz IV 3 iii :
Sei TA(TT) die Theorie der bewerteten K&rper mit

Schnitt, die Modelle von TA sind.

Dann ist TMCTr) » die Theorie der bewerteten Kérper
mit Schnitt,die Modelle von T' sind, die K¥- Mo-
dellvervollstdndigung von TA(N')_.

Die elementaren Eigenschaften henselscher Kérper sind also
wesentlich durch die elementaren Eigenschaften von Wert-
gruppe und Restklassenkdrper bestimmt.Dieser Sachverhalt
wird durch den folgenden Satz prizisiert:

(Satz&V 5ALTM =VeSWIILAL 5 IV.7 wil, TV .3 I vii, IV 3 IT iii)

Sei T eine der Theorien Th , T , Th (W) , tM(Tr) .

Dann ist jede Aussage bzgl. T zu einer Aussage vom
gleichen Prdfixtyp , .in der die Sorte K nicht mehr

vorkommt , dquivalent .

Flir Formeln gelten diese Sitze in schwicherer Form:(Satz
VS§Iv,IV7v,IV3Iv)

Jede Formel ist bzgl. T zu einer Formel &quivalent , in
der die Sorte K auf einfache , normierte Weise vorkommt.

Eine Elimination der K-Quantoren 14Rt sich nur in Spe-
zialfdllen erreichen:(Satz III 5 v , IIT 1o v )

Sei T eine der beiden Theorien , Tg,m(TT) - der
Theorie der Modelle von Tﬁ(TT?,deren Restklassen-
kérper q Elemente haben - oder Tg(TT) - der
Theorie der Modelle von T?(TT),deren Restklassen-

kérper die Charakteristik o haben .Dann ist jede. Formel
bzgl. T zu einer Formel vom gleichen Prifixtyp
dquivalent , in der keine K-Quantoren vorkommen.

Im allgemeinen Fall ist in der Theorie der henselschen Kérper
jede Formel zu einer Formel &quivalent, deren Quantoren
nur {lber die Wertgruppe und die Restklassenringe

o fxlvix) ¥ o
By 4= Tgx 1 v > v(i) §
laufen.( Satz III 3 ) .Hier genfigt eine Abschwichung der

Henseleigenschaft , die " S - Henselitdt " .(s.S. 3 ).

Elementare Theorien henselscher Kdrper wurden zuerst von

J.Ax und S.Kochen in [1 , 2] und Ju.L.Erfov in [5.7

untersucht.In diesen Arbeiten sind fiir den Spezialfall
Tz & und Char.(k)=o oder card(k)=p die Sitze

III 5 vii-x , III 1o vi-x, V 3 iv,vii-ix .enthalten.

Auf die weiteren Arbeiten von Er¥ov [l , von denen mir
keine vollstdndige Ubersetzung vorliegt,wurde ich erst auf-
merksam,nachdem ich einen grofen Teil dieser Arbeit geschrie-

ben hatte.Die folgenden S&tze sind - mit anderen Methoden -
zuerst von Ju.L.Erfov bewiesen worden: V 5 I iv s V5T ,
V 5 III ( fir L = T  und ohne Aussagen fiber den Pri-
fixtyp ) .

Die Beweisfiihrung war in der bis jetzt genannten Litera-
tur wie in der vorliegenden Arbeit modelltheoretischer
Natur . In [3Y wurde von P.Cohen ein primitivrekursi-
ves Quantoreliminationsverfahren ffir die von Ax urd Ko-

chen betrachteten Theorien henselscher Kdrper explizit
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angegeben . V.WeiBpfenning hat in [11] Cohens Methode
weiterentwickglt und - syntaktisch - Satz III 5 iv-x
(ohne Aussage iiber den Prafixtyp ) und Satz III lo iv-x

(ohne Préafixtyp ) bewiesen.

WeiBpfennings Verfahren 1&Bt sich so modifizieren, daB mit
seiner Hilfe die in Satz III 3 versprochene Formel explizit
angegeben werden kann. Ich habe hierauf aufbauend primitiv-
rekursive Verfahren fiir die S&tze III 4 i, IV 7 v,vi und

h H )

V 3 wewid: - (£ir o= Tm gefunden. Fiir die Sdtze IV 3 I v,vi

und IV 3 II iii ist mir kein primitiv rekursives Verfalen bekannt.

An dieser Stelle m8chte ich den Professoren W.Jehne und
E.Burger fiir ihre Unterstiitzung bei der Anfertigung dieser
Arbeit danken.

I Algebraische Hilfsmittel

Ein bewerteter Kdrper ist ein Kérper K mit einer Abbildung
v: K =»[ auf eine totalgeordnete abelsche Gruppel™ mit zu-

sdtzlichem Element e ,sodaB gilt:

vi K —=» [Fov {nl
/A < @ o t6® -0

g

y/’\xeK vix'y) = v(x) + v(y)

{Yex vixty) * min {v,viyp

Av = { x6 KI vix) 2 o} bezeichne den Bewertungsring
von K,v . ' A

Wenn die Charakteristik von K null ist,definieren
‘wir flir jedenatiirliche Zahl r das Ideal in A, (ra4)

Pr :={xe Kl vix)> v(?‘)}
und den Restklassenring

Rr HE A"/P

r
Fiir natlirliche Zahlen n,mgy 1 mit n|m seigp

res : Av-’Rn und

res™ :R_~9R
n m n
die natlirlichen Homomorphismen.
Wir setzen res auf K fort,indem wir flir xél(\Av
res_(x) = o
n
setzen.
R1 ist der Restklassenk®rper von K,v .
v, R~ Mufe} ist durch
vn(resnx)= vix) falls o € v(x) € v(n)
= @ sonst

wohldefiniert.




Definition: g Definition:
i o heiBt henselsch,wenn sich die ] i :
i e ' i) Ein bewerteter Kérper KX,v heift S-henselsch,wenn X(K)=o und

isch Oberkérper eindeutig 2
Bewertung v auf alle algebrailschen P e

fortsetzt.
ii) Eine Pseudocauchyfolge (PCF) (ag )‘“‘ heiBt
o 4 S-Pseudocauchyfolge (S-PCF) ,wenn
atz
Fiir einen bewerteten Kérper K,v sind &quivalent V A A V i Sl 3y e s sy
d ¢ pyg neEN g7 $ +1 g r+1 “p
i) K,v ist henselsch ho
(PCF ist in [11] definiert)

ii) Alle Polynome f aus Av [xJ der Form
g a.Xi ) ,n * 1, mit 111) K1"’1c I(Z’VZ heiBt S-unmittelbare Erweiterung,wenn
e NN\ V '
v(ia ) ) v(a,) = o - ! neN yex,6 xekK VQ(y—X)> Vi(n) v vz(y)< © > X (=0

(o] 1 . ’\*0 2 i
besitzen eine Nullstelle in K. : ‘ _ und K, und K, dieselbe Wertgruppe haben.

iii) Fir jedes Polynom f aus A [XJ und jedes o, G Av Bemerkung:Seien Ri bzw. erl die Restklassenringe von
mit . K1 bzw. K2 fiir neM.Dann ist K1 C K2 S-unmittel-
v(f(a)) ) 2v(ff(a)) : bar genau dann,wenn die Wertgruppen {ibereinstimmen

? . PP
gibt es genau eine Nullstelle D €K mit und R =R flr alle n 6N N {o} . i
vib-a) > v(f'(a)) ., . : iv) K,v heiBt S-maximal, wenn X(K)=zo und K keine echten
Fir b gilt dann dariiberhinaus S-unmittelbaren Oberkdrper besitzt.
]
v(b-a) = v(f(a)) - v(f'(a)) , Satz 2
Beweis: Siehe r111l. i) Seien K, e K2 ‘bewertete K&rper der Charakteristik null.
rl sei die Wertgruppe von 1(1 ,otéri s, N,m EN mit
Mﬂ: ' X . me(a ) A v(n) Ao 2 !
Sei K,v ein bewerteter Kdrper der Charakteristik null

mit Wertgruppe T . Definiere Gilt dann

A V. A y: ) } N\
: = «? v(n) b . .
T "{"e rl neN mez * x& K, yeK, v (x-y)Fe&k v v (x) o , (*)

A

r ist dann isolierte Untergruppe von r »d.h. so ist flir alle n eN\{o}

a
N

N wefapel n wsysf > el r! = &’

eofgelr
Sei /u. T - T"/F ii) Seien K1 c K2 bewertete Kérper der Charakteristik null.
der kanonische Homomorphismus Mit Es existiere eine natiirliche Zahl n,mit
e < is i .

a 1
- ) i Rl e= -
= . ¥ '7?‘ {v(EI';JO<°L(V1(n)} endlich oder es sei X( 1) (o}

bezeichnen wir dann die Rewertung Dann sind jewcils Houivalent

K S-henselsch und K henselsch ,

V:/hov " \1 z




ii)

-4 -
(ag )‘L‘ PCF und (ag )‘“ S - PCF , fir a‘eKl y
](1 & K2 " unmittelbar und K1 £K7 S-unmittelbar,
K1 maximal und K1 S-maximal.
Beweis: : ,
i) Zundchst ist klar,daB,wenn vl(l) = Vl(k) und R1 = Rl 5

auch Ri = Ri ist.
Da alle nichtrivialen Bewertungen des Kdrpers der

rationalen Zahlen & als Wertgruppe haben,folgt aus

vl(n)> o _ sdah
AV .

Ken 1en lvl(n)év(k) .
k%0

Wir zeigen,daB aus der Giiltigkeit von (%) filir & die
Glltigkeit von (%) flir 2e& folgt.
Sei ndmlich x€ K, und vz(x) * o .Dann gibt es also

nach (¥ ) ein z& K1 mit
v2(x -z)pa

s . X-z
Sei weK1 mit v1(w) =@ .Dann ist v?(——w—) =0 .
Wegen (%) gibt es also ein u€k, mit

Xz Also ist
v2( = u) e .
vy (x - (z + wu)) vl(w) +0 = 2 . Wegen
z + Wu€ K, . gilt (%) also auch fir 2« .

Sei also keN. und 1lv, (n) Y y(k).Es gibt also i€N

sodafh i
27al d v(k) . .
. 3 i .
Da die Aussage (oK) nach dem obigen auch fiir 27e/ gilt,
gilt (3 ) also auch fir v(k) statt o .Das bedeutet
2

47
aber gerade Rk = Rk .

Sei K1 henselsch

mit Wertgruppe l"l,und sei p: r1 ~» G ein surjektiver
anordnungstreuer Homomorphismus.Dann ist K,pe 2 henselgch.

Denn sei f@ ](1[)(] ein Polynom der Form
f = g a.Xi mit
2074 :
p.vi(ai) Y o fiir alle i und pcvl(ao)) povi(a1)=o 5

Sei b€K, mit v,(b) = min{vi(ai)l i4n} .pann ist

= 5

a. a a
1y > i i =2 1y =
vl(b )) o fiir alle i und pavi(b ) > 2pov1(b ) = o0

Also ist auch
ao al
Vl(b_) > 2v1(-b——) ¢d.h.
1 1 1 e
+£6 Av“[X] und v, (5f(0)) > 2v,(§f'(0)) .

Aus Satz 1 iii) folgt also,daR % und damit!eine Null-

stelle besitzt.Wegen Satz 1 ii) ist Kl,ppv1 also henselsch.

Speziell ist K, also S-henselsch.

Sei andererseits K1 S-henselsch.
Aus der Voraussetzung von ii) folgt
ket v1(n) ¢ & o .

\'4
%el” keW
K30

A
Es ist also {o}: [4  und damit vy = vy

Da Kl,'\71 henselsch ist,ist also auch K, ,v, henselsch.

1
Sei (ag &.eine PCP
Wenn k Elemente zwischen o und vl(n) liegen ,folgt aus
v, (a -a I> e Py (a -a, I>» v (a -a )
1 Jk+1 ‘k 1 31+1 dl 1 do+1 30
daR
v, (a ~a y > v, (a -a Y ¢ wn) '
g 6k+1 ak) 3 eo+1 ao . A
“A Y
3
k€l 1oy 1Vfn) 2 vy,

ist (ag )d(d- also auch S-PCF ..

Sei K, K2 S-unmittelbar.

Da Ri = Ri ist,stimmen die Restklassenkdrper von Ky
und K2 ﬂberein,K1 c K2 ist also unmittelbar.

Sei K1C K2 unmittelbar.
Aus der Voraussetzung von ii) folgt,daR in r.1 ein
kleinstes positives Elementdexistiert und ein mé&N mit

mo(lvl(n) .D:e Unmittelbarkeit besagt gerade,daf (%)

gilt.Aus i) folgt dann,daR® ch K2 S-unmittelbar ist.

Da aus der Voraussetzung von ii) die Aquivalenz von un-
mittelbar und S-unmittelbar folgt,stimmen hier also auch

die maimalen Kérper mit den S-maximalen liberein.




Satz 3

i)

(-3
Sei K, 3 K2 eine S-unmittelbare Erweiterung von be-
werteten Kérpern der Charakteristik o. Dann gibt es eine

S-PCF , die in K1 liegt und in K2 aber nicht &n K1

konvergiert.

ii) Sei (ag zopine S-PCF vom algebraischen Typ aus K1 ,(3((K1)=0),
die in Ky nicht konvergiert.Dann gibt es zu jedem Mini-
malpolynom von (ad zk& eine S-unmittelbare Erweiterung
K2 von K1 , in der (a § }(‘ gegen eine Nullstelle des
Minimalpolynoms konvergiert.

iii) Sei (aa)‘a‘eine S-PCF aus K1 ( X(K1)=o), vom trans-
zendenten Typ.Dann gibt es einen S-unmittelbaren Ober-
kdrper K2 von K1 ,in dem (ag¢ %“ konvergiert.

iv) Ein bewerteter Kdrper der Charakteristik o ist S-maximal
genau dann,wenn jede S-PCF konvergiert.

(Es wird die Terminologie aus [61] benutzt)
Beweis :

Der Beweis ist eine Ubertragung der Sdtze aus | Y]

i)

Sei a@€ }<2\K1 . Weil K1 c K2 speziell unmittelbar ist-
R1 jst der Restklassenkdrper ! - folgt wie beim ent-
sprechenden Beweis in [g7] die Existenz einer PCF

(a g Yea aus K, die in K:1 nicht konvergiert,gegen a

konvergiert und fiir die
{vz(a—a‘)'6<d} in

v2(a - b) IDEK1} , konfinal ist.
Wir zeigen,daB (ag )““ S-PCF ist.
Sei also & ¢ & derart,daB

4rE v2(a - a,r) = Vg(a‘:’+1 - af) ist,
und sei ¥ >4 ,nell .
Da die Wertgruppen ilibereinstimmen,gibt es ein dex, mit

vl(d) = v2(a - af)

Wegen er] = Rf] existiert ein c&Kl,sodaB

a=a

Yyl—s

=e) y vl(n) P Also
vz(a - (ag + cd)) > vl(n) + v2(a - at,) «

Wegen der Konfinalitdt gibt es ein $<& mit ¢ »2 und

v2(a - (a,, + cd)) évz(a - ag ) .Also

) > vz(a at,) + vi(n). qed.

v,(a - -
2% +17% 2z +1
ii) Wir beweisen zundchst einen Hilfssatz.

?ei (ag )¢<c( eine S-PCF, und sei fé€ KifXJ .Dann

ist entweder v1(f(a5 )) , d € ¢ , schlieRlich konstant,

oder (f(ag))

) o ist eine S-PCF ,die gegen o

konvergiert.
Beweis: Sei zundchst f = X -a .
Dann ist offenbar (f(ag ))d<cl- wieder S-PCF.Wenn
(ag h‘ gegen a konvergiert,so konvergiert' (f(ag ))d'(d
gegen o.Wenn (a‘-)‘«‘ nicht gegen a konvergiert,gibt

es ein ein M e ,sodaR

v a, ) und

(a - a,c,) E 3 vl(at+1~ 2

1

:/)L Vl(af —a,M)> vl(a,r+1—a1',) .

Fir alle §>» & ist

(a - a?) = (a - aq) + (ag —at,+1) + (ag 47 3 ) .

Wenn vl(a - a,r) > Vl(at’ e ar) ,80 ist
vl(a - ag ) = V'l(a?+1— a"¢) fiir alle > 7 .
Wenn vl(a - a,b.) < Vl(a‘(:+1_a?) ,80 ist

v,(a - ) = -
" ag Vl(a aq ) fiir alle § >0

v](f(ag » ist also flir alle $>7? konstant.

Sei nun f nicht linear,und sei im algebraischen Ab-

schluf K2 von K1

£f=2blX ~ byleeal(X — B )
1 n

1.Fal}: (ag )‘(‘ konvergiert gegen keines der bi'
Dann ist v2(as - bi) schlieRflich konstant flir

alle i.Also ist auch

vl(f(ad ))=(v2(b))+v2(a &- b1)+...+v2(ad - bn)




schlieBlich konstant.
2.Fall: (ag dgca konvergiert genau gegen bl" 5 ,b1 ¥
Wie oben ist dann

vz(b(a‘ —b1+1). ..(ag -bn))

schlieBlich konstant.Es gibt also ein T<«« und ein F ely

sodaB fiir alle 472 %

v,(blag ~by,q)--- (a8 -b ) =p und
v2(a4 - bi) = vl(a‘ +1—ad) TET g etz
Also ist filir alle 4> 7%

vi(f(a‘ ¥y = P + l'vl(-a6 17 ad)

Vl( o - f(ayg)) widchst also monoton, (f(a g ))A<°(
ist also eine PCF,die gegen o konvergiert,und
es gilt (d>7%)

vl(f(a6+1) - flayg)) = l'vi(a6+1- dgy ) £ B
Sei nun 6> ¥ und ne &N \ g} .

(a‘A)(“ist S-PCF.Also gibt es ein ¢ 2 é mit
Vl(a9 +1” 29 ) > vl(n) + vl(a-‘ e a‘) ]
Damit ist

v (flay ) - flag)) = 1rv (ag 4= ag) +B >

> 1°v1(a‘ 1" 28 )+P+v1(n)=v1(f(a,+1)—f(ag ))+\'1(n).

(f(ap }« ist also S-PCF und konvergiert gegen o .
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Sei nun (ag Lcwie in ii) und sei' f ein Minimalpoly-
nom von (a4 Jyew ,d.h. von minimalem Grad mit der
Eigenschaft,daB f normiert ist und die S-PCF (f(a ) )‘4‘
gegen o konvergiert.Wie in [6] erhilt man,dap f

ein irreduzibles Polynom vom Grad * 2 ist.

Wir konstruieren K2 als Stammkérper von f {iber K1

K2 = Kl(Z) S o () Y

und definieren die Bewertung v, durch (siene [ 63 )
v,(g(z) = B ,falls
g6 K1[X] ,grad £ ® grad g und vl(g(a‘ ))

nach dem Hilfssatz schlieBlich konstant gleich P ist.

iii)

Nach Ls1 ist K,z,v2 unmittelbare Erweiterung von
Kysvy ,und (a 4 )Gld konvergiert in K? gegen z.Wir
missen zeigen,daR sich die Restklassenringe nicht ver-

grofern.

Sei also vz(g(z)) 2 o ,geX,[XT ,grad gegrad f und n € N §0}.

Wir miissen zeigen,daf ein yeAK1 existiert ,sodaB
vz(g(z) -y )2 vl(n) .

Dazu betrachten wir das Polynom

glz) - g(X) aus X, [x1.

Da (a g )gea £e8€n die Nullstelle z von g(z)-g(X) kon-

vergiert,ergibt der Beweis der. Hilfssatzes,daB

(g(z) - glag))g eine S-PCF ist,die

gegen o konvergiert.Nach Definition von v, gibt es ein 2

sodap filir alle d 3 ¥
v,(g(2)) = v,(glag) 20

Andererseits gibt es 0.B.d.A. ein § 2T ,sodaR
v,(o - (g(z)—g(a’ )1)> v2(0 - (g(z)—g(a,t,))) + vi(n) .

Also ist

= 4 =
vz(g(z) g(ap)) > vl(n) Wdhle y g(a’ e
Sei (a ‘L‘eine S-PCF vom transzendenten Typ.

Als K, setzemwir den rationalen Funktionenkdrper

2

K, & KJ(X) .Eine geeignete
Bewertung v, auf X, erhilt man nach [ 67 ,indem man
fur f,ge€ K, [ xJ,die schlieBlich konstant gleich e, sind,
setzt:

il
v,y (5) 1= B
KQ,V? ist nach [6] eine unmittelbare Erweiterung

von }<1,vj ,in der (a 6 )¢ gegen X konvergiert.

Sei n €N,wir wollam Rn = Rf] zeigen.Sei dazu

£ i £y 2
ge}(2 mit f,geKj[X] und vz(g) o,

Betrachte das Polynom in 7

g(Z)F(X) - £(Z)g(X) € KZIZ]




- 10 =

Da (ag %<¢ gegen die Nullstelle X von
g(Z)f(X) - f(Z)g(X) konvergiert,folgt aus
dem Beweis des Hilfssatzes in ii) ,daB

(glag )E(X) - flag)g(X))ge o

eine S-PCF ist,die gegen o konvergiert. Da andererseits

v,(glag ME(X)),v, (flag Yg (X)) und vi(g(ad'»

schlieBlich konstant bleiben,gibt es ein ¥ ,dag flr

alle € 2%
vl(g(ag )) = vi(g(ar )) und
vz(g(a‘ (X)) = vz(f(ad)g(X)) .

0.8.d.A. gibt es nun ein ¢ »%derart,dal

vz(g(ag )f(X)-f(ag )g (X)) vl(n)+v2(g(at,)f(X)—f(a?,)g(X)).

Es folgt also zundchst
v,(glag)f(X) - flag)eg(X)) 2 v, (£(X)glag)) =
(wegen v2(§)§o)
3 v2(g(X)g(af)) = vz(g(X)g(a’))
Und daraus )
vz(g(ag YE(X)-flag Yg(X)) ¥ vz(g(X)g(ag )) o+ vl(n),d.h.
gy Fagd

v (_T_— - —T—~—y)> v, (n)
2°g(X) glag 1 qed.

iv) Das folgt sofort aus i) - iii)

Definition:
Eine Pseudocauchyfolge (ag);,,, heift distinguiert,wenn
//\//\ \/ v(a

Satz U
K,v sei ein bewerteter Kdrper der Charakteristik o.

A

—ag ) > V(a". 1_a‘t")+V(a6 +1-a‘) 2o

+1 ¥

n sei eine natlirliche Zahl.Wenn die Charakteristik des Rest-

klassenkdrpers R endlich ist , sei v(n)» o, n # 0 .

1
Dann sind dquivalent

i) K,v ist S-henselsch

i) ((Falls X(R;) # o)
Tir jedes Polynom fé€ Av[ X1 mit

= 19 =

v(f(o)) & v(n) » v(f'(o)) = o

existiert eine Nullstelle in K

iii) Jedes fe A, [x1] mit
A
v(foN ¢ F und vieron el

besitzt in K eine Nullstelle.

iv) Jede S-Pseudocauchyfolge aus K vom algebraischen

Typ konvergiert in K .

v) K besitzt keine echten S-unmittelbaren algebraischen
Oberkdrper.

vi) Alle distinguierten S-Pseudocauchyfolgen vom algebra-

ischen Typ konvergieren in K .

Beweis:

i)=piv):
Sei (a ¢ J)g¢q eine S-PCF vom algebraischen Typ aus K,
die nicht konvergiert,und K sei S-henselsch.
Nach Satz 3 ii) 14Rt sich v auf den algebraischen
AbschluB K, so fortsetzen,daB (a ¢ %<¢ gegen eine
Nullstelle b eines Minimalpolynoms fe€ K [X1] konvergiert.

Seien b=b1,..,bm die konjugierten von b in K2

{iber K.Da K ,V henselsch ist,setzt sich V eindeutig
auf K2 fort . Je zwei Konjugierte aus K2 haben also den-

selben Vz -Wert.Also ist fiir alle c €K,i=1,..,m 3j=1,..,m
Valbs - ¢) = v, (b, = e) d.h.
1 J
A
VZ(bi - c) - Vz(bj - c)e r2

Wenn der Restklassenkdrper von K die Charakteristik o

-~
hat,ist r2 = {o} .Wegen der Wahl von n ist also

filr alle c €K 3 i,5=21,...,0  erst reecht
v,(b., - ¢) 2 v,(b. - ¢c) - v(n) .
2 1 2°T
Also ist fiir alle d< oL
by > (ag -by)
- = e é
v?(b1 ===) Ul By - = A e e )

vz(b1 -ay ) - v(n)-v(m) = vz(b1 -ag) - v(nm)
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Da (a ¢ )z.q S-PCF ist , gibt es fiir alle 1’<¢, ein dy¥ mit

volby = an) + vim) ¢ v, (b~ ag).

Also ist flir alle 7T <e

by
m

e 2

v2(b1 = v2(b1 - a.r,) 3
iex .wid.

d.h. (ag konvergiert auch gegen

m

%<¢

iv)v):
Sei K¢ K2 eine echte S-unmittelbare algebraische
Erweiterung von K.Nach Satz 3 1) existiert eine S-PCF

aus K,die in K, konvergiert,in K aber nicht.Da nach [ 6]

2 .
eine PCF vom transzendenten Typ nur transzendente Limites
besitzt,ist diese S-PCF also vom algebraischen Typ.

Das widerspricht aber iv)

v)—9iv):
Gibe es in K eine S-PCF ohne Limes,so wiirde nach Satz 3 ii)
eine echte S-unmittelbare algebraische Erweiterung von

K existieren.

iv)=dvi): ist klar.

vi)—ii):
Sei vi) erfiillt,und sei f€A [xImit
v(f(o)) 2 vin) » v(f'(0)) = o
ohne Nullstelle in K . :

Sei & eine Limeszahl mit grdBerer Michtigkeit als
die Wertgruppe von K.Dann gibt es keine PCF in K,die
et als Indexmenge besitzt.Im Widerspruch dazu konstru-

ieren wir eine PCF mit dieser Indexmenge.
Beh.:
Es existiert eine Abildung
a:e(.—)Av ;a:pH ag mit
a, =o und filir alle 4<£ 7T <o
a) v(flag)) = viag -ag )
b) v(fla,y)) > 2v(£(ap)

Bemerkung:Daraus folgt
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via, -a,4 Y, & v(f(ad )) » v(f(o)) > o . Und daraus
v(f'l(ayg)) = o .
Beweis.:

Seien die ag flr B <y mit den Eigenschaften a),b)
bereits konstruiert.
1.Fall: p = B +1 .

Setze

f(ap) . .
ay = aP— f.(aF—j . Dann sind erfiillt:
a): .
Sei 4+ = y und 1) ¢=p . .Damit ist
' f(ap)
v(at, A )=v(ar—aﬂ )=V(Fi—(—a—F)=
v(f(aF )) 3 6der
ii) d4<f .Dann folgt"
v(ap—aé ):v(f(a‘ )) £ v(f(ap ))=v(ar—ap b1
und daraus
v(a,‘,-a ¢ ):v(ar —ag ):v(ap ~ag Y=v(fla 4)).
b):
Sei ¥ = y° und dép . Dann ist
v(f(a ,l_,)) = V(f(aF" m“‘p—’))) =

(£( )—-7——7“3" ’ £'(a )+<-r———7f(a”) Yoala o) - y .3
v ap f ap ' f (aP g P .. ..

2v(f(ap ) ¥ 2v(flayg ) .

2.Tall: ist Limeszahl
Dann ist (ag 2( eine distinguierte S-FPCF vom algebraischen

Typ!Denn aus LT<egL folgt
v(a’ —ag )=v(flag )y v(flag ))=v(a, -ay Vo

(ag )“8" ist also eine PCF vom algebraischen Typ.
Sei 44 T<y .Wihle §=7+1. Dann ist

a, )+v(a a7)=v(f(a‘))+v(f(a,r)) £

v(a‘+1— s x+1”

?(z(f(a,r)) € v(flag, ) = viag ,4-ag).

Da filr alle 8¢y v(ay Y¥ ist,ist (a“)‘r also

distinguiert.
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Sei Ty und mel ,myo.
Wegen v(f(ao)) } v(n)> o und wegen b),gibt es

ein 1 €N mit

vif(a)) 2 2tvm) > vim:

Da (a4 %<3” distinguiert ist pibt es ein <y~ mit
viay, 17 3¢ ) = v(at L )+v(ai+1-ai) und i,v<d .
Also ist

Vlag gmag )y vla, gma e ) > vGagma devim),

(a‘ %‘J_lst daher auch S-PCF.

N?ch Yi) hat (a4 b<x,einen Limes in K.Sei also ay
ein Limes von (ayg )‘<a~ .Wir miissen a) und b)
nachweisen!Sei also a<T=y .

a)i

v(f(a ‘)) = v(a d+1°%4 ) = v(aaw-ag Y

b))

Aus v(ar—a‘+1) = v(f(a(+1)) folgt
= A

v(f(a 3") f(ad +1)) 2 f(a‘+1) ,d.h.

Cv(flayg)) 2 vifla g 1)) > 2v(flag))

Damit ist die Konstruktion der gesuchten PCF abpeschlos-

sen und vi)—pii) gezeigt.
ii)e—piii):
Sei feA [X] mit

(o)) ¢ F

Definiere eine Folge

A
und v(f'(o)) € " .

f(ai)
faed 7S5 T FHaY
Wie beim Beweis von vi)—»1ii) sieht man,daB fiir alle igN
o £ v(f'(ai)) € F und

v(f(ai)) 3 Ziv(f(o)) (modulo F‘ )

/N
Da v(f(o))% r ,g€ibt es ein i€ [! mit

= 15 =
in(f(o)) > 3v(n) .Also ist bestimmt
v(f(ai)) » 2v(n)

Sei nun ceK mit

vie) = v(f'(ai)) .Definiere
f(eX + ai) .
g(X) tz—m—=— .Sei
c
g =§ und
izo 1
gt
f(X + ai) L
Dann ist flir alle i
s = - ' T
v(bi) ¥ o s bo = f(ai) und b, £ (al)

Also folgt,da v(f'(ai))e P

b
v(co)=v(;~g-)=v(f(ai)) - 2v(f'(ay)) > vin) ,

cb1
v(c1)=v(;§—)=v(f’Fai)) - V(f'(ai)) = o und
v(cj)=v(cj_2bj) Yo fliip 1§ 2 2

Wir haben also -

ge A, [X] , v(g(o))>vin) , v(g'(o)) = o

Wegen ii) hat g also eine Nullstelle b aus K.Dann
cb + a; Nullstelle von f. qed.
iii) =pi):

Nach Satz 1 miissen wir zeigen,da® jedes Polynom

i it v v = v >
1-oaiX > mit v(ao) >‘v(a1) o und (ai) o

flir alle i, in K eine Nullstelle besitzt.
Sei also cé€K ,soda®

v(e) = min {v(ai)l ofifm]. Dann ist

ist




[N

iii) Sei K1 in K

- 16 =

A
v(c) € r
a, A
Also ist mit v(al) auch V(E—) aus r
Ebenso folgt
a ' a
[¢) o
V(c_) >0 und v(—g-) #F

Das Polynom
gé a. Xi
i=o

erfiillt also die Voraussetzungen von ii) und besitzt

daher eine Nullstelle in K. ’ ged.

|
P

Bemerkung:

Existiert in K keine natlirliche Zahl n } o mit
v(n) > o ,hat also der Restklassenkdrper R  die Charak-
teristik o , so liefert der Beweis von vi) —» ii) sofort

einen Beweis von vi)— iii) .

Definition:
Sei K ein bewerteter Kérper der Charakteristik o.

Eine S-henselsche Hiille von K ist dann ein S-henselscher,

algebraischer,S-unmittelbarer Oberkérpef von K

Satz 5
Seien K1 und K2 bewertete Kdrper der Charakteristik o.
Dann gilt:

1) K1 besitzt eine S-henselsche Hiille

ii) Je zwei S-henselsche Hiillen von K1 sind Uber K1 - als
bewertete Kdrper - isomorph.

, enthalten und K, S-henselsch.Dann gibt

es eine S-henselsche Hiille von K1 , die in K2 enthalt-

ist.

iv)

Beweis:

i):

iv)

i%)s

= 17 =

Sei (Kl’vl) Cc (K2,v2).Dann ist KQ,V2 S-henselsche Hil-
le von Kl,v1 genau dann,wenn KQ,V? henselsche Hiille
von Kl,v1 ist,

Wihle in der algebraisch abgeschlossenen Hiille von
K, einen S-unmittelbaren Oberkdrper von K, ,der maxi-
mal ist mit dieser Eigenschaft.Nach Satz 4 v) ist
dieser K&rper S-henselsch und also auch S-henselsche

Hiille von K

1°
"_yn

Sel K2,v2 S-henselsche Hiille von Kl,vl.Dann ist KQ’V2
henselsch.Nach [11] enthdlt K?,Vz die henselsche Hiul-
le KB’VS von K1’V1 s Sei also

(Kj,vj) c (KS’VS) c'(KZ’VZ) s

Da K2,v S-unmittelbare,algebraische Erweiterung von

2
Kl,v1 ist, ist K2’V2 auch S-unmittelbare,algebra-

ische Erweiterung von K?’V3 5 Kg,v3 ist aber S-henselsch.

Satz 4 v) liefert also
(K3,V3) = (KQ’V2) ydihs

(KZ’VZ) ist henselsche Hiille von (Ki’vl)'

Seien Kz,v und Kg,v3 zwel S-henselsche Hillen von

2

und Kg,v henselsche

K .Nach 1iv)"=" sind dann KZ,V

3% 2 3
Hiillen von KI,VH.Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der
henselschen Hiille- siehe [117] - ,gibt es einen
KgTsomorphismus
Ky, = h3 mit vge p Py -




Wir zeigen,daB auch
Sei also x € K2 5

Da Kz,v2 unmittelbare
it
aeK1 m
Ist fir alle n } o v,
und es ist. nichts mehr

nekl mit vl(n)

Setze

y = 5leK,
QVi(n) > vl(n) = v2(
o< v2(y)< 2v1(n)

Da K S-unmittelba

2°V2
gibt es ein b aus K

vz(y - b) > 3v1(n)

72(y - b) > QVl(n)

'\73("(y) - b)> 2’\71(n

v3(?(y) - b)>2v (n
Da andererseits

v, (P (y))< 2v, (n)

vg(f(y)) = v3(b) E
Also ist

= a
va(T(x))-vs(V(y)n)

Bemerkung: Wir haben sogar

18 -

vao i =v, gilt.

Erweiterung von Kl,v1 ist,gibt es ein

vl(a) = v?(x).

(n) = o , so ist V,=Y, und VaEva
zu zeigen.Sei also
>0 .

.Dann gilt

y) = ;3(?(y)) > o. Daraus folgt
und o< vg(?(y))< 2\'1(n) .

re Erweiterung von K Yy 18,

A
1 mit
.Also ist
und daher
) .Daraus folgt

)

und v2(y)( 2v1(n) 5, frolgt

Vl(b) = vz(b) = vz(y)

B ay. ay.
=v o ( ¢ (y))+v, (D)=v, (y)+v, (D)=v, (x).

stdrker folgendes bewiesen:

Sei Kl,v1 C KZ’VZ eine S-unmittelbare Kérpererweiterung’
und sei 51’V1 Cc KZ’V3 ,sodaB Vg =¥y s
Dann ist auch v2 = v3 .

-

iv) "e=":
Sei K_,,v, C K, ,v und X,_,V, henselsche Hiille von K_,V,.
1*72 272 27°2 14

die S-henselsche Hiille von Kl,v ,die nach 1)

Seil K3,v3 1

existiert.Nach iv)"." ist K,,V, henselsche Hiille von
b 3’73

Kl,vl .Es gibt also wieder einen Kl—Isomorphismus

P K, —>K, mit vge P = v, ‘

Ks,v3 ist aber S-unmittelbare Erweiterung von Kj’v1'

Es folgt also aus der letzten Bemerkung,da® auch
V3°P =v, .

K2,v2 und Ks,v3 sind also isomorph,und K2,v2 st

ebenfalls S-henselsche Hiille von Kl,v

1 .
iii):

Sei Kl,v1 C K2,v und K2,v S-henselsch.

2

henselsch.Sei KS’V3 ein Zwischen-

2
Vo

korper derart,daR K3,73 die henselsche Hiille von Kl’

ist. Aus iv) folgt,daB K3,v3 die S-henselsche Hiille von

Dann sk Kz,

2

1°Y4 ist.

Satz 6

Sei K ein bewerteter Kérper der Charakteristik o.

K1 und K, seien zwei S-maximale,S-unmittelbare Oberkdrper

von K .Dann sind K, und K2

1 -als bewertete Korper - {iber

K isomorph .

Beweis:
Sei nach Zorns Lemma ¥ ein maximaler K-Isomorphismus von

. A ~
Zwischenk&rpern K1 und K2 .

Ky )

Mo T
Y K —> K,
\ "/

K
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Nach Satz 5 ii) kdnnen wir den Isomorphismus ¥ auf die
A A

S-henselschen Hiillen von K1 bzw. K2 fortsetzen.

und K2 sind also S-henselsch.Wir wollen zeigen,daB

=K, und K, =X
g 5 oRgoaun 2 © To

A
Sei o.E. K1 * K1 .Dann ist K1 nicht S-maximal.Also

. 3 . . 3 A
existiert eine S-PCF (ag %<¢ ,die in K1 aber nicht in K1

1 1
daR (a g Jg¢q VOMm transzendenten Typ 18k,

Sei b, bzw. b, ein Limes von (a;)k.‘ bzw. (‘?(a‘))““ in

. . A
K1 bzw. K2 . Dann sind nach [ 6 ] b1 bzw, b2 liber K1

~
bzw. K2 transzendent , und @ setzt sich zu einem Iso-

. 2 o
morphismus der bewerteten Kérper Kl(bl) und Kz(b2) fort.

Das widerspricht der maximalen Wahl von ¥ . qed.

Definition:
Sei K ein bewerteter Kdrper und k eine Kardinalzahl,dann
heift K

i) k -vollstdndig , wenn jede PCF (agy4 %(d mit Jetf € k

in K konvergiert.

ii) & -S-vollstédndig,wenn K die Charakteristik o hat und
jede S-PCF (ay L mit [«] €« in K konvergiert.
<

Bemerkung:
Satz 3 iv) sagt aus,daB ein Kdrper genau dann S-maximal ist,

wenn er K -S-vollstdndig flir jede Kardinalzahl g ist.

Definition:

‘ Seien K1 und K2 bewerdate Kérper der Charakteristik o,und seien

2

1
‘ ( r 2,..) bzw. ( r ?, L)

2

e

L‘ Wertgruppe und Restklassenringe von hl bzw. K
P Eine S-isomorphe Einbettung von

2

2,..)

M ( r 2,..) in. (r?

ist eine Folge von Abbildungen f;, ?j, PQ,.. ,sodah

A
konvergiert,aus K, .Da K S-henselsch ist ,folgt aus Satz &4 iv),

- 929 =

‘? : ri'——7 r'2
o

1 2
‘Pl.Rl-—oRl
: = 5
¥,:R; =R

isomorphe Tinbettungen sind,die

2 1
v, 0 Yn = P,o vy, und
1
52;’“ o Ym = P o res lrl;

fiir alle mjn £ o erfiillen.
Dabei bedeuten fiir i=1,2

i ST i T i i

v die Bewertung vn:Rn-—Q[;t-jdes Restklassenrings Rn von K7y
im : s < im, i i
res”, die kanonische Abbildung res n.Rm-ayﬁn .

Wir schreiben
(_P:= (\'01 lplr \’21--) und

¢:( rtRLES,..) — (r2,80,85,..)

Sei
1 1 2 2
¥ (K ) = (k°,T %)
eine isomorphe Elnbettung des bewerteten Korpers (K yee) in den
bewerteten Korper | (K ,l’ ) .Dann w1rd 1n kanonlscher Weise

eine S-isomorphe Einbettung von (r 2..) in (r‘2 2 g,..)
? induziert .Wir schreiben

tp-—‘{/) 111 )

By s

Satz 7

seien (K°, %) € (K, ") bevertete Xorper “er Charakteristik o,

)
15152 W Kl und K2 seien S-henselsch,K” sei w-vollstiindig.

¢ :(rheleg, . ) = (F2,RE05, )

sei eine S-isomorphe Einbettung,die (™ ° 1,R2,..) element-

weise festldlt.
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Dann gibt es zwei S-henselsche Zwischenkdrper

(Ko,"o) c &, fYH e, rd)y  (i-1,2) mit
Rn R, fiir alle n # o und
?l 04‘[Xerl‘nemnﬂ>&v%n)élxﬁ.

Und es gibt einen (X°, %)~ Isomorphismus
Al A A :
y: (&L P — (R, P2 mit

4 1A1A1 = a ;
Py, el

Beweis:

Sei nach Zorns Lemma ¥ maximal gewdhlt mit
(R P — (%2, 2 ywobei aie (k4,7 %)
Zwischenkorper
@, ro e &, FfHeahrh a2
sind mit
fler°+{xer?t| n\e/ﬂ\l n#o&von) }|x1}
und
A B

Nach Satz 5 ii) setzt sich der Isomorphismus auf die
S-henselschen Hiillen fort.Aus der Faximalitdt folgt also,

ad A
daB (%l,r'l) und (K2, F2) S-henselsch sind.

Wir zeigen zunichst,daB fiir alle n # o

o e :
Rn = Rn ) gilt.
Sei also andernfalls aéKl vnd ne€fN ,sodaf
i 1 A1
resn(a)e By N\ R "

Es konnen dann zwei Fdlle auftreten:

1.Fall: N
Es gibt ein Polynom f aus K1[ XJ] vom Inhalt o,sodaB

A ko vt ¢ vHea)) .
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Bemerkung:
Sei K,v ein bewerteter Kérper, und

n .
_ i
= i'io a; X" € ELx] ’

Der Inhalt von f ist dann definiert als

W(£) == min v(a ) 5

v setzt v zu einer Bewertung von K(X) fort.

Sei nun f von minimalen Grad mit dieser Eigenschaft.
Dann gilt
i) grad £ > 1 . i
Demn sei f = c¢X-d wund min'[sl(c),?1(d)} =0 .Aus
Vl(a) Ao und vl(ca—d) > o folgt dann vl(c)zo.

Es ist also .
vl(a - %) = vl(ca -4d) > vl(n) o dehe
o IR B S, | )
resn(a) = resn(g)e R . Wid.
ii) f ist irreduzibel.

A
Denn sei f = g«h , gﬂlexllrxj und grad g,grad h< grad f.
Weiter kann man annehmen,daB

Mg) =8%m) =o "

Wegen der llinimalitdt von f gibt es 1,m aus N ,sodaB 1,mto

vi(n(a)) € vH(1) wnd vi(g(a)) £ vi(m) . Also ist
vi(£(2)) £ vi(1em) . Wid.
iii) §4(£%) £ vi( graa £ 1)

m .
Denn sei m:= grad f vnd f - .2 a.X . Damn ist
A mn m
vl(f') = min vl(ia.) < nin v (a.) + vl(m!) 2
= i=1 L 1=
o B . s A
\us qin v (a.)> o wirde aber v (a_)=o und daraus
E= 1 o}
vl(f(a)) = vl(ao) =0 (Wid.) folgen. Also ist
m i
min v (ai) =9 und

vH(er) € vi(m) .




- 24 - - 25 -

Da K°,¥° henselsch ist , existiert eine Nullstelle b’

iv) f besitzt eine Nullstelle bé& Kl mit
3 Pl
resi(b) = resi(a) fiir alle k#o . von;‘f . -, St 5 5
- i . (b= a”) = V(Y (£)(a")) - (Y (£ )(a")).
enn aus iii) und der minimalen Wahl von f folgt,daB Wir hab 1
ir haben also

| ein seN ,s#o existiert derart,das

I
| vi(£7 (a)) £ vi(s) .
‘ Es ist also auf jeden Fall resi(b’)

=i o
vi(£(a)) > 27 (a)) .
1 =1 . .
Da K7,v™ henselsch ist,gibt es nach Satz 1 eine Null-
stelle b von f in K1 mit
= - -
(b - a) = ¥ (£(a)) - FH(£ (a)) .
Daraus folgt fiir alle ko : Fir jedes k#o gibt es also eine Nullstelle b'ek
: ' von W(f) mit )

v (b’ = a’) » vi(s-k) d.h.

’ t Do~
resi(a ) = res? Xk (rest(a )) =

PesC ; (Yt('resi(a' ))) =

P (rest [(resi(a))) = ' (resi(a)) =

1l

‘fk(resll{(b)) . (Nach iv)
>

1

vi(b - a) > vi(k) d.h.
1l L 1 !

resy (b) = res; (a) . reslzc(b') = 'Pk(resi(b)) .

Da L["(f) hochstens m Nullstellen besitzt,und aus

a2 .
V) Y(£)eR° L[ X1 besitzt eine Nullstelle b'eK° mit
2 s : .
I‘esk(b Y e ‘?k(resi(b)) £iir alle kfo . der letzten Gleichung
2 Ak

3 res.(b’) = res_(b
( sei P= ((po, \al’\PZ""‘Fk"') . ) r( ) \Pr( r( .))
fiir alle r |k folgt,gibt es also eine Nullstelle b”

Sei s elN 3wie in iv) . Wdhle ein a’e K2 derart,daB Y 2 :
fiir t:=s"k , k#o beliebig aus IV . e (£) aus I° mit
2piny ’ 1
resg(a’) = ¥, (resi(a)) : rest(b’) = ¥ (resy(b))
Dann ist fiir alle k#o . ~ ged.
2 . 2 » 2
resi (¥ (£)(a')) = resS(Y (£))(resS(a‘)) = ' A
% b ’(G . t i ¥ 1:8t sich also nach ii) und v) vermsge ¥ (b):=b’
= res, (f))( (res; (a = ~
= (resi(£(a))) = ¥. (o) =0 . : 3
A so Lot Py t (Pt( ) zu einem Korperisomorphismus fértsetzen.Fﬁr Y gilt
2 i dariberhinaus
vE(Y (£)(a)) 2 v (¢) "
A A
vi) v2o‘-y =Y o vt ( auf Kl(b) ), und
Ebenso folgt 8 i
2 2 , ; 1,4 c o 1 v / fl LY .
vi(resi (Y (£7)(a’))) = Yo(v%(resi‘(f’(a)))) £ v°(s) . V(e TOw {xe M Yy nfo & vi(n) 2 1xl §
Also ist Denn sei g(b)e f(l(b) mit
\ 2 [\l o .
fl V(£ ) (a”)) £ vU(s) und erst recht gettLx] und grad g < grad £ =m .
?’2(‘}’ (f)(a”)) » 2\72(‘}’(1")(9/ )) . Wegen der minimalen Wahl von f gibt es ein r#o aus fil mit
vHg(a)) £ vi(r) + v (g) 5
M i
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Sei cef®t derart,das vl(c) = Xl(g) .
Setze h:= % g . Dann ist

v'(h) = o wnd vi(n(a)) £ vi(r) .

Nun ist nach iv)
vi (resi(h(b))) = Vi (resi(h(a)) < vl(r) "

Also ist
vi(n(b)) = vi(n(a))
und
o £ vi(n(b)) £ vi(r)
AMso folgt
vie) £ vie(d)) € vi(e) + vi(r) d.hs

vl(g(b))e F‘ L4 {xérl[ n\e/ﬂ nfo & vl(n) Mxif e

0 1 ; )
cr +{xer|m\5/m n;éo&v(n)élxl}
nach Voraussetzung. :
Damit ist der zweite Teil der Behauptung gezeigt.

Andererseits ist
V(P (a(0)) = vA(¥ (e)- $n(n))) =

¥, (o)) + v2(res?(F (n(v)))) =

(nach v)) = ‘fo(vl(c)) + vi(“’fr(resi_(h)(resi(b)))) =
= ‘po(vl(c)) 4 To(vi(resi(h(b)))):
= ¢ (vie) + vE(n(b))) =
= ¥ (vMe®))) aed.

A A
vii) BEs ist resio‘? :‘fkoresil; ( auf I’Tl(b))

Denn sei g(b)é Kl(b) vnd g = hec wie in vi) , und
es sei vi(h(b)) = vi(r).
Es treten drei Fdlle auf

a) vI(g(®)) < o oder vi(g(h)) » vi(k)

Dann ist rach vi) auch

Po(vi(e)) + vE(resZ(¥ (1)) ( res?(p))) =

b)

c)

<1970

(®(e))) eo  oder vA(¥(a(®)) > vE(x) a.n.
res2(P (8(0))) = 0 = ¥, (0) = P, (resi(a(v)))

vi(e) Lo .

Dann ist’

res2(P (n(0)) ¥ () =
reslz((‘{/(h)(b')).resﬁ(q}(c)) =

2 A
resy (¥ (g()))

1]

P (resi (1)) (¥, (resi(b)))* P, (resi(e)) =

P, (resp(n()))* P (resi(ec)) =

1l

¢, (resk(n(b)ec)) =

= f, (resi(a(b))) ’

vi(c) ¢ o wnd vi(g(b)) 20

Es folgt zunichst vl(%) £ vl(r) .
Setze
t := ker

Aus Teil b) folgt ( fir k=t)

resi (P (g(b)+3)) = @, (resi(s(b)+1)) a.h.

2 2 _

res2( P (g(0)))-rest(Y (2))= ¥, (res(a(b)))- ¢ (resi(E)).
Aus

res2(Y(3)) =, (rest(2))
folgt dann

V2(§  (rest(2)) - (resd (P (g(0))) - P, (resl(a(0)))))= oo .
Daraus folgt
v2(resZ(W (g(b))) - P, (resi(e(0)))) > v () - v2( ¥ (resi(2))

> v2(4) - vi(r) = vo(k).

Also ist

res? }E(resi(q)(g(b)))) = res® E( (’at(resil;(g(b))) dh.
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o . 1 s 5
resy (¥ (8(0))) = P (resi(e()))  aed. (aglice, st POF e em dar
2 2 n; 2 2
b . -a. = s i+l s in = =
Aus vi) und vii) folgt , daB,wenn wir esni(al+1 8;) = e ny (e ni+1(al+1)) resni(ai)
A 3 2 i
ﬁl(b) = und K2(b’) =% setzen, = res E?{L(LPn. l(Tesl (a)))- 'Pn (res (a))
i i+ i+
“f' ,.,1 1 1. _¢' ~l 1 nj 1l 1
iaes) = VPR S s) = (res” pi+l(res. (a))) - f, (resi (a)) =

29 ) ( r—, 19400 ) ‘Pni ni ni+1 Splfli ni ))
Aus vi) folgt = 0

' und '

Flc:r° + {xerll n\E/IN n#o &vl(n) élx(} .

Das widerspricht der maximalen Wahl von 'f’ &

. . (a 1)-res121 (ai) =

res? (al+1-ai)=re52
i+l i+ i+l

h\rn 1(reonl' (a)) = :resre1 (ai) £

+1 } i+l
£ o . '

Daraus folgt fiir.alle i=0,1,2,.. und i < j

2.Fall

Fiir jedes Polynom T€ ﬁl['X] vom Inhalt o gibt es ein

ne N ,sodaB vl(f(a))évl(n)<v° .

S | ' v (n Y < v (a:L+1 - a; ) £ v (nl+1) und daraus
i) In K2 existiert ein a’ ,sodaB fiir alle ko v (a1+1 - ai)< v (aj+1 3 aj) . qed.
2 1
resS(a’) = ¥, (res:(a)) .
k k k Da K2 als @ =-vollstédndig vorausgesetzt war,
Wir nehmen das Gegenteil an.Weil aus der letzten besitzt (a, )1<u also einen Limes a‘€K%. D.h.
Gleichung auch 2ip 2
v(a’ - ai) =V (ai+l—ai) > v (ni) :

2 1
resS(a’) = (res_(a))
I‘( ) ?I‘ r Daraus folgt

fiir alle r| k folgt,haben wir also fir alle mef

2 es? (a’) = P_ (resl (2)) = .res? (a,) .

. . n. ‘i
ein k#o mit 3 i i i

Man tiberlegt leicht,daB aus

V2(no) < v2(n1) Z v2(n2)<' o ¥

und alle c €K

m| k und reslzc(c ) £ \Pk(resi(a))

Wir konnen also Folgen

2 :
a;e K y ny€ N 1=0,00,2 350

folgt,daB zu jedem k#o ein i mit

veng) * vE ()

; auswihlen mit _—
existiert. Also ist fiir alle k#o

2 g o
resn.(ai) = ‘Pn.(re”n.(a)) 2 27 -y 1

i i 3 resk(a ) = P, (resi(a)) .qged.
res® (a;) #Y (resl (a)) und k k

By = Bis1 Mg

ii) Sei a* wie in i) .Dann gilt fiir alle Polynome f€ ﬁle]

o n. | n.
= 1' i+l vom Inhalt o

figr alle 1=0,152;¢s . - V(Y (£)(a")) = \,Fo(vl(f(a))) !
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Denn nach Voraussetzung gibt es ein ko mit Sei weiter k,m ungleich o aus N ,sodaB
i il ’
o4 v (f(a)) v (kx), kelN i 1
. vi(£(a)) £ vi(k) und vi(g(a)) £ vi(m) .
Wir haben also

(v (£(a)))= P (vilresi(£(a)))) =
9, (vi( resi(f)(resy(a))) )

va(p . ( resi(£)(resi(a)) ))

Daraus folgt

[V E2h|z vt im) .

M so ist

Al
1]

bvl(f(é).c‘) = vl(f(a)) + Vl(c) €

= vE( resZ(Y(£)) (resl(a’) ) = g(a)"’ = 7 Tala) |
e (R + {xer ] Yy nfor vin) 2 ixife
deemoon - cerl Y
' c,—-o + ‘[xe r'll'n}s/w n;éq & vl(n) > lxl}

=v3(Y(£)(a") ) .

nach Voraussetzung . ged.

Aus ii) folgt , daB a’ {iber 22 ebenso wie a uber BT . - . Ao o~ )
transzendent ist.Wir konnen also ¥  zu einem' Isomorphismus i) o aile e wis et (
2 1
A A A resio Y = Y ores .
$ Kl(a) =¥ Kz(a’) k k k

g 1 4
o iaatuen TeTEnES ? ta) a= &% Sei also xeﬁ (a) . Es treten dann zwei F&lle auf :
: 21 ! .
D g1 a) Es gibt Polynome f,g€K [ X] und ein re ¥ mit
_— 1 i o£vi(f) £vi(r) , 0 £¥(g) € vi(r) , véo und
iii) vo\}':\foov ( auf XK (a) ) und

Setze t := k-rz.Dann gilt

VI(Kl(a)) cr®a {xﬁrll n\e/lN nfo & vl(n) > lxl}.

Denn sei o A o
f(a),, eﬁl(a) wobei ¢ € K+ f gE}?l[XJ mit rest(\r(f(a)) = rest(\]’(f)(a’)) =
a 9 9 9 bt
g1( ) Y = P (rest(£))(resi(a’)) =
v(f) =v(g) =0

]

¢, (rest(£))( Pylresi(a)))

¢, (resp(£(a)))

Dann ist

Il

I

V(Y (£(2))) - vA(§ (£(2))) + vPW¥(c)) =
P (vHe(2)) - B, (via(a))) + (v (e)) =

(P Eledee) )

Ebenso schlieBt man

(nach ii))

= 9, (=) - vHala)) + vi(e)) = resf(P (8(2)) = Pylresyla(a)) i
(a) Daraus folgt

_ 1,f(a " 2

=Yo7 (gray-e)) Bt o, | res2(§ (£(a)))-¥, (resl(e(2)) -

Damit ist der erste Teil von iii) gezeigt. 1 5, A
_?t(rest(f(a)))-rest(\y(g(a))) =0
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oder

! A 1
v2{(res2@EE})-, (vest (gg);)))(resi(waa)))-\ft<rest<f(a»>j
Nun ist aber
v2( res2(P(e(2))): Fylresi(e(a))) ) & v2(=%) .

Also folgt

R(res2($ (2] -y (resh(EtED ) > vin)

Wir haben also
A
es? b (res§<wi{i})))

re (‘~f't(res:L f(a »

"Pk(res (rest(-—g—-})))

(P, (resy(x) -aed.

resZ({ (x)

]
1]

b) Sei vl(x)<o oder gebe es keine Polynome

£,e €k [X] und r#o mit

ot ()evl (), otte)ei(x) , x=EHE .

Wir zeigen,déB aus der letzten Bedingung folgt:
vl(.x) > vi(k) - ,fells vi(x) 2o .

Denn sei x = 2 : wie in iii) , und sei

r#o mit vi(£(a)) ¢ vi(r) und vi(g(a)) € vi(r) .

Aus vl(x) Ao folgt
vl(c) S . vl(r) » .
Ist vi(e) € o , so folgt
ottt £V .
Ist -0 £ vl(c) r4 vl(k-r), so folgt

o = vi(eof) £ vi(k'r) .

N

In beiden F&llen erhalten wir also im Widerspruch
zur Annahme Polynome f,Z mit

T

X=% 5 O B y_l(f) = vl(k.r) , 04 xl(g) < vl(k-r) .

Es folgt also vl(c) > vl(k.r) und daraus

vl(x)> vl(k) a

Aus der Vorausetzung von b) folgt also

vl(x) { o oder

viz) > vi(x) .

Wegen iii) ist also auch

vz(V(x)) <o oder v2'(HV(x)) > v2(k) .

Wir haben also

resi(¥ (1)) = 0 =P(0) = Pylresi(x)) . aen.

Aus iii) wund iv) folgt,wenn wir

P
R(a) =% wa %(a’) =% setzen, das

"'l(r

Aus iii) folgt

9 1’R2”') =

S RO

Fler®+ {XGI' lné'IN nfo & v'(n) Alxl}

Das widerspricht der maximalen Wahl von 'f’

Wir haben also bewiesen,daB fiir alle ngo

AL Wl
Rn_Rn

Es bleibt noch

Flor®s {zer¥ n\éN nfo g v'(n) 3 le}

zu zeigen.Sei also 0.E.
yel® ,o¢x % vl(n) ’
Dann ist
_ 1 i
x = vn(resn(z)) .

Nun gibt es aber ein we K

Al

und sei x:vl(z) .

mit
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res}l(w) = resi‘l(z) g ; o
s [ einen K - Isomorphismus
Also ist xe [~ .
n ¢ : o %2 i1) erfu
Wegen [ ° € ['1 folgt also : der ii) erfiillt.
A
. rl . Es bleibt mnoch iii) zu zeigen.
Sei also
Damit ist Satz 7 Dbewiesen. xe Rt wnd  0.E. vi(x)do .
ot 1 .
sihsr 8 Wegen k= = k= gibt es also ein
DEa 2 yex° mit vl(x -y)> o =

seien XK°,v° ¢ K',v" (i=1,2) bewertete Korper mit
] Also ist auch

Restklassenkdrpern kj , Restklassenabbildungen res? und 5
V(W(X)-W(Y) )=V2(\f’(x)'-y)>o , d.h.

Wertgruppen l'j ((3=041,2) « K und K2 seien henselsch .

> .
Weiter sei k3 ein Zwischenkbrper res®(Y (x)) = res?(y) = res®(y) = resi(x) = P (res(x)) .
e k3 ekt ,der iiber k° L g 2=
' b) Sei =k (xl), x, transzendent iber k2%
separabel erzeugt ist,und
- . i .
R e sei eine isomorphe Setze x, := f(x;)  und wihle y, €K mit
Einbettung,die auf k® identisch operiert. resl(yi) = x5 i=1,2 .
bamn gibt oo henselsche ‘Zwischenksrper Dann ist fiir jedes f€& K°[X] vom Inhalt o
e I?l c gkt i=1,2 und einen K°-Isomorphismus o
A res (f) # o d.h.  res®(£)(x. 0
AD ’
Y - R ‘ mit i
A A D woraus folgt
i) Fl=f2=r° €
i
ii) 92e Y = L : | vi(f(y;)) =o - i=1,2 .
caxs A2 g d : :
1:}1) X]e;s o‘{; _\fo res ¥q und Yo sind also speziell transzendent iiber Ko, und
iv) k- = k es gilt fir alle fe K° [ xJ
Beweis: Vl(f(yi)) = 37(2). 5 ‘ i=1,2 .

5 . s XL 50 i Fodt)
Wir beweisen den Satz zundchst fir dreil Sonderfdlle Sei K* := K"(y;) und K° := Ko(yZ) und sei
& o0 2
a) sei X3 = kO. Y :K—>X
o " o ~
der natiirliche K -Isomorphismus mit ‘{J(yl) =y, -

Setze ﬁl bzw. ?{2 als die henselschen Hilllenrvon
Dann gilt
k° in Kl bzw. K2 o .
: i) FL=F2 -re°.
i) wund iv) sind dann erfiillt. bkl
o : = i o~ ;
Wegen der Eindeutigkeit der henselschen Hiille,gibt es Denn fiir e ex ist
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Vi(gg—-;-)~V(f)-V°(g)er .
b &
ii) v q = vt .f(y )
Denn seir E(—y—::t—)—éf{'l. Dann ist
v2<§7(—§117) ) = 2(—?—'%) - ¥0(£) - 1°(8) =
f(yl)
vy

iv) ﬁl =13 .
Denn einerseits ist natiirlich.
~
K = ko(xl) C resl(Ko(yl)) =k .
Sei andererseits

T B na ek vR(x) = 22(8) = ¥0(e) =

Dann iét

rest(£(y,))  res'(£)(x;)

resi(x) = ko(xl) .

resl(g(yl)) K resl(g)(gl)

A~ ~
iid) Igszo\ll =P rost .

Denn sei
fﬁ%aﬁl wnd 0.E. vi(x) = v°(£) = ¥°(g) =
1
Dann ist
£(y,), res®(f)(xy)
2,85 2 o)y _ _
res (Y (x)) = res™( W) = ————-————reso(g)(xg)
@ (res®(£))(P (x1)) res®(£)(x;)
T Plres®(e)(P (x)) | res®(8)(xp)

P (rest(x))

”1 K2 und W haben alle gewinschten Eigenschaften bis
auf die Henselit#t von Kl und K2. Wenn wir aber %1 und
'1'{2 vermsge \?” jdentifizieren und in a) die Rolle von
K° spielen lassen, erhalten wir aus a) durch Bilden der

Ao
henselschen Hiillen die gesuchten K ,K° und Y

i}

Nz

e) k3 = ko(xl) » X, separabel algebraisch iiber k%

Wegen a) kann 0.E. K°

als henselsch angenommen werden.
Setze x, t=(x;) und sei fg k°[ x] das Minimalpoly-

nom von Xq iber k° y £ ist dann auch Minimalpoly-
nom von X, iber  k°,

Wahle nun aus K° [X] ein g vom Inhalt o ,normiert, mit
reso(g) =0

g ist irreduzibel,denn man kann annehmen,daB sonst

g = hep s h,p normiert und-vom Inhalt o,04 grad h< grad g .

Dann ist aber grad res®(h) = grad h und es wiirde folgen
f = res®(h)res®(p) .

Wihle y; aus k' mit resl(yi) = X5

est gilt dann
resi(g(yi)) =0 und Tres (g (y )) £ (x ) # 0o d.h.

vi(g(yi))> o und Vl(g'(yi)) =0 s i=1,2 .

Kl und K2 sind henselsch, also gibt es in Ki

nach Satz 1 Nullstellen z; von g mit

3. A i .
res (zi) = res (yi) =x; .

1l

sei &L i= Ko(zl) ’ ﬁ2 : Ko(zz) und sei

Y: ]'——9 K2

der natiirliche KO—Isomorphismus,der zq in z, abbildet.
Als algebraische Erweiterungen von K° sind K’:L und K2
zundchst henselsch.Dariiberhinaus gilt

L ol A N

i) Pt =f2=r° una k3 =%kt .

Denn es ist

(f{\l:K‘o)=gradg=gradf y k3cﬁ1‘
A
(k1 : k%) 2 (k3 : k%) = grad f
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und wegen der Gradungleichung
o a o Al .0

grad f = (KlzKo) a (rl: r°)e(k:x") 2 grad f .

Es folgt also

(F:r° =1 und (&%) = (K3:k°) d.h.

F =r° und =3 .
ii) Gzoly =

folgt aus der eindeutigen Fortsetzbarkelt von
v auf algebraische Oberkdrper von .

A A1
1340) reszo‘{} =Pores .
kL
Denn seil x e > , 0.E. v (x) 2o und
mit
X = c-h(zl)
nex’l[x1 , v%n) =0 , cek® ,grad h < grad f .

e o +
| f war das Minimalpolynom von X4 iber k°.Daraus folg

resl(h(zl)) = resl(h)(xl) £ o0 ,da resl(h) # o ,d.h.

“ v(n(zy)) =
M Also ist vl(c) A o und daher
| res® (Y (n(zq)) = res?(h(z,)) = res®(n)(x,) =

]

‘{“ @ (res®(m))(¥F (1)) =
P ( res®(n)(x;) ) = P(res’ (nlz)))

Il

res?( Y (x) = res®(c)-res® (Y (n(z1))) =
@ (rest(c)): P (res (h(z1))) =
@( rest(c).(res (n(z,)))) =

1]

@ ( rest(x)) :

pamit ist ~c¢) erledigt.

Da k3 iiber x° separabel erzeugt ist,gibt es eine
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Limeszahl &« , eine Folge (ay )“« von Elementen aus

k3 und eine Folge (kg )64-0( von ‘Zwischen-kérpern mit

. .
k, =% , kg =k;
kg = §'</4 kp falls 4 Limeszahl ,

kg =kg(ag),

ay tranzendent oder separabel algebraisch iiber ky ,
Durch transfinite Rekursion konstruieren wir Zwischenkdrper

K]g ,sz und Ko-—Isomorphismen
Wy 6 —3 Ké sderart aaB
K],; de henselsch sind fir &4y 0
i) Fd = S .,
ii) v6 oy = v}

iii) resso Y, =%o res%

4

iv) K = kg
Kldc Kl.v , K2 c K2 s Vg © W'r fir  § Lvé.
1 _
Denn setze Ko = o = k° M "V .
Ist 4 Iimeszahl, setze Y =U = U K i=1,2 o
? é P<‘ ‘f’(} 9 6 p<6 P ’ ?
Ist a 4 transzendent {ber ky , konstrulere

Kdl'H’K§+4 undf,wie in D) .

Ist ay separabel algebraisch iiber ky , konstriere
1 . 5
Kd+1’K§+1 und g+1 "Wie in c) )
In beiden Fédllen identifiziert man Kl,g und K% vermoge Vd

und 14B8% sie die Rolle von K° in b) bzw. c) spielen. o

Um schlieBlich Satz 7 zu beweisen ,setzt man

e & LR B, Y

o 7
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Definition :
Sei K,v ein bewerteter Korper mit Wertgruppe r .
Eine Abbildung
m:IT > K
heift Schnitt, wenn fur alle ,f€l
i) v(M (o)) =« _
11) T (o0 )-TT() =TT (ot + ) .

Bemerkung:
Seien K- bewertete Korper mit Wertgruppen r* una

Schni'l:ten]'ri (i=1,2) .Dann bedeutet I_{]'C K2 ,daB auch

TT2|I.1 =TTt ‘

Satz 9

seien K°,v°c Kr,vt  (i=1,2) bewertete Korper mit Wert-
gruppen rd , Schnitten 7T9 und@ Restklassenkorpern

2 seien henselsch. Weiter sei

1) (j=0,1,2). K& wnd K
rc r3c rl eine Zwischengrupne und
(f: r 3 - r2 eine isomorvhe Einbettung,
die auf [7° identisch operiert .

Dann gibt es henselsche Zwischenkdrper

k°c ,I:IiC KiL 12142 wnd einen K°-Isomorphismus
(TR Ry R mit
A A
i)k =% =«°

i1) 92 ¥ = Qo4
131) T2 @ = Yot wna TH(FhHe g (i=1,2)
iv) [’:1 = r'3

Bemerkung:
Aus i) und ii) folgt, wenn res:L und 1‘852 die entsprechenden

Restklassenabbildungen sind,wie beim Beweis von Satz 8
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v) reso Y= resl .

Beweis:

A A
Setzt man R = K2 = K° und Y= idgo ,so sind die
Bedingungen i)- iii) erfiillt.

Sei nun nach Zorns Lemma ein Isomorphismus

W:/ﬁl-—-) ﬁZ

A
maximal mit den Eigenschaften i) - iii) und |—1C r3 gewshlt .

Da beim Bilden der henselschen Hille Y fortgesetzt
wird , und i) - iii) erhalten bleiben, sind '121 und %2
Wir miissen also noch iv) zeigen:

Sei andernfalls

A
w, €3\ F1 .
Dann treten zwei Fdlle ein:
1.Fall

newna(lef\-l—-) n=0 .

: ~
Dann gilt dasselbe fiir 0(2:=\P(°(1) und r2 =

Aus der Voraussetzung folgt fiir xi:=TTi(o(i)
i, 3 i,k _
v (ajxi) Av (akxi) ,wenn
s
i€k , aj,akGKl , 8y 40 , und daraus

” 5N
fir alle ao,..,aneK

e,
M

vi(

axd ) = iy (vi(ay) + 5rey)

Speziell sind also X bzw. X, transzendent iiber

A A
&L bzw. X° .
N~
Setze B* := ﬁl(xl) 5 E K2(§2) und sei

~N
¥ . B ¥

der Isomorphismus,der Y fortsetzt und X in X,
abbildet.

Dann sind erfiillt:

henselsch.

(i=1,2).



SID b

Denn sei
8+ aiX. +..ta XD
0 171 nrllzwe'il, ai’biEﬁl .
b0 + b xl+..+bnxl
Dann ist

(P ) = v W (ay)+ Yoy dxpr. .+ Yay)x; =
Vo) oy e ¥, 23

1]

ma(v? (Y (a;))41 ot) - pn(v? (W (o ))i ) =

? (pfa(vi(a;)+iety) - mig(vi (b 4iwy) ) =

P (vw)) )

e
M) w(riyek , i=1,2 .

i)

Denn aus dem Beweis von ii) sieht man,daB

[ R CH '
Wenn also

p+ndi€Fi ’ pefi
ist,so folgt

Tri(ﬁ+ n o) =TTi(p)-(xi)ne % ,i=1,2 .

11'20 (f 2‘?0”1 auf Fl e
Denn fiir P+ndleFl,P€€1 ist

TP (p+ nety)

T2 (B) + nxy) = _
Yartp g =Y artp)ad) =
Y (mh(p+ nay)) .

yi=1,2 .

Denn <sei i= 1 oder 2 und

=

8 48X, +.0+8 X
oFBXyte ot

1 n

b0+blxi+..+anxi

w =

~i i
€ K sund 0.E v (w )= o ,

S

- 43 -

Dann folgt aus der Vorbemerkung ,daB es ein j £ n gibt mit

vi(aj) = vi(bj) 5 vi(ajxg) = vi(bjxg)

und fir alle r#j

i r i j i r al J
v (arxi) >V (ajxi) und v (brxi) >v (bjxi) ‘

Setze

et

cs= . Dann ist

e lf

. . (a_-cb )+(a,-cb,)x.+..+(a_-cb )x2
vl(w - ¢c) Vl( [¢) o gt o [ - n n’ i ¥ =
bo+blxi+..+bnxi

1]

I

5 i ) = i Jy A
%#? (v (ak - cbk) + kc<i) v (bjxi) 2

N e ; b k i k -l J
> ﬁ;zgl (min {v (akxi)!v (bkxi)} Y =% (bjxi)> o
Also ist
resi(w) = resi(c) et =x° .

q; setzt also ¥ mit den Eigenschaften i) - iii) fort.Das
widerspricht der maximalen Wahl von Wy

2.Fall

Al
Sei n die kleinste positive ganze Zahl mit no(lel_ x .

Dann ist n auch die kleinste positive Zahl mit

o )
n«, € [

fiir ez2:=‘f’(o<1') .
Setze Tri= RN(TTI(ap)) wa B:=RP(M2(,))
Nun ist aber

(T (et )" = TTHne )€ R also

& :x) ¢n i=1,2 .
Andererseits ist wegen der Wahl von n

(FL:fh) 2> (Fhy (> i) = n 1,2 .
Aus der Gradungleichung folgt also

(El 2 ﬁi) =n und rdi= l/'\’i+ <°{i> i=1,2.

Weiter muB
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i : ; :
p ol T (n °(i) Eine  S-isomorphe Einbettung
- i i Al < <
das Minimalpolynom von TT (e¢.) fiber K sein, 1i=1,2 . 1
Da 1 (P'—'(‘PO"PIQ oyee) 2 (l", 9-0)‘-‘5(r2 < ggoo)
1 2
Y (x* -1r (nety)) = x* -1 (nety) heiBt dann S({r) ~isomorph,wenn
14B8t sich vermoge
07 iyl . y 2 P omy =T Yo .
V(T () := T(exty)
zu einem Isomorphismus sei Y= (\YK, Lyr) : (Kl, rl) —_ (K2, f‘2)
v K2 fortset ' ;
Y: x —K ortsetzen. eine schnittvertrigliche isomorphe Einbettung der Korper Kt
Es gilt dann mit Schnitten Tr', d.h. TT%¥= {1 .Dann ist
a3 s ~ ~N -
i) F =% = k° una r1=r14<a<1)c|'3 ,i=1,2 ' ‘
_ lyl(r.l I Bl ) eine S(Tr)-isomorphe Einbettung von
wegen der Gradungleichung, 1 1 1 2’" o 2 o '
~ ~ .o i oo .
ii) ;20‘{/:(.')0,‘71 e o9 ) in (=, 9R1 )
weil sich die §1  auf die algebraischen Oberkorper AI.{"' ——_—
der henselschen Korper %i (i=1,2) eindeutig fort- £80a 0
setzen, seien (K%, °%)c(x*, ') bewertete Korper der Charakteristik o
< s ~i i 5
iii) sei P +kx; € r*,per ; dam ist mit Schnitt, i=1,2 . k' wnd K° seien S-henselsch.
! ! ; I _
TP+ ket,) =TT (PIT (et )€K d.n. 1 1
' P. i (p i P:(rel,EL,..) — (F2,R2,R5,..)
(FY) e & (i=1,2) und
Trl r 2 . sei eine S(ﬂ‘)-isomorphe Einbettung,die (FO,RE,RZ,..)
2 1 5 2 =
™ (P( ﬁ*‘ k"(]_)) =Yar (P )= (7T (“2)) = elementweise festl&dBt.
o1 1 1 k
=y (P)'(W (Nl)) ) = Dann gibt es S-henselsche Zwischenkdrper
~ .
_ 3 A3 A3 5 3 )
FPUT (s ko)) . 0, r9c @&, Meat,rl) T o@a,2) ms
~Y
Also setzt ¥ Y mit den Eigenschaften i) - iii) fort. Plom e, TTl(F'l)C e (i=1,2) und
Das widerspricht der maximalen Wahl von Yy . ) )
s ] : 0 o0y _ .
K1 - und ‘V haben also wie gewiinscht die Eigenschaften einen (K ’r ) Esumiokphdsnus
A ”n A
i) - iv) . qed. Y (%, 1) — (R%,[%) ,der schnittvertriglich ist,
Definition: ’ ' < "1 l = A1
Definition wv  VCPLERLEL.) = FUTLELE,.

Sei (K’r’Rl’RZ"') ein bewerteter Korper der Charakteristik o

mit Wertgruppe r ,Restklassenringen Rn und Schnitt TV . Beweis:

Nach Zorns Lemma existiert ein maximaler schnittvertriglicher

(Ko, |"°) - Isomorphismus zwischen Zwischenkdrpern

Ll/ 3(%1;?1) — (ﬁ2’ FZ)

Wir filhren dann in der Struktur ( r’Rl’R2"‘) neue

Funktionen Trn: r— R ein vermdge T, := res,oT .
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der Tl'i( Fi) c ﬁi (i=1,2) und konstruieren mit - o
i) wHEhH e & und Yo7t = T2, aur !, i-1,2,
¥ FLAL R = @ F1,8L,61 -
(r Ryyee) (r Ryy..)

erfiillt.

Dann sind ﬁl und /122 p st

Denn nach Satz 5 erhalten wir eine Fortsetzung VY von Y
auf die§henselschen Hiillen der ﬁi

S~-henselsch.

kx : )
e rexext i=1,2

R d

VB P ,die

o -0 oyt : erfiillt.

~

pio_fi : ; . ty B
Wegen =T (i=1,2) ist mit ¥ auch ¥ schnittver-

trdglich.Um

Froema,. =0,

r !R]_’ 2"' %"')

zu zeigen,muB man noch fir alle n#o

res ° ‘-P ‘? res zeigen.
Sei also x€ X und o.E. vl(x) 20 .
A
Da fir alle nfo R = K. ist , gibt es ein y€R" mit

vl(x -y) > vl(n).
Also ist auch

(@) - ¥y v¥Pm) o

res2(¥ (x)) = resh (¥ (y)) = @ _(resp(y)) = @ (resi(x)).

Wir haben also im Widerspruch zur Maximalitit Y mit
allen Eigenschaften fortgese’czt.’ﬁl und 1122 sind $-
henselsch.
~

Zum Beweis von Satz lo muB also noch {‘l = rl gezeigt
werden.

: ~1 1
Sei andernfalls [~ £ T
ekt

e
Wir werden dann Zwischenksrper K- G (i=1,2)

und eine Fortsetzung von Y

N"‘l

Y%

35 ~ 2
oY - ‘f’
ii) res; ° res

iii) % ¥ - LFO.$1

YiEL e, = L,

2,.0

1.Fall
Es gibt ein & erh t‘l , ein Pe l"l

o9iae

Es konnen nun drei Fdlle auftreten:

sodaB o ¢ F+e(l £z 1(m) < oo

und fiir alle n#o

na(1¢P1

Definiere o, = ‘f (&)

~

Aus i) - iii) folgt dann im Widerspruch zur Maximalitdt von Y

#l

) .

R (wi(aty)) 1-1,2 .

N i . Aj ;
Die \Tl(o(i) sind ‘transzendent iiber K- wund wie

im ersten Fall des Beweise‘s von Satz 9 haben wir

¢’I‘{'l—)f2

, TFortsetzung von WY

vermsge ¥ (W1(ety)) =T3(Xp) , wo i) wnd iii)

erfiillt sind.

Es bleibt noch ii) nachzuweisen.

Sei also xelff1 und o0.E.

ao+a1(Tr1(°(1))+..+ak(Trl( o(l)

o &

vi(x) £ vi(n)

)k

X =

Do by (TP (0t D)oty (0 (et )

Wie beim Beweis von Satz 9 finden wir r,s < x s s0daf3

Wir wdhlen nun ein ceg ﬁl

mit

Ve (w (%)) 3¢V (1 (ot1))7)
o (et )15 (T () )))

v1

fiir alle j#4 und
fiir alle j#s .

(e) = s-P und setzen

und ein mewW ,
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P . o= Paes fiir alle j ¢ k 1,
B W |« Taos Gl e ) - ¥ trosd

Dann ist
do+dl(Tr1(o(1))+..+d (le'(dl))k
egter (TT1( ) )+eve (W (aty))"

und Setze t:=

vE (e veg (TP (ly D)4 et (T NE) = vH(e (T (7))®) = ros?(¥ (a
= vl(c) + Seofq = s-(p+o<1) d.h.

o £ vi(e re; (ML oty ) ) 4o ve (T (&t NE) £ vH(m®) . und

Daraus folgt wegen Vl(x) < vl(n)

vl(ao+d1(nl(o(l))+..+dk(Tr1(«><1))k) £vl(nm®) .

res%("{\; (e0

=gl

as (i), qed.

Und nun weiter in der Behandlung des ersten Falls. -

nzmas.Dann folgt,weil nach dem Vorangehenden

alle Summanden einen Wert 2 o haben,aus der Zwischenbemerkung

o+ 1 (T C oty D+ vay (T X0 )9) =

(ft(res%(do+dl (¢ oLq))+es .+dk(n'1(’°¢1 Ny

+o1 (T (et g ))eve (g )¥)) =

(ft(res};(eo+e1(1T 1( oq))+. .-ﬁgk(wl(dl))k) )

Also ist
Weiter gilt wegen o £ vl(x) fiir alle j € k
o £ vie, (L («1))%) £ V(e (m (<)) £ vH(a (e D) ores?® (2,4, (n »i».?(resl(.{:e.errl(x ») -
(eg (T~ (et apn 1 3 t S0%4 plresgise, 1
und natiirlich -Pt(rest( 2.0, (e rresl @ E e e ) -
1 J
«)év(es('rrl(o(l))s)_évl(ej(ﬂ' (o(l)) ) k | |
—(resi(‘r(l Z o l(Tr (o(l)i)) B ? (res (i . l(n— (o(;)j)l)))) ;
Zwischenbemerkung: ( (1'r (o W) 2 elT (£
'Fﬁralleaeﬁl,ti'-’oyierl, ie N gilt *101 1 . 01 1
; - "fc(reS%(é d.(nl(cll))l))-resz(‘!’({i e; (e 1) .
res_%("l‘(a)'(nz( IACINEE '-ft(res%(al-(‘l'l'l(o())l)) e 9 &
Da aber
Denn .
res2(Y (2)- (T12(%, (<)) = res <—z—“-w (&) P )24 D) - 0 £ V2P (rostEa, (g 1M res? B E e, (o ) o P b
(Fhadl ist,folgt
- res2(p (2} )R-« vi(a)) =
= rest(?—r—— ) T k 1
(fo(v=(a)) ~ 2ods e (e ) 2. d; (e )
2 34 )e PTG ot~ vi(a)) = vi(res ‘f‘*“—w——)- Py (re t(lL’—T—l» )> vi(n) .
= asg(f (g 7200 lTslt 20 oy O 2e; (et )
1 . P I | _ ' . B
= ?t( rest(m) res_b(TT (l &£ v (a))) ) d.h

= fylresi(or R — - W= Vi) ) -
via

I

2 5 (res2(¥ (x)) - ¢, (resk(x)) ) =
resh(¥ (x)) - ¢ (resl(x))
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rd Eael. g8 X igt. " a a
Damit ist ii) nachgewiesen und der 1.Fall erledig resﬁ(‘f(x)) = resi("l’(b—r)) s ,Cfn(resi(b_r)) s (Pn(resrll(x)) .
s s

2.,Fall ii) ist also gezeigt und Fall 2 damit abgehandelt.

ii e l A ] 6' und nfo € is
Fir alle d] 9 3.Fall

| o & A
ﬁ“‘l‘F{"er loé =S (n)} Es gibt ein a(lerl\rl und ein nfo mit no(lele'l "

und al Sei n die kleinste positive ganze Zahl mit dieser
n e(l 4;— e . Eigenschaft.Setze
A S %1 72 ~1 A a~>  AD
Wirwshlen eino(, € rINF ! und gefinieren o,,K ,K° und olyr= 4 (<) , K:= K (nl(o(l)) s KoK (112(,,¢2)),

‘Il wie im 1.Fall.Dann gelten wieder i) und iii).Wir zeigen

Wie im 2.Fall des Beweises von Satz 9 schlieBt man,daB
noch ii).

~ _ . 2 ) . £ .
Sei also xeKl und 0.E. o £ vl(x) £ vl(n) die Trl(O(i) algebraisch vom Grad n iiber den K& (i=1,2)
a°+a1('n'1( 1))+ .+ak(‘|T1( c(l))k _ sind und eine Fortsetzung
£ Lok Y3 ' B e
bo+b1(Tr (0{1))"" '+bk(Tr (O(l .

von ¥ vermsge "I"(U"l("(l)) = 1T2(o(2) existiert,die
i) und iii) erfillt.
Es bleibt noch ii) zu zeigen.-

Sei also xe€ K+ und o0.E. vl(x) B

Seien r,s £k wie im 1.Fall .Dann ist
5 1
o & vl(x) = vl(BE) + _(r = s)o(1 £ v-(n) .
o8

a A
Y 1 1 un, = oF N
Weil aber WV (b:)e [ .5 felat suxider Voravaghomy x = ao+a1(H1(o( 1)) +e o2, _1(Hl(dl))n ba gl oy aiEKl .

a
6
25 i —) -
(r - s)0(1€ r » d.h. F=5. Ung deher ¥ (bs) © Alle lonome #o haben verschiedene Werte,denn sei
k 1 1 i
soi (- Z2y_ ogroy (e e woy (TN ))) 0€r<s £nl  wmd vHa (T (et;))7) = vi(a (vwi(etq))®) .
S R 1 k
= bo+b1(‘[‘|’1(ok1))+--+bk( (1)) Dann folgt
+ . Y 1 Al
und sei im Z&hler ct(ITl(o(l)) das Monom mit minimalen (s-r)ety = v (:—Z)G F1
Wert. : ¢ : . ‘
Da c¢_ = o ist, ist also t#r . Aus Das steht wegen s-r € n-1 im Widerspruch zur Wshl von n .
r o Wir haben also fir alle
a
i r 1,°% = «
£ v X-—-—):V('—)*’(t r) n-1 . .
T b ! 0 £ v (x) = Figvi (e, (M M=y M) = via (e )

folgt wegen der Vorausetzung speziell

Daraus folgt

1 &r 1

v(x-T)—)>V(n) .
.S

n- o .
res?(F (x)) = B el (o, (rh (1)) =

Also ist - wegen der letzten Zwischenbemerkung -
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n-1 . -1 .
E @ (res(a; (et ))H) =f?n(res}1(:§gai(nl<o<l»l» =

1l

1
?n(resn(x)) .
Damit ist ii) nachgewiesen und der dritte Fall erledigt.
Da die drei Fille alle Moglichkeiten erschopfen,ist Satz lo

bewiesen.

Definition:

Sei K,v ein bewerteter Korper mit Restklassenkdrper k.Dann

i) (Kaplansky) .
erfiillt K,v die Bedingung A , wenn entweder k die
Charakteristik o hat oder, wenn k die Charakteristik
p hat, die Wertgruppe durch p teilbar ist und in k
jedes nichtkonstante Polynom der Form
Eax s
i=o"i
eine Nullstelle besitzt.
ii)
heiBt K,v algebraisch maximal,wenn K,v keine echten,
algebraischen,unmittelbaren Erweiterungen hat.

Satz 11
i 1 2 2 . e ; .
(k, ") C (k°, ) seien bewertete Korper, K eine Kardi-

nalzahl.
K2 sei algebraisch maximal, K -pseudovollsténdig und er-

fiille Bedingung A .

K; sei in K2 relativ maximal und cardl‘l L x .

1

Dann ist K maximal.

Beweis:

In [6] wurde implizit bewiesen

Seien Flc;F2 bewertete Korper und erfiille F2 die

Bedingung A .Weiter moge jede PCF vom algebraischen Typ

aus F2 in F2 konvergieren.,

- 5% =

Dann konvergiert jede PCF aus Fl mit einem Minimal-

polynom
aer, [x]
gegen eine Nullstelle von q in F2 .
Wir zeigen nun, daB jede PCF (aﬁ%<paus k! in K; konvergiert.
1.Fall: (a6 ) ist vom transzendenten Typ.

4<p

Dann istlplé K  .Also konvergiert (ay %‘ﬁ gegen ein

2 .
bekK“. Nach [6]1 ist dann Kl(b) unmittelbare Erweiterung

K .Also ist beKL.

2,Fall : (ag %<g:ist vom algebraischen Typ.

2 3 . . S
Da K algebraisch maximal ist , konvergieren alle

PCF vom algebraischen Typ in K2. Also konvergiert nach
der vorangehenden Bemerkung (ag %< gegen die Nullstelle b
eines Minimalpolynoms. Nach [6] ist dann Kl(b)
unmittelbare Erweiterung von Kl. Also ist b EKl . ged,

Satz 12

Sei K ein bewerter Korper , K eine Kardinalzahl.

Dann gibt es einen K -vollstédndigen Ultralimes von K.

Beweis:

i) Fir jedes f, card § £ W , gibt es eine Ultrapotenz
kP von K , in der alle PCF (ag L‘F aus K kon-

vergieren.

Denn sei U ein Ultrafilter auf F ,der die Mengen

Uy :={reB 1 4§ £%} fir A(P enthilt.

KB .= Kp/ leistet dann das verlangte. Denn jede
o

PCF (ag ) konvergiert in K egen .
¢ hep g gegen (a"t‘)EF/m

s . 3 . 3 A
ii) Es gibt einen Ultralimes K von K , in dem jede

PCF (ag %‘ﬁ mit card § £ K aus K konvergiert.

Denn definiere rekursiv:
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é
K,:=K , K3 :=(‘L(/‘ Kp ) Cia
K+ hat dann die gewiinschte Eigenschaft,denn jede
PCF a konvergiert in K .
( °3 )8<F g [
iii) Definiere rekursiv:
~ ~ ~ o
% =K K, := K $= .
° \’/ ] (é_‘)‘ g ), wd K it Kﬂ
Dann hat K die gewiinschten Eigenschaften.
v

g : : &

Denn sei (ag )&45 eine PCF aus K mit card P— K .

Sei age€ Ky — mit rs< k", Damn ist

card ¥; £ card Kk £ card w*t o

Sei y-:= sup ¥4 = 1] Yy £ «* .Dam ist

é<p 3<p
card ¥ £ card (5 card K =K< K* ,Also ist y« T %
(ag )d<ﬁ ist eine PCF aus ’f('x. und konvergiert in
A
K)" =Kx+1CK . ged.
Bemerkung:

Wir haben sogar stidrker bewiesen:

Zu jeder Kardinalzahl K gibt es ein Ultralimessystem

(T U )~<(3 ,sodaB fiir jeden

bewerteten Kdrper K

1im KL} K —-pseudovollsténdig ist.
ot f ‘Ue(

Satz 13

Jeder Korper der Charakteristik .o besitzt einen S-unmittel-

baren , S-maximalen Oberkorper.

Beweis: Denn sei (K,r') solch ein Kérper und card M= K .
Nach Satz 12 gibt es einen K -vollsténdigen Ultralimes (Kl,..)
der S-henselschen Hiille von K .Sei (K2,r ) S-—unmittelbarer
in K:L relativ S-maximaler Cberkdrper von K.Da K S-henselsch
ist,ist nach Satz 5 auch ]{e&henselsch,also konvergieren alle
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S-PCF aus K2 vom algebraischen Typ.
Se1‘ (a4 )é(d eine S-PCF vom transzendenten Typ.Dann folgt
zundchst £ K, Also besitzt (ag )““ einen Limes beg Kl.
Nach Satz 3 iii und [6] ist K°(b) S-unmittelbare
Erweiterung von K2. Also ist bg K2.
2 .

In K konvergieren also alle S-PCF .Aus Satz I 3 folgt

also wie gewiinscht die S-Faximalitit von K2.




