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IT Modelltheoretische Hilfsmittel

Satz 1
Seien (si’Ki) i=1,2 zweisortige Strukturen und seien

Sl und 52 elementardquivalent.
Dann existieren elementare Erweiterungen
~ A
(Si,Ki)< (Si,Ki) i=1,2 , sodaB
~r
Sl = 5y
Beweis:

i
Nach [8] existieren Ultralimites ];‘i_gl 8;° 4 ,sodaB
o<

1111:[51/U:L 11mS2/U2 .

A
setze dann (Si’Ki) 11m (S K, ) /Ul .
Satz 2
I, L, sei eine Spracherweiterunge.

K & K, seien zwei Theorien , K, & Ly 3 121452
A sei eine Aussage aus L2.

Dann sind #quivalent:

a) Es gibt ein B aus Iq mit K, A<>B .

b) Fiir alle Mengen von Aussagen T aus Ll ,filr die T v K in

L1 vollstidndig ist,ist A bzgl. Tu K2 entscheidbar.

Beweis:

a) = b):

Sei a) erfillt und TuK1 in I’l vollstdndig.Dann ist entweder
TuKlI——B oder TuKlk— ~ B.

Aus T U K2l- B¢ A und K’.L o K2 folgt dann

TuKzi—A oder TuKz}—va.

b)—>a):

sei S ={Bell K, —A—>B}

Sei M ein Modell von S und S(M) die Menge der Ll—Aussagen,die
in M gelten.Dann ist s(M)=s(M)u I’l vollsténdig in I.

Nach b) ist elso A entscheidbar bzgl. S(l‘.’I)UK2 5
Annahme : S.(M)uKzuA ist inkonsistent.

Bann gibt es ein C € S(M) mit
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K, - A -»~C, also ist ce&s(M) .wid.

Also ist S(M) k= A.Also gilt NH-A. A gilt also in allen Vodellen
von S.Daher Sk A .Es gibt also ein €& S mit

B - A und K2l— A—=B .

Also ist Ket—- A&e®B .

Folgerung:

Es sind &dquivalent:
a) Fir alle A€ L, gibt es ein Rg Ly mit K b AedB .

b) Fiir alle Mengen von Aussagen,fur die Tw K1 vollsténdig ist,

ist Tw K2 vollstédndig.

Def: ]

Sei G eine Menge von Formeln einer Sprache L,

M& N seien L-Strukturen.

N heiBt G-Erweiterung von M,falls fir alle a ,,...,a_ €M

i 1 *n

und alle ?(xl,...,xn) € G

Mk ‘P(al,...,an)=) NH-'?(al,..,an)
Satz 3

Seien K, (i=1,2,3) IL-Strukturen ,Ki-( K3,

K@ sei G-Erweiterung von von Kl.

Dann gibt es eine G-Erweiterung K4 von K3 mit K2 <£ K4 .
Beweis:

Man kann ohne Einschrénkung K?n K3 Ifl annehmen.
D(K ) sei die Menge aller in K3 giiltigen GEK] Aussagen,
S(K ) die Menge aller in K, gliltigen LI_K?] Ausoagen.

7Zu zeigen ist die Konsistenz von D(K ) v S(K )
Sei andernfalls D(KB)US( 2) inkonsistent,dann gibt es ein

A= AMA A A oo AB L, AiED(KB) mit

1 2
S(KQ)I-'NA i

A ist von der Torm B(al,...,en),wo die a; aus K3\ Ky und
B eine Konjunktion von Formeln aus G[Kf ist.
Da die a; in S(Kz) nicht vorkommen ,gilt

S(Ky)b Ql.../)}n~s(xl,..,xn) (:=c) .
Seien bl"""bn beliebig aus Kl.
K, ist Modell von S(Kz) und man schlieBt

KybnB(byy..yb ) -
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K, ist G - Erweiterung und B(bl,..,bn) Konjunktion von
G [K1] - Aussagen , also gilt auch ' ‘
K; F ~B(b1,..,bn) . |
Die bi waren beliebig , d.h. Kl - C. ‘
|
Aus Ky Ky folgt J
K3 I ¢ im Widerspruch zu K3 I+ B(al,..,an) = \
Satz 4 ’ “
: |
Sei k¢ W und G eine lMenge von Formeln einer Sprache L !

mit der folgenden Eigenschaft:

N i =
Ist k ¥ 1, so enthdlt G x; =%x; und X # Xy
Ist k = 0, so enthdlt G a =

Konstanten a,b

a und b £ b fir zwei
avs L . »

Sind A und B aus G 4 so sind auch AvB und AAB

aus G . ‘

Seien (Pi(xl,..,xk) Formeln , T, Theorien aus I , i=1,2 .

Dann sind &quivalent:

i) Es gibt eine Formel A aus G mit

Tll-‘fl—avA und T, & A =P, .

ii) Pir je zwei T,-Todelle I, und Elemente ok, )vpe
aus 17 ( i=1,2) derart, daB filir jede Formel
A(xl,..,xk) aus G
W Alal, . ,8l) — e AGad,..,8d)
gilt M t-Py (el enyat) = My Polad,..,ad) .

Beweis:

i) —ii): ist klar
ii) — i)
Wir erweitern I zu L° durch Hinzunahme neuer Konstanten
€p9eesC) o Definiere
Si={B(eyseesey) | T Plegseese,) = Blegyes) 4B(xys.. 5% €G]
S
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Beh.: Tu S b ‘fa(el,..,ek) G
Sei andernfalls M, ein Modell von Tu Su{'r‘f;( eqres ,ek)j ’
durch ai, . .a;‘; interpre-

und seien in M2 el,..,,ek

tiert.Sei

ﬁ::{c(el,..)l le"'l"c(a:erlt) 9 C(x11°‘)GG} md

rﬁ?::{_xl ~Xe %} .Dann ist
6nS=¢,T,¥-o und S £ o .
. ~
Sei (Ml,ai,..,a%) ein Modell von Tw rT ,falls vorhanden.

2
Dann gilt fiir das Paar (Ml,a},..) ’ (Ml,al,..)
die Bedingung ii) .Denn sei A(xl,..')“ aus G und sei
M~ A(al,..) und M, b r A(a2,..)
1 qas e ) .95 .
A A
Dann ist also A(el,..)eT und I-A(el,..)e-T J@h.

1 .
M) - Alaype.) o Wide

Wegen ii) konnen wir also aus Ml r YQ(ai,..)
i} 5
My (- r—‘ﬁ_(al, .e) schlieBen. «
Ml war aber ein beliebiges NModell von T’lur-T . Also
ist
n
Tur T (ﬁ(el"')’

A
Folglich existieren ‘I‘l,..,Tn aus T ,sodaB

T (r—Tl/\ ri,A ...Ar—Tn) —_r q’l(el,..) oder

%_*- q’l(el"i) —-’ (Tlv L) an)
(Tlv o an) gilt nicht in M, , ist aber andererseits
von der Form D(el,,..) fiir D(xl,..)e G  und gehort also

zu S, was nicht geht.
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Wir haben also
Tv S Qy(eqpeese)) - Also gibt es SyseesSy € 5 mit

T,k (514 .. ASy) = tf’g(el,..) . Wegen der Abgeschlossenheits-

eigenschaft von G ist (SlA ..I\St) wiederaus S .Sei also
SN ceASy = B(el,..) mit B(xlr..) € G . Dann ist
TQ" B(el’--) e d (fz(elgun) und Tl ‘-.(rl(ely..)‘ -~ B(el"")l‘ d.h.

Tzl" B(xlyﬁ') -‘) ‘fa xl,..) L Tl "‘pl(xl";’.)‘ "9 B(xl,;.) qed’

Aus Satz 4 folgt leicht

Satz 4°

Sei I eine elementare Sprache , L’ eine Erweiterung von L
wund T e IL° eine Theorie.l enthalte mindestens eine Konstante.

Weiter'sei G eine Menge von IL’-Formeln mit den folgenden

Eigenschaften:

i) Jede guantorfreie Formel aus L gehdrt zu G

ii) Sind A und B aus G , so sind auch AAB und
AvB aus G .

iii) 1Ist A(xl..,xn) aus G und sind tl,..,tn
L-Terme ,dann ist auch A(tl,..,tn) aus G .

y (xl,..,xk) sei eine Formel aus L’.

Dann sind &quivalent:

a) P ist bzgl. T zu einer Formel aus G Hquivalent.

b) Sei Mo eine gemeinsame IL-Unterstruktur der
T-Modelle Mi und M2 . Weiter sei fiir jede Formel
A(xl,..,xn) € G und 8yseeg8, 8US M
mln; A(al,..,an) — Myl A(al,...) :

Dann ist auch

M]_“"‘?(alro-ran) —> MQlF(P((a]_"') o
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Folgerung:

Es sind &quivalent: (L enthalte mindestens eine Konstante)

a) K gestattet Quantorenelimination

b) Seien My und ¥,
Dann sind M; und M, bzgl. L[:Moj elementeréiquivalent.

K-Modelle mit gemeinsamer Unterstruktur Mo .

c) Seien Ml und M2 K-Modelle und Mo eine gemeinsame Unterstruktur.

Danh gelten alle einfachen Existenzaussagen aus I.tMoJ ,die

in M1 gelten auch in M2

d) K ist Modellvervollstandlgung einer offenen Theorie. (31ehe[Ig

e) Seien M, und M, K-Nodelle mit gemeinsamer

Unterstruktur Mo . Dann 188t sich M, iiber Mo isomorph

1
in eine Ultrapotenz von M2 einbetten.
Beweis:
a) — b):

folgt sofort aus Satz -4 ,wenn man als G die lMenge der
quantorfreien L-Formeln wihlt,

b) — e):
Wenn Ml und M2 bzgl. L [Mé] elementardqguivalent sind,
148t sich nach [813 M, iber M sogar elementar in
eine Ultrapotenz von M2 einbetten.

e) —ec): '
Sei Ml iiber Mo in die Ultrépotenz M; von M2 eingebettet.

Dann gilt jede Existenzaussage aus I,EMéI,die in M1 gilt ,
in M; und also auch in M2 .
c) —a):

Aus ¢) folgt mit Satz 4 ,daB jede einfache Existenzformel
einer quantorfreien Formel &dquivalent ist.Daraus folgt so-
die Hoglichkeit einer Quantorenelimination.
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a) — b)
Sei K* eine offene Theorie und K Il'odellvervollstin-
s *
digung von K. d.h.
i) Jedes k¥ -I'odell besitzt eine Oberstruktur,die K-llodell ist.
ii) Sei K, ein K™ -Modell und Kl'K2 zwel dariiber—
liegende K-lodelle. Dann sind Kl und K2 bzgl.
L [Kg elementariquivalent.

iii) Jedes K-lModell ist auch K™ -lodell, d.h.
fer KFX .
Seien M; , i=0,1,2 wie in b) .Dann sind wegen iii) ¥, und

*
M, auch K¥ - lModelle . Also ist auch M, K -Modell.

2
Aus ii) folgt dann die Behauptung.

b) —»d):

Setze K‘

= { x€a (D] X=X} .(A (L) sei die Menge
aller Allaussagen von L ).
Zu zeigen sind i) - iii)
ii) ist klar wegen b)
iii) ist klar
i): Sei M ein Modell von K* und D(M) die lenge
aller quantorfreien Aussagen aus L [I'] , die in
M gelten.Wir missen die Konsistenz von

D(M)y K zeigen.
Sei andernfalls
K A(ml,...,mn) mit NA(ml,..,mn)sD(M), m.& M
und A(xl,..,xn) €L .
Dann ist /«
A (=4
L) R AR A A(xl,..,xn) . Also

% iot W .
K]—/\...é(\n Alxyyeeyx)) . M ist K -lodell:

vi-A LA A(XyyeesX )
X X 1 n
Das steht im Widerspruch zu
M- NA(ml..,mn) =
ged.
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Im Folgenden werden bei der Behandlung der mehrsortigen
liodelltheorie Verallgemeinerungen von Sitzen der iiblichen

- einsortigen - lModelltheorie stillschweigend vorgenommen.
Diese Verallgemeinerungen lassen sich immer zeigen durch un-

mittelbare Ubertragungen der 'einsortigen' Beweise.

Def.: Sei L eine zweisortige Sprache mit den Sorten S und K

i) Eine Funktion heiBt reine S-Funktion,wenn sie s™ in S wirft.
Eine Relation heiBt reine S-Relation,wenn sie nur S-Argument-
stellen besitzt.Eine Formel,die sich aus diesen Funktiogen

und Relationen aufbaut ,heift reine S-Formel .

ii) Wir sagen,eine S-Variable s kommt in der Formel A rein vor,
wenn in A keine Terme der Form f(tl,...,tn) vorkommen,
wo s in einem der ti vorkommt und f keine reine B-l'unktion
ist;und wenn in A Primformeln der Form R(tl,..;tn)nichtvorkommen,
wo s in einem der Terme vorkommt ,und R keine reine S-Relation
ist.
iii) Eine TFormel heifBt K‘-Existenzformel,wenn die prédnexe Normal-

form folgende Form hat:

QX QX Qpqe o e X A(xl, PR, ,xr)
Dabei sind die Quantoren Q1 bis Qn Existenzguantoren und
Qn+1 bis Qr 5-Quantoren , und die J-Variablen X bis

X komnmen in A ' rein vor .

Satz 5
Sei T eine Theorie .A(xl,.;,in) eine Formel.Dann sind dquivalent:

i) A ist bzgl. T einer K*—Existenzformel dguivalent.

.. s r Y e (S % . &

ii) Fir alle T-Fodelle (S;,K) < (5,,K,) mit u1< S, und
(Sl,Kl)&~_A(al,..,an) fir a; aus (Sl’Kl) gilt
(52,1(?_)”- A(al,..,sn) .

Reweisg:
i) == ii):
Wir kémnen A als K +1Ex.formel annehmen.
I) A sei von der Form
Qs - Qr.B(sl,..,sr) ,wo B eine quantorfreic

Formel aus L [(Sl’Ki)J ist,und die s rein in B vorkommer.
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Sei D(Sl,Kl) die Menge aller guantorfreien Aussagen aus
L [CSl,Kl)] ,die in (Sl,Kl) gelten.Indem man konstante Terme
aus B durch ihre Werte in (Sl’Kl) und. Relationen zwischen
konstanten Termen durch ihre Wahrheitswerte in (Sl,Kl)
ersetzt,folgt aus der Reinheit der s; in B ,daB B
bzgl. D(Sl,Kl) einer reinen S-Formel Hquivalent ist.
Nun sind (Sl,Kl) und (82,K2) Modelle von D(Sl,Kl),und S0
folgt aus der Giiltigkeit der Aussage A in (Sl’Ki) die Giil-
tigkeit in (82,K2) - denn Sl»< S, -

ITI) Sei A von der Form

Qy- - Q=Qpq-- QrﬁB(xl,..xn,sn+l,..,sr)
(Ql..Qn Ex.quantoren) und sei in (Si’Kl) gliltig.
aus (sl’Kl) ,sodaB

Dann existieren Bpyee9dy

(Sl,Kl)lF- Q- QfﬁB(al,..,an,sn+l,..,sr) .
Nach I) ist dann auch
(S2'K2)H—- Que1®e* QrﬁB(al""an’sn+l’"'sr) °
Also gilt A auch in (SZ’KZ) .
ii)—>»i):
Wir erweitern I durch Einfiihren der neuen Konstanten €qyee €y

und neuer Relationszeichen R P fiir jede Peine S-Formel ¥ zur
Sprache L* .T wird durch Hinzunahme der Axiome
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Vit dem bekannten Satz [i¢S{Eﬂkann man also schlieBen,daB

* . .
A(el,..,en) bzgl. T eirer Existenzaussage aus L° dquivalent

%st.Ersetzt man in dieser Formel mit Hilfe der Axicme die
Relationen Rq;durch die Formeln f

K*—Existenzaussage aus L [e

seae L Iy
o ¥ 1 n

auch bzgl. T.el,..,en kommen in T nicht vor und man kann
Variablen iibergehen. ged.

Def.: T heiBt K*Lmodellvollsténdig,wenn fiir alle T-Nodelle
(sl’Kl) [ (SZ’KQ) mit Sl< S, sogar (Sl,Kl) < (Sz’Kz) gilt.
Satz 6 :
! Es sind &dquivalent:
i) T ist K'imodellvollsténdig
ii) Fir alle'T—Modelle (Sl’Kl) E'(SZ,KZ) mit slat S, und
alle K -Existenzaussagen A aus L E(Sl,Kl)J gilt:
(855K, ) A = (5),K ) A
Beweis:
i) & ii):
ist klar

ii) =»1i):

serhédlt man eine &quivalente

ist konservative Erweiterung von T,die #quivalenz gilt =lso

Ry <~ 9 (fir alle reinen Y ) 3zu ¥ crweitert.
7% jist eine konservative Erweiteruhg von T.

Sei A(ey,..,e,) gliltig in dem T _Modell (S,K;) , und

sei (32’K2) eine Oberstruktur,die T* -Nodell ist.

Bezeichne (Si,Ki)+ die Strukturen,die man durch Weglassen der

neuen Relationen erhdlt.Dann gilt A(el,..,en) in (Sl’K1)+ urd

S{ < S; .Denn zu zeigen ist:Alle reinen S-Aussagen aus LESI] »

die in SI gelten,gelten auch in S; .Wegen der hinzugekommenen
Axiome ist das gleichbedeutend damit,daB alle Relationen Ry ,

die $E Sl fir al,..,an gelten auch in 52 fir Byyeesly gelten.
Das ist aber klar,weil 62,K2) L -Oberstruktur von (Sl,Kl) ists
Es ist also tatsiichlich S < S; .Aus ii) folgt damn

(SQ’Kz)H‘ A(el,..,en).

Mit Satz 5 folgt aus Voraussetzung ii) ,daB jede K* Existenz-
aussage aus L [(Sl,Kl)J einer K*—Allaussage dquivalent ist.
Daraus folgt sehr leicht,daB jede Formel einer K -Existenzformel

dguivalent ist (bzgl. T) . Daraus folgt wieder mit Satz 5
die Modellvollsténdigkeit.

¥ .
Def.: T heiRt K*-Modellvervollsténdigung von T,wenn

i) T€ T*

.. . , . . ¥
ii) Zu jedem T-Nodell (Sl,Vl) gibt es ein T -Modell (52,K2) mit

(sl,Kl) < (Sz,Kz) und sl-< S, .

iii) T ist K*-modellvollsténdig.

Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der Definition
des model-companion aus [lz].
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Satz 7

Die K*—Nodell—vervollsténdigung ist eindeutig bestimmt.
Beweis: : ii

Seien Tl,T2 zwei Nodellvervollstéindigungen von T,.Zu zeigen ist,
daB jedes Tl—Nodell auch lNodell von T2 ist.

— 7

i) A(xl,..,xn) ist bzgl. T zu einer K-Existenzformel

dguivalent,

) Seien (S,Kl) C (S,K2) T-Iodelle , al,..,ané(S,Kl)
und
(s,Kl)n— A(al,..,an) . Damnm ist auch

Sei (SlyKl) Tl-wodell.W1r definieren rekursiv: (S,Kz)u— A(al»--:an) )
(5.,K.) € (5,,E,) € «.on € (S,K) S - .

193] 295 R o ‘ Beweis: ( Der Beweis unterscheidet sich wesentlich von[iG] )
§1% S, K eeee < S R eens mit L) adidd) e

(Sppeq+Koney) 18 Ty-Fodell flir Hi=0,1,.. 1=1,2 ,50848

(Sl’Kl) <L (53,K3)«< (85,K5> sie ' ®

(5,K,) 4 (8,,K,) < (SgiKg) oo :
JL s Dann wiirde fqigen o

(812%) < S (s4,%;)  wnd (S5p,Kp) < My (555%;) .

(SZ’KQ) ist daher elementare Erweiterung von (sl,Kl ) und
w T2—Modell. Also ist auch (Sl’Kl) T2—Modell. ..
| Definition:

2n-1 — 2n : (SQn—l’K2n—1) ist nach Voraussetzung T;-
also auch T-Modell .Nimm fiur (SZn’KZn) das
T,.-Modell,das nach ii) der pefinition existiert.

Theorie und A(x“..,xn) eine Formel auvs L .Dann sind iiguivalent:

Rev.eid

Sei

Man kann A als K-Existenzformel annehmen.Wir zeigen
ii) durch Induktion nach der Zahl der Quantoren in der
prédnexen Normalform.

| ii) ist klar fiir quantorfreie Formeln .

2, Sei A ::é>;3(x,a1,..,an) . Aus (S,Kl)ﬂ— A folgt fiir ein
I3E(SyK1) (S,K1) I B(byaj,..) .Nach Induktionsvor-
aussetzung ist dann

(S,KZ)H— B(b;al,..,an) d.h. (S,KQ)H-— A
A= <>653 B(x,al,..,a ) e
Aus (S,K - 5 S
(s, l)H-— A Tolgt,daB fir alle s€5 (Q,Kl)H—_ B(s,al,,an).

n

Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann,daB fiir alle sé& S

(s,1<2)H— B(s,al,..,an). d.h. (S,KZ) A .

2
2n — 2n+l : analog . ged. Zum Beweis von ii)=—>1i) ein Hilfssatz:
Yor: (5 ,K ) € (5;,K;) i=1,2 .
Definition: i
L R s Tir a2lle ¥K-Tx.formeln A und alle 81"”8n.é (s ,K ) mit
Sei A eine Formel einer zweisortigen Sprache mit den Sorten (S.,K. ) b—n(a a) i1t 5 PLe
IR P s gi a S
S und X . ) 272 19° 29y g uc (Sl,Kl)%—.B(al,..’nn) .
: Tis gi nt D
A heiBt dann K-Existenzformel (K-Allformel) ,wenn aus der Beh: Te gibt clementare Erweiterungen
prinexen Normalform von A durch Streichen der S-Quantoren (Si,Ki)-< (S,Ki) 1=142 mit (S’K?) c (8,K)
: | & v ,\]
eine Existenzformel (Allformel entsteht . . - ) )
( 1 ) Rem: Voravcsetzung und Behauptuhg sind fcuivalent.’
satz 8 (Fefcrmann) Zum DBewvels des Hilfssatzes:
Sei I einc Sprache mit den Sorten S und K TclL eine Ce o ; . —-—
Ol 0 o I) B gibt einc elementare Erweiterung (5,K) von (Sl,Kl) derart,

da’ G 1) = —/: . 7 __ Ty 3
( P’KQ) € (S,¥) und alle K-Fx.Aussagen aus L [(SQ,YE{] P

die in (52,K2) gelten ,auch in (E,E) gelten,

J¢(01,K1) die Menge aller Aussagen aus L [(Sl,Hlﬂ,die in
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(Sl’Kl) gelten , ‘)OK—E (82'K2) die Menge aller K-Ex.aussagen
aus L [(SZ,KZ)_],die in (SZ,KZ) gelten.
7u zeigen ist offembar die Konsistenz von f(Sl,Kl)u x{—E(SZ’Kg)‘
Sei andernfalls A(al,..,an)6fK_E(82,K2) und al""anE(SQ'KZ)

\ 49 -
mit ,f(Sl,Kl)l-th(al,..,an). L (SO,I’O)
Dann ist

f(sl,Kl)I—-N}{...l/A(xl,..,xn) . Hlso
(Sl’Kl)”"V;Yl..._an(Xl'-"Xn) .
Rechts steht eine K-Tx.Formel,also nach Voraussetzung:
(S2pK2)H-Nxvl"°an(X1)'~yxn) .
~Im Widerspruch zu
(SprK ™ Alayyeesa) - _
IT) Sei (52,K2) ¢ (5,K) eine K—Ex—Erweiterung,d.h. alle K-Ex-Aus-—
sagen aus L [(Sz,KQ)] ,die in (52,1(2) gelten,gelten auch
in (5,%).
Dann gibt es eine elementare Trweiterung (S3,K3) von (SQ’KZ)
derart,daB S e Sy und fir alle K-Exformeln f(xl,..,xn) aus
L [(Sz,Kz)]und byyeesby € S gii’t;:
(s3,K3)H~ f(bl,..,bn) = (5,K)k f(bl,..,bn)
Beweis: ‘

Kquivelent ist zu fordern: g -
Fiir alle T aus L [(SZ,KZEI, f ¥rAllformel,b;,..b, aus S gilt:

(5, )M £(byyensby) = (S KM £(by,eeyby)
Sei fIZ—A (5,_12) die Venge aller solcher Aussagen,die in
(§,¥() gelten.Zu priifen ist dann die Yonsistenz von
?f(sz,K?_)ufi_A(S,K) 5
Sei andernfalls A(xl,..,xn) eine K-Allformel aus LE(SZ,KQ)J

bl""bn aus SN S ,so0deaB

o {8555 T A(byyeesby) und
»*
A(by,.eyby) aus Fpp (5,K) b

=69

Dann ist v v
.Y(SZ,KZ)}—~x1e s % e s Ay x) a0

n
(8 )r~ Fye 5 o & 8 ARk

Rechts steht aber eine K-Ex-Aussage aus L [(52,K2)], nach
Voraussetzung folgt dann

(§,k)w~)\;1...\){ By saeity)
n
Im Widerspruch zu
(5,K)H= A(byy..sb))

III) Sei (S,,K,) € (§,E),(52,K2)<(33,K3) , ScS, derart,
dass fiir alle K-Ex-Formeln f(x1,.._,xn) aus L [(SZ’KZ)] und
Byaansl, B gk

(S5 K3k £(bg,.00bp) = (5,808 £(by,..00) -
Dann gibt es ein (SLpKL;) mit

(5,K) 4 (S4,Ky) (83’K3) c (s,,K,) ist K—Ei—Erweiterung.

Beweis :
Zu zeigen ist die Konsistenz von Y (5,K)u J
Sei andernfalls A(x,],..,xnz € LK—E(SZ’KZ) . ~
by,.c,b€SNS, , a, 4,..58 € (83,}{3)\ (S,Kz)
A(byy..sbpay gse0r8y) € Sy p(85,K5)
P (5,K)+ ~ A(by,..,a)) . Also

K-E(S3’K3) :

mit

Y (5,K)F ~ J\{r LY A(byyeesbry Xy qses9X,) und

+1 *n R
(S,K)- ~ ¥r+1"'¥n A'(b1,..,br,xr+1,..,xn)

Rechts steht die Negation einer K-Fx-Formel aus L [(SZ’KZ)] mit
eingesetzten Konstanten aus S. Also ist nach Voraussetzung

~V %4
RN S A (LOTERNL WE NPT
Im Widerspruch zu
(SB,KB)H——— A(b1,..,an) .
Beweis des Hilfssatzes:
Seien (SO,KO) < (Si,Ki) i=1,2 wie oben . Nach I gibt es dann

(51,K1)<(§,K) 5 (Sz,K?) ¢ (5,K) K-Tx-Frweiterung.




- 70 =

v v B ~ o
Setze (S,K;) = (s,K) uwnd (S_,K ) = (855K5)

und definiere rekursiv:

v Vv < v Vv v Vv
(SO,KO) (sl,Kl)A ...<(sn,Kn)<
~ o~ ~ N ~ X
(sO,K0)< (sl,Kl)< veed (sn,Kn).< mit
ne Y Vv . v C‘N
(Sn,Kn) c (Sn,Kn) K-Ex-erweiterung , S5 E S
fiir n=0,1,2... .
v Vv ~ X
Seien (Si,Ki),(Si,Ki) fiir i=0,...,n bereits definiert.
- ~ N C v v c .
Dann ist (Sn,Kn) c (SnLFn) K-Ex-erweiterung.
~n .

Nach II) gibt es ein (Sn+l’Kn+1) mit

5.5 4 5 K § ¢ % AuBerd i1t

(Sn,Kn) (Sn+1’Kn+1) und S € Sy - uBerdem gi

die 7usatzeigenschaft,die es ermoglicht mit IIT) auf die

v v
FExistenz von (Sn+l’Kn+1) zu schlieBen,mit
v Vv v v ~ v \4
(Sn’Kn) < (Sn+l’Kn+1) 4 (Sn+1’Kn+l7 € (Spp1sknn

Damit ist die rekursive Definition beendet,und die

) E-Ex-Erw.

gewiinschten Eigenschaften sind vorhanden.

A A w0 v VY A A ol o
setze mun (8,K) = U(5;,¥;) wa (5,%,) = UGk -
v ~
(Beachte k/Si =Us; !t )

Wie gewiinscht ist nach Tarskis Lemma
- o A ~

(51,K) < (5,K) < (8,K;)
AA

(85,K,) < (8,Kp)

A A A A

(S’KQ)Q (S,Kl) ged.

Beweis von Satz 8

Nach Satz II 4 genligt es zu zeigen:
(SO,KO) c (Si,Vi) i=1,2 mogen den Voraussetzungen des
Hilfsatzes genlgen.
(Si’Ki) i=1,2 seien T-Nodelle.
Sei weiter A wie im Satz, 8q,..,8, 8uS (SO,KO) und

(5, Ky = A(ayseerey) -

-

D 2
ann gilt auch (Sl,Kl)H—-A(al,..,an) .
Bewveis:
De . - A A .
ArAHllfssatz liefert (S’Ki) i=1,2 ,sodaB gilt:
(S,Kg)ﬂ- A(al,..,an) (el.Rrweitérung 1)
Da die (S,K.) i= i i i
g (S 1) i=1,2 T-lFodelle sind,gilt nach Voraussetzung
(S,KI)H‘ A(al,..,an) . Also auch
(Sl,Kl)H— A(al,..,an) ” (el. Erweiterung ! ) ged.
Definition:

Eine Theorie T einer zweisortigen Sprache heifBt
K-modellvollstédndig,wenn fiir alle T;Modelle gilt:

Satz g ' "

Es sind &quivalent

i) T ist K-modellvollstédndig

ii) T I ;
) Fiir zwei T-Nodelle (Sﬁ’KZ) & (S,Kz) gilt:
(S,Ki) c (S,Kz) ist K-All-Erweiterung.

iii) Jede Formel ist bzgl. T einer K-Ex.formel Hquivalent .

Beweis: TNer Beweis geht analieg zum Beweis von II 6

NDefinition:

* .
T heiBt K-Modellvervollsténdigung von T wenn
i) ¢

ii)  Zu jedem T-lode s i
" jedem ? Todell (ol,Ki) gibt es ein ffﬁodell
(ug,Kg) mit
Sy =5, und (Sl,Kl) < (82,1(2) |
T*

iii) ist K-modellvollsténdig .

Satz 9!
Die K-Jlodellvervollstiindigung ist eindeutig bestimmt

Bevieis: Wie der Beweis von satz 7
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Fiir spidtere Anwendung brauchen wir noch die

Definition: Sei A eine Formel und R ein Relationssymbol.Wir

sagen,daB R in A positiv vorkommt,wenn jedes Vorkom-
men von R in A im Bereich gerade vieler Negations-
zeichen liegt.R. kommt in A negativ vor,wenn jedes
Vorkommen von R in A im Bereich ungerade vieler Nega-

tionszeichen liegt.

und den Satz

Satz lo
Sei I eine Sprache , P und N zwei disjunkte lNMengen von neuen
Relationszeichen und L’ die Sprache ,die aus L durch Hinzu-
nehmen der Zeichen aus PUN entsteht.Dann gilt:

i) Sei- § :M — K eine IL-isomorphe Einbettung der

1’ -Strukturen M und K ,sodaB

fiir jedes R¢P , a;€M M |- R(al,..an) + Kl R(‘-f(al)v',.

und fiir jedes REN , aie M
(Wir sagen ¢ ist (L,P,N)-Einbettung ).

Dann ist fir jede Existenzformel A€ L' ,in der die Zeichen

aus P nur positiv und die Zeichen aus N nur negativ

und alle 89809 0e aus M

auch K[ A(f(ay),.,F(ay) «

vorkommen
falls MI- A(al,..,an)

ii) Seien M und K zwei L’ -Strukturen derart,daB jede Exis-
tenzaussage,in der die Zeichen aus P nur positiv und
die Zeichen aus N nur negativ vorkommen, in K gilt,
wenn sie in M gilt.

Dann gibt es eine (L,P,N)-Einbettung von M in

eine Ultrapotenz von K.

Beweis:

i) Denn sei o.E. A Vvon der TForm

g; ¥;.,{ pl(t%(xl,..,yl,..yn),té(xl..),..) A Pz(t%(--),--yA

Aok e Sy (5L e )re A = Sy )A ) Ty (EL () s A .}

mit Termen tg ’ st

i rg ,Relationszeichen Ti aus L

K~ R(P(aq)y..) > Ml R(agyee)-

ii)
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Si aus N und Pi aus P,

Da A(al"') in M gilt , gibt es bl"' aus M mit

7N S PSR T, T YR TS i - 1 15T
M- 8;(si(byse0),00) fiir i=1,2...
Ml (F)T; (r](byyee)yes) fir i=1,2... .
Also gilt in K - da $(t3(bj,.c,a),00) = 870 )se0)enns =
Kl By (504000000808 )y o0 s Pla 10n s (008 )pee)ses)

Kl 55 (s3($(01)500)900)

K (F) T3 (r3(F (by)yes)ses)

M1so gilt A(P(2;)y..,f(a))) in K.

Fr 1=1,2,00. o

Sei F die Menge aller quantorfreien Formeln aus L’,

in denen die Zeichen aus P nur positiv und die Zeichen
aus N nur negativ vorkommen. Setze G «+=FUN .

Aus der Voraussetzung schlieBt man,daB fiir jede endliche
Teilmenge TcG,(.T= FTC;MT y FopCF , MpcM ) es
Elemente ‘f’T(a) aus K fur a €l gibt,sodal

fir alle A&F& 9 8158500 MT aus

M- Alagse.,a,)
K- A(¢(a))y..y Y(a,)) folgt .

Sei I die Menge aller endlichen Teilmengen von G und
U ein Ultrafilter auf I ,der die Mengen
Up:={Se1| Tcs}  fiuralle TelI enthélt.

Man hat nun eine Abbildung

-r E
TleI(f)T/m:’l-‘TerIMT/U - KI/U .

fan sieht nun leicht,daB I kanonisch in 11- M,
Tel T/b

_ . 1T
enthalten ist, und Y:= pg; P /lUl M die gesuchte

Einbettung ist. ged.
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IIT Die Theorie der S-henselschen Korper mit Schnitt

satz 1

i .
TR(1T) bezeichne im TFolgenden die elementare Theorie Seien (K°,T ° 2,..)C(K r R 2,..) (i=1,2)

der bewerteten Korper der Charakteristik o mit Schnitt . Modelle von TR<TT')-(Kly--) und (K y+.) seien S-henselsch.

Die Modelle von TR(TT) sind unendlichsortige Strukturen Weiter sei

2
(x, T ’Rl"R2"') , wobei K der Kérper , I die Wertgruppe mit oo Yt !R R "') » (I ’Rl’RZ"')

0" 40T R0

i —isomorphe Einbettung,die auf (7 °,R,R5y..)

und die R. die Restklassenringe sind , versehen mit den eihe. (v ) g » : . A
* identisch operiert.

ausgezeichneten Konstanten op,lp, in K ,%,0p in r, Dann existiert ein Ultralimessystem (Ix Uy L‘P
OR.’lR in den R.l sy mit den Funktionen und eine isomorphe Einbettung
i i
. (gt 2 ¥ o
vik — I . Yoo (K g )=y (K500 ) mlt.
mer X - i
B ! L et v ) B vnd
res; :K — R, v ¥yl r ! ‘Fl( 1 5* 2 \'P% R
Rigeo " 7
resfll:Rm—) R, falls n|m y ;i — By , U
L . ¥* -
der Addition,Subtraktion,Multiplikation und Division auf X, ( llm M« sei durch M  abgekiirzt )

/t

der Addition und Subtraktion auf setze XxX-oca= 0@ o
. il : M: Ist ¥ surjektiv,so kamn man auch die Surjektivitét

der Addition,Subtraktion und Multiplikation auf den R., d
1 von ¥ erreichen .

und mit den Relationen =p auf K , = und £  aur [
= Beweis:
und _Ri auf den Ri . SR
R(Tr) sel die Sprache,die zu diesen Strukturen gehort, i)  Wir zeigen zunichst,daB ein Ultralimessystem " # " ex-
Lp(Tr) die Sprache der Restriktionen (I",RysRyy..) . istiert und eine isomorphe Einbettung
‘ 1 2 -
} L Yei(ky,..) — (K5..) mit
Sei P::-{XE [NI (x 22 und x prim) oder X:O}.
Piir p €P. sei Y12, = Wm0 und
TE(T'-) die Theorie der I'odelle von TR(TT)’ deren Restklassen-— lfl'(r R ) T ‘i :
5 e
korper die Charakteristik p hat, und %
Tg(TF) die Theorie der S-henselschen I“odelle von mR(TT) Beweis: Sei K := max (card r'l, w ) JWir widhlen als ", "

Man Uberlegt leicht, daB die ¥lasse der S-henselschen Kdrper nach Satz I 12 so, daB

. ¥
nicht elementar im verallgemeinerten Sinn ist . (Kg,..) K ~vollstédndig ist.
Wir wenden nun nacheinander Satz I lo und Satz I 7 an

und erhalten soShenselsche Zwischenkorper

(x°,..) ¢ (KY,..) ¢ (x%,..) ,
(x°,..) e (§2,..) < (&%,..7 ., shuen
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(K°, «+ )=Isomorphismus . .
und von Ultralimessystemen (1& ,Ug‘ )“< 8 mit
: J

~ . A .
Y :(Kl,..) — (Kz,..) ,derart,daB 3
2 3 A i,3 I . e R

(Kl,..)—S—unmittelbar iiber (’IZ]‘,..) ist und (Kl’J+1!'°) = }L"_’{'P. (x719,..) “/U.J‘ » (B3)=(K .0

A .

1.1 = . Jet
\Pl(r ’Rly'-) (P (P = 1lim (‘P)I . Vl = ? 9
3 2 ¥ J+1 a=>pj d /,UJ ’
Sei nun (K’,..) ein S-unmittelbarer ,in (K%,..) .
2 : } und

relativ S-maximaler CberkSrper von (K2,..) .Dann ist ql:l c \PJ+1
(x3,..) S-maximal.Denn nach Satz I 3 miissen wir zeigen, qu I(rl’j,R%’j,..) - (fj g i=1,2 , 3=1,2,.. <

daB jede S-PCF aus (K3,..) in (K3,..) konvergiert. -
- E i, — 15 U wie in i) .
Da aber (Kg,..) S-henselsch ist,ist wegen der relativen iz gefinlerch ‘1’1 » (Ta Uy ‘)q( P

Maximalitdt nach Satz I 5 auch (K3,..')S-henselsch.Nach Um (Iail,UJd ‘“Pj und LVJ. zu definieren , identifi-

. . - 1,31 2,31
Satz I 4 konvergieren also in (K3,..) alle S-PCF vom zieren wir vermige "Pj—l (xk7975..) wnd (K +3-1 . .) una

algebraischen Typ.Sei (a eine S-PCF a K3,.. ’

g yp (as ) o eine us (X7,..) lassen sie in i) die Rolle von (K%,..) ,
vom transzendenten Typ . Ba (K“,..) K -vollstidndig ist
und cardr3 = card rlex , konvergiert (ag )“« in
(Kz,..) sagen wir gegen b. Nach Satz 3 iii und

(k17d) aie Rolle von (k%,..) (i=1,2) und
krj die Rolle von ¢ spielen.

ist dann (K3(b),..) S-unmittelbare Erweiterung von . .
3 3 3 s . Umn Satz 1 2zu beweisen setzen wir nur
(k’,..) ,d.h. bek’. (K°,..) ist also S-maximal . oo
. . * . .
Satz I 13 liefert eine S-unmittelbare ,S-maximale (Kt,..) := jLzll (BH93504) S 3=152),

Erweiterung von (Kl,..) : (K4»,..) .(K4,..) ist
A
auch S-unmittelbare Erweiterung von (Kl,..).Nach
A
Satz I 6 setzt sich ¥ fort zu einem Isomorphismus

oo N i
und  Y:= JL;{L q’j . qed. -;

~ IR TR | 3 iii) Beweis des Zusatzes: |
Woalet, T ’Rl’“) r (K7,..) . * Wenn @ bijektiv ist konstruieren wir uns wie in ii)
[ v i TFolge von S-henselschen Korpern
Setze also Y:= V¥ '(Kl ) ; eine TFolge P |
A . . ‘
(K% o) € [(BrY,..) CE 2, 3 L iTa,2) ;

ii) Wir definieren eine Folge von S-henselschen Kérpern .
- von isomorphen Einbettungen iiber K~ .

(x°,..) e (£01,..) e (k92) ¢ (x173,.)cuee.  (i=1,2), . -
Yo 3,00 — (@70 L3551 T 5 3

von isomorphen Einbettungen iber (Ko,..)

243 1,J+1 .

j j 2 (k°79,..) — (X i) J=2,4,648, 40
‘i‘j:(Kl’J,..) N (KZ’J:EIZ) j=1,2.. (VJ ( yiom) ( ) 943050, ’
von S(TF )-isomorphen Einbettungen von S(TT )-isomorphen Einbettungen (surjektiv)

- i 1,3 2,3 y

i 1,3 i 2,3 : ¢ (PR, L) — (07,00 3=1,3555 »
‘sz(rl’J,Ri’J,..) — (r2aphd, ) g2, 3+ e 4 a i

‘Pj=(|‘2’j,--)—»(f‘1’j,..) §=2,4464.0
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und von Ultralimessystemen (IQ,U% l1<ﬂj sy J=1,24.. mit
(gL |y = EL (Ki’j,..)I&],&J“j,.(Ki’l,..) = (x%,..),
?511 = llmF (? = /&g s =9 ’
\ygilaq/j und

s 121,2 535152, 06§ =1 Falls 2 §
r=2 falls 2| j .

Satz 2

Sei peP und L eine Spracherweiterung von LR(TF) , in
der die Sorte K mnicht vorkommt. T < I sei eine Theorie.
Dann gilt:

i) TR(IT)u T istidie K-Modellvervollsténdigung von AT YT .

i) TB(T)u T ist gie K ¥ -Modellvervollsténdigung von % (I )uT.

iii) Ist T modellvollsténdig,so ist auch TgAT)yT modell -
vollsténdig.

iv) Seien (X%,..)C (X%,..) '—1 2 Strukturen fir LuLghT)
und Modelle von TR(TT) (K sos) und (K see) Seien
S-henselsch. Welter sei

(rtie Y 2AF2,..) bzgl. L(r°%..) .

Dann ist auch

(x%,..) = (¥3,..) bzgl. LuIglrr) (x°%,..) .
Beweis:

iv): Seien (K%,..) i=0,1,2wie in iv) .Nach Satz IT 1 gibt
es elementare Erweiterungen

(.. < &0 (3=1,2)

= 79 =

und einen S(TT)-Isomorphismus der L-Strukturen

A A .
‘P:(l‘l,..)-——}(rz,..) yder (F%..) festlsst .
Nach Satz 1 gibt es Ultralimites

. z *
(%1,..) < (%l,..) ,die tiber (XK°,..) isomorph sind.
Also ist bzgl. LuLR(TT)(KO,...)

(ﬁl ..? = (K ,..) also auch
&L,..) = (®3,..) und
(£,..) = (K%,..) . qed.

i),ii) ¢ sei (X,[I ,Rl,..) ein Modell von TR(TT)U’P . Dann

A
ist die S-henselsche Hiille (K, [ yRyse.) Modell von
To(Tr)oT . '

Seien weiter (K I'l,Rl,..)'C (Kz,rz,Ri,._.) zwei

Modelle von Tg(ﬂ')um mit ‘
(rhey,..) < (P38, (bzgl. T ) ,d.h.

(Y yes) = A 250) bzel. L(FL,..) .

Daraus folgt mit iv) ,daB

(Frpia) (RS, o0)  Bmgl. Lulg(rr) (k%,..) d.h.

(Ky..) & (K2,...) . qed.

iii) folgt sofort aus ii)

Bemerkung:

Folgende ﬁberlegung zelgt, daB TR(Tr) weder eine K- noch
eine K*'—Nodellvervollsténdigung besitzt: Da die Klasse der
S-henselschen Korver abgeschlossen ist bzgl. elementaren
Unter- und Oberstrukturen , folgt aus Satz 2 wie beim Beweis
von Satz IT 7 , daB die I‘odellklasse ciner K- bzw. K’p—
llodellvervollstindigung von TR(TT) gerade die Klasse der

S-henselschen KSrver wire . Diese Klasse ist aber nicht ele-

mentar,
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Satz 3
- A .
Sei peP und L eine Spracherweiterung von LR(‘lT) , in der
die Sorte K nicht vorkommt. Dann gibt es zu qeder Formel A
aus LULR(TT) Terme ty,..,t ~und eine reine IL-Formel B

vom gleichen Préifixtyp wie A , in der alle neuen Relationszei-

chen aus L, die in A positiv ( negativ ) auftreten , positiv
( negativ ) vorkommen, mit

Tg(-rr)}- Aed B(byye.,t) .

Weiter konnen dabei , wenn A nicht quantorfrei ist , die

Terme ty,..,%  als LR(TI‘) - Terme gewdhlt »werden.

n

Folgerung: Erlaubt eine Theorie T€L Quantorenelimination,so
erlaubt auch T%(w)u'l‘ Quantorenelimination.

Beweis:

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion {iiber die Anzahl
der Quantorenwechsel in der prinexen Normalform von A .
Fiir quantorfreie A ist die Behauptung klar,weil in TR('ﬂ')

TR(r) v+ X = X, & v(x; - x,) =00 .

i) Sei A von der Form (pridnexe Normalform)
vv v A (XygeoXy gYugool..) ,wobei
Xy %o Xy 1 k791 m

A’ den Préfixtyp A hat (siene[12] S. 65 ) und die

Behauptung bereits erfiillt.Also gibt es Terme tl”"tk+m

und eine reine L-Formel B” - in der alle neuen Relations-
zeichen,die in A positiv (negativ) auftreten,positiv bzw.

negativ vorkommen- vom Priafixtyp An mit
TS(TT) F A& B (tl""tk+m) .

Sei nun R ein k+m-stelliges Relationszeichen,das in L nicht

vorkommt , und L’ entstehe aus T dadurch,dzB man alle neuen
Relationszeichen aus L streicht und R hinzunimmt.

Wir betrachten die folgende Formel aus LR(‘TT L’

Y
A R }{’2..\)(/1{1?(*0

" 17 beym) -

G sei die Menge aller Formeln aus LR(’Tr' Ju L” der Form
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c(sl,..,st) » wobei die s; LR(Tr)—Terme sind
und C eine reine L‘-Formel ist, in der R positiv vorkommt
und die x'rom Priafixtyp E; ist . Wir lassen LR('I‘I") 5 LR(‘I‘I‘)UL'
und G die Rollen von IL,L°und G in Satz IT 4’ spielen.lit

diesem Satz wollen wir zeigen, daB bzgl. Tg(‘ﬂ') A"" zu einer
Tormel aus G &dquivalent ist.

(L’ entstehe aus L’ durch Streichen von R)

Sei also (Ko,ro,..) gemeinsame -LR(TI') -Unterstruktur
der IL'yYLp(Tr) -Strukturen (K ,IF%,..) , i=1,2 .
(Kl,..) und (Kg,..) seien Modelle von T4(Tr) ,und
fiir alle Formeln D& G wund 81s859e. aUS (k°,..) msge

1
aus (K ,..) 0 ‘D(al,..) (K2,.,_.)l}— D(al,...) folgen.
Weiter gelte A"(al,..) in (Kl,..).

Aus Satz II lo folgt nun die Existenz einer Ultrapotenz "
und einer L’‘-isomorphen Einbettung

€M
P:(r R, — (FEER,LL) x

die auf (I‘O,Rg,...) identisch operiert und fiir alle

bysbyy..  aus (rl,..)
1 2 ol
(F e B R(by,.) — (T5.00 1 R(f(;bl) peo) erfiillt.

Seien Ri,.. die Restklassenringe. zu dem bewerteten
Korper (k°,F°) .Damn ist (Ko,ro,R%,..) Modell von
TR(TT) , und es ist

(x°,°,R3,..) € s g

Satz 1 1liefert nun ein Ultralimesystem "+" wund eine
isomorphe Einbettung (bzgl. LR(TI') 1)

Yot (12,

: 0. a0 ) y
die auf (X7, ,Ri,..) identisch operiert und

9

?’I(rl,,,y =P erfiillt,

» + . re
Da ©" wieder L —isomorphe Einbettung ist,ist

Y L”ULR(T") -isomorphe Einbettung.Weiter gilt fiir ?+
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1re+ aus (rl,..')+
(P2, .- P R(OP*(by)se0) , wemn  (FL,000" 8 R(by,.0) &

und fiir alle b

Da A’"(ap,..) in (&4,..)"  gilt,gibt es bl"“(Kl"')+’

sodafB
(K, . )" — R(ty(ayseesbysec)stpses) o
Also folgt

(Kzr'-j’}u— R(?+(tl(aly~-))v?+(t2),--) .
Da ‘f+(ti(a1,..) - ti(al,..,q’(bl),..) folgt also
(K2,..r+ﬂ—- A"(al,..) g% - und daraus

2 = v
(K2,.0.) = A7"(agsee) -
Die Bedingungen von Satz II 4° sind also erfiillt,und wir
wir finden Terme s;jye.ySy und eine reine L’-Formel C, in

der R positiv vorkommt,und die eine Existenzformel ist,mit
Clagseersy) 2 Y. xe..\x/ka(tl,..,tkm) vermsge Tg(TT) .

Ersetzen wir nun in C das Relationszeichen R durch die
Formel B’ ,erhalten wir eine reine L-Formel,die,weil
R in C positiv vorkommt ,vom Prafixtyp E1 ist,und in der

alle neuen Relationszeichen aus L,die in B positiv
(negativ) vorkommen,positiv (negativ) vorkommen.
Also ist wie gewiinscht

To(TF) - A & C(sp,..) .

ii) Sei A vom Préfixtyp A ., . Dann ist A vom Prifix-
typ' En+1 , und glle neuen Relationszeichen aus L,die
in A positiv (negativ) vorkommen,kommen in A negativ
(positiv) vor. Nach i) existiert eine reine L-Formel C
vom Prafixtyp En+l ,in der alle neuen Relationszeichen aus
L,die in A positiv (negativ) auftreten ,negativ (positiv)
vorkommen, und Terme 2us LR(Tr) Sqysee , sodaB

TS(.".) [ P'AHC(S;L"')“ Dann ist wie gewiinscht

Tg(Pr) b= A€drC(sy,..) . qed.
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Satz 4

set pe€P wia TR(W) = wR(W)u{T(v(p)) =} ,

5 e ~ A
L eine Erweiterung von LR(Trﬁ,in der die Sorte K nicht
vorkommt, T€ L eine Theorie.Dann gilt:

i) Jed i 7
) e Aussage aus IuJLRCrr) ist bzgl. Tg(fr) zu einer

Aussage aus L équiﬁalent.

s . .. . . A
ii) Wenn T vollstindig ist, ist auch Tg(rr)\)T vollsténdig,

iii) Wen i i i 7
) n T entscheidbar ist,ist auch Tg(TT)\lT entscheidbar,

iv) Seien (K%,..) (i=1,2) Nodelle Von.ag(TT)\,T und
1 %
(r*sned 205,00 bogl. T . Do Sob wieh
1 - :
(K1) = (K%,..)  bzgl. LeIp (W) .

Bemerkung:

Man kann dariiberhinaus,analog zu Satz 3y beweisen:

i)’ Zu jeder Aussage A aus L\ILR(TT) gibt es eine #qui-
valente IL-Aussage B,vom gleichen Prafixtyp,in der alle
neuen Relationszeichen aus L,die in A positiv (negativ)
vorkommen,positiv (negativ) vorkommen.

Beweigs:

5 . . i & -3
iv) Seien die (K%,..) i=1,2 wie in iv) .. Seien (x*, .}y die
Guw e
von den konstanten Termen erzeugten Unterstrukturen der

i ) . ou
(Ky..) (i=1,2) .Man sieht,daB die (K%,..) die folgende
Gestalt haben:

. : n o7
(Q,Z,Tp,..) y TT(n)=p~ ,falls v die p-adische Bewertung auf

Q ist.

({o},0,0,0,..), falls v die triviale Bewertung auf € ist.

i
Da ([ 7,..) = (r‘2,..) folgt also
-7 ~ =2 X -
(K e.) ¥ (K%,..) .Da die (E',..) von den konstanten Termen
erzeugt sind,folgt weiter

(rh.) = (%00 bzel. 1(®L,..) bow. L(F2,..).

Also ist nach Satz 2 iv auch

(%,..) = (k%,..)  bzal. LuLy(m) .
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ii) folgt sofort aus iv)

i) folgt aus ii) mit Satz II 2 .

iii) Sei ein Entscheidungsverfahren von T gegeben.UE die
Ableitbarkeit einer Aussage aus Lw LR(TT) bgzl. Tg(Tr)\,T

zu priifen gehen wir wie folgt vor:
Sei A diese Aussage.Dafﬁg(1T) axiomatisierbar ist,leiten

wir der Reihe nach alle in der um die Zeichen von A erweiterten

Sprache LR(TT) aus %E(TT) ableitbaren Aussagen ab.Sobald

eine Aussage der Form A ¢ B ,wobei B eine reine L-Aus-
sage ist,auftritt -das muB nach i) geéchehen -,untersuchen
wir die Ableitbarkeit von B bzgl. T mit dem gegeben

* Entscheidungsverfahren.

Definition:
To(Tr) sei die Theorie der bewerteten Korper mit Schnitt,

deren Restklassenkdrper die Charakteristik o haben. Die
Modelle von To(Tr) sind dreisortige Strukturen

(x, ,k) ,wobei K der Koérper , [~ die Wertgruppe und k

der Restklassenkdrper ist. -

Lo(Tr) sei die Sprache von TOCTT) , L die Sprache von
den Restriktionen ([7,k).

TE(Tr) sei die Theorie der henselschen lModelle von TO(TT) .

Satz 5
A .
Sei L eine Erweiterung von L ,in der die Sorte K nicht

vorkommt.T€ L sei eine Theorie.Dann gilt:

i) Sei (KO,..) gemeinsame L°(TT) ~-Unterstruktur der
)y - tedelte (KY,..)  is1,2 .
ms (FLeb) = (F%,%%)  bzel. W(F%,x%)
folgt dann

o
(&t,..) = (K%,..) bzgl. Lul, () (K%,..) .
i) Tg(rr);;T ist die K-Modellvervollstdndigung von

T0(1r)\,T .
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ii1) TH(r)eT ist die 1 “MoseTlvervollntdnitgung von
To("r)u’l‘ .

iv) 1Ist T modellvollstindig,so ist auch T§(1r JuT modell-
vollstdndig

v) Zu jeder Formel A aus INJLO(TT) gibt es LO(TT)—Terme
tl,..,t und eine reine IL-Formel B vom gleichen

n
Préafixtyp wie A,in der alle neuen Relationszeichen aus

L,die in A positiv (negativ ) vorkommen , positiv (nega-
tiv) vorkommen , mit

5 . )
TO(-rr) + A& B(tl,..,tn) .
vi) Erlaubt T Quantorenelimination-so erlaubt auch TE(TT)UT
Quantorenelimination, '
. - . H
vii) Jede Aussage aus Lu»Lo(TT) ist bzgl. To(Tr) zZu

einer Aussage aus L &dquivalent, die vom selben Prafixtyp

ist, und in der alle neuen Relationszeiphen aus L , die
vorher negativ (positiv) vorkamen, negativ (positiv)
vorkommen !

viii) Ist T vollstindig,so ist auch TH(r )uT vollsténdig.
ix) Ist T entscheidbar,so ist auch TH(TF)uT entscheidbar.

x) Seien (Ki,..) i=1,2 lodelle von Tgﬁf JUT mit
(rih) = (r2,x)
«h,..) = (%%,..)

bzgl. L .Dann ist auch

bzgl. Lv Lo('n‘) .

Beweis:

Nach Satz I 2 sind , wenn der Restklassenkorper die
Charakteristik o hat,die Begriffe henselsch und S-henselsch
dguivalent.Venn man weiter bedenkt,daB in diesem Fall alle
Restklassenringe mit dem RestklassenkSrper identigch sind,
folgt Satw 5 sofort aus den Sdtzen 2-4 . Die Verschirfungen

in v) und vii) erh#lt man wie beim Beweis von Seatz IITI lo .
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Definition:

K,v, <€ heiBt angeordneter,bewerteter Korper mit Schnitt,
wenn K,v ein bewerteter Korper mit Schnitt ist, K,€ ein
angeordneter Korper ist wund dartiberhinaus gilt:

i) Fir alle x aus der Wertgruppe I” von K,v ist W(x)» o .
o€y £ x— v(x) ¢ v(y) v

i40) X,7€ K

Satz 6

i) Sei K,v,4 ein angeordneter bewerteter Korper mit Schnitt.

Dann wird vermdge

res(x)Y o :4¢9 xP0 A v(x) =o
auf dem Restklassenkorper eine Anordnung definiert,die
den Restklassenkdrper zu einem angeordneten Korper macht.

ii) Sei K,v ein bewerteter Korper mit Schnitt und ¢ eine
Anordnung des Restklassenkorpers.Dann macht die Anordnung
x¥o : €3 res(x-TT(-v(x)))) oa x#o0

K,v,(’ zu einem angeordneten,bewerteten Kdrper mit Schnitt.

iii) Die in i) wund ii) Dbeschriebenen Prozesse sind

die Umkehrungen voneinander.

Beweis:
i) Wohldefiniertheit:
Sei x» o0 und res(x) = res (y) # o .Dann ist
vix - y) > v(x)po . Daraus folgt
x—-y¢ x d.h. y)o,res(y))‘o .

Vergleichbarkeit und Antisymmetrie:
Fir v(x)=o miiessen wir zeigen
res(x)y o &y - res(x)i;' 6. Es ist aber

1]
res(x) Yo €3> xX»o0 & —x}o(—) —res(x)j» o .

Vertriglichkeit mit Addition und Multiplikation:

Sei res-(x))’o und res(y)}'o . Dann ist =x,ypo . Also
?

xypo d.h. res(x)res(y) = res(xy) p o ,da v(xy)=o .

Weiter ist
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wegen o< X< X+y v(x+y) € v(x) = o .
Andererseits folgt aus v(x) = v(y)
v(x+y) 20 . Also folgt

res(x) + res(y) = res(x+y))' o B

ii)s

Vertrdglichkeit mit der Multiplikation:
x,7% 0 = res(xT(-v(x)))y oa res(xTW(=v(x)))p oA xy£ o
— res(xyw (~=v(x))rr (-v(y)))20aAa xy # o
— res(xyw(-v(xy)))>o0aA xy # o
==y xy)’o >-
Vertrdglichkeit mit der Addition:
Sei x,y» o und 1.Fall : v(i)) v(y) .Dann folgt
v(x+y) = v(y) , x+y # o0 , '
(x+y) W(=v(x+y)) = xW(~v(y)) + yW(-v(y)) und
v(xW(=v(y)))>» o . Also folgt
res( (x+y )T(=v(x+y))) = res(yM(~v(y))) » o = d.h.
x+y>.o o
Sei x,y )‘ o und 2.Fall : v(x) = v(y) .

Dann ist res(xMW(-v(x)) + res(yW(-v(x)))» o ,
daraus folgt

res(x+y)T(-v(x))) # o d.h. v(x+y) = v(x) = v(y) .
Wir haben also x+y # o und
res((x+y)W (=v(x+y))) = res(xW(-v(x))) + res(yM(-v(y))) > o,
d.he xX+y )' o °
Vergleichbarkeit und Antisymmetrie:

x)' 0 ¢ res(xW (-v(x))> o x£o
& —res(xTM(~v(x)) o A xfo
&> res(-xT(-v(-x)))} oa x£ o
—> —xis'o/\ x#o .

Vertridglichkeit mit dem Schnitt:

Sei x aus der Wertgruppe . Dann ist

res((W (x))-W(—v(W (x)) = 1o d.h. TO(x) Yo .
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Vertrdglichkeit mit der Bewertung: }'n = x oder Yn ==X .

Also ist nv(y) = e .

Der Restklassenkdrper ist reell abgeschlossen.

res(yW (- v(y))) > o wnd res((x-y)T(-v(x-y))) » o . Denn zunichst ist nach Satz 6 i) der Restklassenkorper k
anordbar also formal reell.Sei weiter res(x))‘ o ,dann
ist x»o0 ,und es gibt ein ygK mit y2 = X .Also ist
(res(y))2 = res(x) .Sei nun f ein Polynom von ungeraden

. 0 l‘ ¢ .
Sei oy € x und o0.E. y € x .Dann ist

mus v(y) € v(x) wirde nun folgen v(x-y) = v(y) und

res((x-y)TW(-v(y))) » o und daraus

res(xTW(-v(y)) » o . D.h. v(x) = v(y) . Grad aus k [X] , und g€K[X] mit f,g normiert
Es ist also v(x) € v(y) . res(g) = T wnd grad f = grad g o ¥(E). 5.0, «
194 ) Da K reell abgeschlossen ist besitzt g eine Nullstelle
1. Sei ¢ eine Anordnung des Restklassenkorpers und x€k . x¢K . Da g normiert ist , ist ?(X) 2 0 . Also folgt
Dann ist , falls res(y) =x und v(y) 2o, f(res(x)) = o .
had 1
X»0¢ Yy>0 A v(y) =o Damit sind alle Bedingungen fiir die reelle Abgeschlossenheit
> res(yW(-v(y)))» o A yhoaTr(-v(y)) =1 von k nachgewiesen. -
&) res(y) o &» x3»o0 . Angenommen K sei nicht henselsch.
Dann gibt nach Satz I 2 und I 4 einen echten, alge-
2. Sei K,v,4& ein angeordneter,bewerteter Korper und x€XK . braischen,unmittelbaren Oberksrper von K .Dieser Korper
Dann ist . F ist dann ,weil K reell abgeschlossen ist , nicht formal
xY o ey res(xm(-v(x))) ¥ 0o A x#o reell. Sei also in F
&> xT(-v(x))» oa v(xT(-v(x)))= 0o A Xf0 &> xi + xg + oot xi = o0 , nicht alle x;=0 .
( Da Tr(~-v(x)) » o filir x# ) 0.E. kann men min{ v(xl),...,v(xn)} = o annehmen.Damn
€3 x>0 g steht aber
2 o
res(xl) Fooot res(xn) =0
Wir haben folgenden Zusammenhang zwischen henselschen Korpern im Widerspruch zur formalen Realit&t von k .
und reellabgeschlossenen Korpern :
" e—n;
Satz 7 Sei (K, ,k) henselsch , " divisibel und k reell ab-

geschlossen. Angenommen K sei nicht reell abgeschlossen.
und F sei ein algebraischer,echter,formal reeller Ober-
korper von K . Da K henselsch ist, ist F nicht unmittelbar
{iber K .Da sich die divisible Wertgruppe nicht vergroBern
kann, hat F also den algebraischen Abschluf von k als

Ein angeordneter,bewerter Korper ist genau dann reellabge-
schlossen,wenn er henselsch ist,die Wertgruppe divisibel
und der RestklassenkSrper reellabgeschlossen ist.

Beweis:
n_y o, Restklassenksrper. F hat also als henselscher Korper
keine echten algebraischen Frweiterungen mehr und ist
s P Rl & ey somit algebraisch abgeschlossen und nicht formal reell.
Die Wertgruppe " ist divisibel,denn sci € und n#o . Wid.

Sei xgK mit v(x)=e .Dann ist auch v(-x) =&« . Da
K reell abgeschlossen ist gibt es ein ein y € K,sodaB
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Definition:

Te (Tr) Dbezeichne die Theorie der bewerteten angeordneten
Korper mit Schnitt.Die Modelle von T¢ (T ) sind dreisortige

Strukturen (K, ,k) , wobei K der angeordnete Ksrper, I die
Wertgruppe ,und k der Restklassenktrper mit der Anordnung
nach Satz6 ist.Die Sprache Le (1) dieser Theorie entsteht
aus Lo(Tr) durch Hinzunahme von zwei Relationzeichen fiir
die Anordnungen in X und k .

€< sei die Sprache der Restriktionen ([ ,k) .

Ti (M) sei die Theorie der henselschen Fodelle von Te (TF) .

Satz 8

A
Sei L eine Erweiterung von Le ,in der die Sorte K nicht
vorkommt.T€ L sei eine Theorie.Dann gilt:

i)  sei (% ..) gemeinsame Le (Tr) - Unterstruktur der
TR (W)uT - Modelle (K,..) i=1,2 .

ms (Pt = (F2,°) bzgl. L(I°,x°)
folgt dann
1 y = 2 0o

() 2 (62, 0 bzgl.LuLe (TF)(K%,..) .
ii) Tli (M) T ist die K-Modellvervollstidndigung von

T< (TT)U T .
iii) Tg (M)uw T ist die ¥ ~Modellvervollstindigung von

Te (v .

iv) Ist T modellvollsténdig,so ist auch TE ('nr)uT modell-
vollsténdig.

v)  Zu jeder Formel A aus LuLg (yr) gibt es L, (Tr)-Terne

tl,..,tn und eine reine L-Formel B vom gleichen

prifixtyp wie A , in der alle Relationszeichen aus L,

die in A positiv (negetiv) vorkommen und nicht zu Le

gehvren,positiv (negativ) vorkommen, mit

™ () - 46 Bty,..,t,) .

n
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vi) Erlaubt T Quantorenelimination,so erlaubt auch Tg (TP )uT
Quantorenelimination. j
vii) Jede Aussage aus LyLg (7r) ist bzgl. TH<(1T) zZu

zu einer Aussage aus L dquivalent .

viii) Ist T vollsténdig , so ist auch TH<(11')UT vollstédndig.
ix) Ist T entscheidbar,so ist auch T}L (TF)u T entscheidbar.

x) Seien (K%,..) i=1,2 Wodelle von Th (7)o T mit
(rLh) = (r2,6%)
oL W

bzgl.L .Dann ist auch

bzgl. Lule (TT) .

Beweis:

Nach Satz 6 ist die Anordnung auf K durch die Anordnung auf
k definierbar:

T () + 2Ky & x#A res((y-x)TT (-v(y-x))) » o .

Damit folgt Satz 8 sofort aus Satz 5 .

Bei ii) beachte man,daB man die Anordnung eines angeordneten
bewerteten Korpers mit Schnitt nach Satz 6 auf Oberkérper
fortsetzen kann,die denselben Restklassenkdrper haben.

Bei v) niitzt man aus,daB die obige Definition quantorfrei ist.

Definition:

Tq m(rr) bezeichnet die Theorie der bewerteten Korper der
9

Charakteristik o mit Schnitt,deren Restklassenktrper q:pn

Elemente hat und deren Wertgruppe ein kleinstes positives
Element ¢ mit v(p) = m*et enthilt. Die lModelle von Tq,m(Tr)
sind zweisortige Strukturen (K, ) .Dabei ist K der

Koérper und [T die Wertgruppe . Die Sprache von Tq,m(ﬂ‘) sei

Le(TT‘) . Lp sei die Sprache von [T .Weiter sei

il (Tr) die Theorie der henselschen Modelle von T G
q,m q,m

Eﬂq{ym(w) ::_ T};;m(‘"‘) U{',T(V(p)) - P} ’
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Satz 9
Seien (K%, °) e (x%, r1) (i=1,2)

Modelle von qumfrrﬁ .(Kl,..) und (K2,..) seien henselsch.
1\

Weiter sei q1=q2' und

'P:'-l —r 2
eine isomorphe Einbettung,die ,—o festldBt.
Dann existiert ein Ultralimessystem " und eine iso-
morphe Einbettung

* w*
WV (xt,..) —y(£5,..) mit
'Pl(K,..): B0 g0 ..) haall
‘Y| m= P .

Ist?sur,]ektlv kann man W surjektiv erreichen.

Beweis:

2

Die Restklassenkorper von Kl_und K™ haben beide g Elemente

und sind also iiber dem Restklassenkdrper von K° isomorph.
und separabel algebraisch . Nach Satz I 8 und Satz I 9 gibt
es also henselsche Zwischenkdrper (schnittabgeschlossen)

.. e &,..) e &, ) i=1,2

und einen (Ko,..)—Isomorphismus (schnittvertriglich)
Q (ﬁl,..) — (%2,..) derart,daB
\y‘pl = und

(Kl,..) unmittelbare Erweiterung von (K FRPRD ORI 11

Nach Satz I 2 ii ist (K see) sogar S-unmittelbare Er-

weiterung von (Kl,..) ®

Seien Rl,Rz,.R .die Restklassenrlnge von (K ,o) und (K yeo) o

Dann wird durch ﬂ’ eine S(1r)—1somorphe Einbettung

\p (FeD,.) — (F2,85,.0)
induziert, die (T °,R},..) festlBt . Wenn P surjektiv
ist,ist auch @ surjektiv. Da nach Satz I 2 (K',..) und
(Kz,..) S-ﬁenselsch sind, gibt es also nach Satz 1 ein

Ultralimessystem 1y " und eine isomorphe Einbettung

OB
5 W
? (K ’r 1’0-)—_)(K ’r 1’-~) -
die (x°, TR ;,..) festl#Bt, mit
‘yl(rlv--)\’:$* °
Setze also Y:= :Y'l(Kl’rl) . ged.
Satz lo

Sei L eine Erweiterung von Lr ,in der die Sorte K nicht

vorkommt. T& L sei eine Theorie.Dann gilt:

i) sei (K%, £°) gemeinsame LeCrr)—Uhterstruktur der
B ar)yT - Modelle (K',0%)  i=1,2 .

Aus r'l = r2 ) bzgl. L (_r°)
folgt dann

- o
(Kl,l‘l) = (K2, rz) bzgl.LuLe(TT)(K sus e
ii) TZ m(rr)q;T ist die K-Modellvervollsténdigung

9
T e .
von T, (WlT

iii) T ('rr)uT ist die K‘t ~Modellvervollstidndigung von

H
el

m('n‘)vT .

H
iv) Ist T modellvollstédndig,so ist auch Tq’m(-n JuT
modellvollsténdig.

v) Zu jeder Formel A aus LlpLe(Yf) gibt es Le(Tr)—Terme

tl,..,tn und eine reine IL-Formel B vom gleichen

Prafixtyp wie A , in der alle neuen Relationszeichen
aus L, die in A positiv (negativ) vorkommen ,positiv

(negativ) vorkommen , mit

H m(Tf) + Ae B(tlr--yt ) .

n
vi) Erlaubt T Quantorenelimination,so erlaubt auch Tu

() Quantorenelimination.
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vii) Sei 1 eine Konstante aus L . Dann ist jede Aussage

Al v
A eus  LeL (v) bzgl. T (W)efv(p)=2vv(p)=ol p prim}

zu einer reinen L-Aussage &dquivalent, die vom gleichen
Prafixtyp wie A ist, und in der alle neuen Relationszei-

chen, die in A positiv (negativ) vorkommen, positiv (ne-
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gemeinsame Le(TI‘)—Unterstruktur der TI; m(‘n’)—lv"odelle
b
und I (T)wL Strukturen (K',*) i=1,2 .Weiter

mégen alle Aussagen aus G(X°, I °) ,die in (Kl,rl)
gelten ,auch in (k°, [2) gelten.
Wenn nun P bzw. N die Menge der neuen Relationszeichen

gativ) vorkommen. Wenn A nicht den Prafixtyp E; hat, kann aus L bezeichnet,die in A positiv bzw. negativ vorkommen,
< . X X und L° die Sprache ist,die aus I durch Streichen der
man erreichen , daB diese reine L-Aussage bereits bzgl. . 1 s
s Relationszeichen aus Pu N entsteht,erhalten wir also
q,m(w) zu A dquivalent ist. einen (L’,P,N)-Isomorphismus (siehe Satz II lo )

‘f:F‘l-—)FZ

A s Fie . ~H .
viii) TIst T vollsténdig,so ist auch T. (gp)u T vollsténdig. i '
d q,m v & der von [ ° in [ 3 bzw. r2 erzeugten L-Strukturen

: J v AH . A Py
ix) 1Ist T entscheidbar,so ist auch Tq’m('rr)uT entscheidbar, riund r2 , der ro festlaBt.

. il i . AH 5 .
x) Seien (X7, ) i=1,2 IFodelle von Tq’m('ﬂ')UT mit Satz T 9 1liefert nun Le(‘lr)—S'trukturen

1 = r'2 s
= bzgl.L .
I..1 1 2 2 “ P A (ﬁl, Pl) und (%‘2’P2) und einen Isomorphismus
(k5 F7) = (x5, %) bzgl.LoI (M) . a1 Al 2 p2
v:®,fH — ®,7? mit
Beweis: ?.rl =P ,der (K%, F°) festlaBt.
i) folgt mit Hilfe von Satz II 1 aus Satz 9 - analog zum Die (Ki,ri) sind sogar Le('ﬂ')UL =Strukturen.

Pengis vou Sete 2 Av) . Seien also ay,a,,.. Elemente aus (x°, %) mit

ii),iii),iv) folgen - wie beim Beweis von Satz 2 - sofort

(Kl’rl) = Alaq,..) .Dann ist auch
aus i) el
(K ,F Y Alag,..) und wegen Satz IT lo i)
v) Wir beweisen die Behauptung durch Induktinn Gber die ; A> Ao '
Zahl der Quantorenwechsel in der prinexen Normal- (K, F“)p- A(al,..) ,also auch
2
form von A . (K ,rz)’_ A(al,..) .

1. Sei A aquantorfrei.

Damit sind die Bedingungen von Satz II 4’ nachgewiesen.
G sei die Fenge aller quantorfreien Formeln von der

Form wie in v).G erfiillt die Bedingungen von Satz II 4’ 2.Sei A von der Form ¥ "'\x/ H(tl""tn) . Dabei seien
1 n

fir die Sprachen Le(ﬂ) und Le(Tl' JuL .Um zu zeigen, die t; Le(w) -Terme, R ein neues Relationszeichen.Vir

daB A zu einer Formel aus G &quivalent ist,weisen wir

nehmen weiter an,daB L aus L durch Hinzunehmen

r

das Kriterium von Satz II 4’ nach . von R entsteht. Wie beim Beweis von Satz 3 sieht man,

Sei also

(x°, r°) e (xt,

daB es fiir den Induktionsschritt geniigt,diesen Tall
zu betrachten.




- 96 -
G sei die Menge aller Formeln der Form B(Sl""sk) N
wobei die s Le(‘l'r)—Terme und B eine reine

L-Existenzformel ist, in der R positiv vorkommt. G er-
fiillt die Bedingungen von Satz II 4" fiir Le(Tr) und
LuLe(Tr) . Wir benutzen Satz II L4°, um zu zeigen, daB

A bzgl. ol m(Tr) zu einer Formel aus G &quivalent ist.
q’

Sei also (k°,F°) gemeinsame Le(Tr)—Unterstruktur der
L N 1 il
LuLe(Tr) - strukturen (x', %) i=1,2 . (k¥ ,[") una
(Ke,rz) seien Modelle von Tg m(Tr).Weiter mégelr alle
- ¢/

3 2 a4 il
Aussagen aus ¢(x°,F°), die in (X ,F~) gelten, auch

in (K2,r2) gelten.

it Satz II lo finden wir eine Ultrapotenz " g " und

eine (IL,R,d)-isomorphe Einbettung

*
v:rt— r2 ,die [F ° festlaBt.

Satz 9 liefert nun ein Ultralimessystem " + " und.
eine isomorphe Einbettung
¥ Y (2,2t »
die (X%, [°) festldaBt wund
Yipe =9* erfiillt.

¥ ist also eine (L (TT),R,d)-isomorphe Einbettung.
Wenn also fiir a;,.. aus (x°,r°) A(al,..,ak) in

: . 1
(k' rY) eilt,eilt A(ay,..) auch in (K,F1)* .

. 2
Also gilt nach Satz II lo A(al,..) in (K2,r ¥ und

daher auch in (1(2,r2).
Die Bedingungen von Satz II 4° sind also erfiillt . ged.

vi): folgt sofort aus v)

g7 =

vii) Sei L’ die um I erweitertete Svrache Lr .I'an beweist

nun sehr leicht durch Induktion iiber den Termaufbau, daB
A
jeder konstante L'-Term aus Le(‘rr)v L' bzgl. TI; mﬂr)
?

gleich einem konstanten Term aus L' ist.Da nach v) jede
Aussage zu einer Aussage der Form B(tl,..) usw, dguiva-
lent ist, ist also jede Aussage zu einer Aussage B(sl,..)
gquivalent, wo B eine reine L-Formel ist - mit den ge-
wﬁnsch?en Eigenschaften- und die S5 konstante L'-Terme
aus L sind.

Den zweiten Teil von vii) erhalten wir, wenn wir bedenken,
daB das kleinste positive Element der Wertgruppe durch ei-

ne Al—Formel E definierbar ist. Sei nun A vom Pria-
fixtyp A ( En) n®2 | und sei A bzgl. der in vii)

genannten Theorie zu der reinen L-Aussage B(1) vom Pra-

fixtyp An (En) usw, &dquivalent (B okne 12 ) , Dann ist wie

gewiinscht
Tg,'m" A & (/x\ E(x) =p B(mx) )
(g k& & (Y B(0aB@) ).

folgt sofort aus vii)

viii)folgt sofort aus x)

folgt - wie im Beweis von Satz 4 - aus vii)
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TV  Henselsche Korper mit beliebigen Restklassenktrpern

Das Ziel dieses Abschnitts ist die teilweise Ubertragung
der S#dtze IIT 5,9,1o0 auf allgemeinere Theorien henselscher
Kérper,die nicht die Endlichkeit oder Charakteristik o des

Restklassenkorpers fordern.
Zunichst behandeln wir den Fall perfekter Restklassenktrper.

Satz 1
seien (k°,I °,x°) <:(Ki,riy k') i=1,2 Dbewertete Korper

i i
mit Restklassenkdrpern kt und Wertgruppen r-.

o 3 1
(Kl,(..) und (K2,-...) seien henselsch , ko,k3 perfekt,k & k’ & k™.

Weiter sei eine isomorphe Einbettung
Y sk — K2
gegeben,die k® festldBt.

Dann gibt es ein Ultralimessystem " # ", henselsche
Zwischenkorper )
;.0 e @, FL e o, 1,
und einen (Ko,..)—Isomorphismus
w:®,.) —®,.0 mi't
Fo=fFl=T" R wnd \y'kf’:'f' .
Beweis:

Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz:

Seien (Ki, I"i,ki),k3,? i=0,1,2 wie in Satz 1 .
Dann existiert ein Ultrafilter U auf einer Nenge I,henselsche

Zwischenkorper
x°,..) e (&, FLE) e, .0 i=1,2
und ein (x°,..)-Isomorphismus
w (R, — ®5,.0) mit
o _ pL_ £2 T L2 umd ‘¥,$1 -9 .
Beweis:

o o 0 . .
Sei E0 eine Transzendenzbasis von k3 {iber k- .Ist die

~i i v v
. KJ.I/U , Y. TT ¢, -
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Charakteristik von k° =o syist nichts mehr zu zeigen,weil dann

3

x iber x° separabel erzeugt ist und dann Satz I 8 An-

wendung findet.Wir nehmen also im Folgenden p als Charakteristik
von k° an und setzen

E :={ ' X€E } :

Die Ei sind wieder Transzendenzbasen von k3 tiber k° .
Weiter ist jedes Element von En separabel algebraisch
iiber ko(En+l) , und fiir jedes Element xek"3 gibt es ein
n , sodaB x separabel algebraisch iiber ko(En) ist.

Wir beweisen die letzte Behauptung:
Sei f das Minimalpolynom von x iiber x° (E ).Dann ist f
von der Form

f = g(xp ) mit separablem,irreduziblem geko(Eo)[ZX] .
in -
. _ P 1 (o] .
Sei ZoalX und h = iéoai Xt e kx (En)D(] .Dann ist

n n
h(x)P = g(xP ) = o ’ also h(x) =

h hat im algebraischen AbschluB k verschiedene Nullstellen,
denn wenn FyseesVy die k verschiedeniz Nullstellen von
g sind , sind d1e Nullstellen von h yf,...,vﬁ

x ist also separabel algebraisch iiber k° (En) .

Sei k  der separable algebraische Abschluf von ko(En) in k3.
Dann ist kn iiber k° iber separabel erzeugt.

Nach Satz I 8 gibties also henselsche Zwischenkdrper

. P g
(%, %% a (&, %%) (&, K

i

mit k" =k  und einen (x°,..)-Isomorphismus

Yo (o) — (K2,.0) mit

Ynlkl"?[k

°

Setze I := N wund nehme als UU einen Nichthaunitvltrafilter auf
I.Definiere filir i=1,2

‘“nerl n&] und neIY%%
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Vi )
Die K- sind dann henselsche Zwischenkdrper

(x%..) e (&,..)e ®,..)

v b4 v
1 2 oI 1 ll
‘ =' :r /U 9 k =n€.I kn/u_] °

mit

/Al v

WYe(ky..) —p (XK5..)
ist ein (k°,..)-Isomorphismus mit

Vigr =11
T
v -
V'kl =9y e *

. 3 . LI, 1
Dariiberhinaus gilt k& k . :

Denn sei xg k3 und x separabel algebraisch iiber ko(En).

Dann ist x auch separabel algebraisch iiber ko(Ej) fir

alle j > n ,Also ist xekj
Daraus folgt

{iEI‘ x€k; €U ,

filr alle j 2*n .

d.h. x& kvl

Um den Hilfssatz zu beweisen,geniigt es einen Zwischenkorper
AT Vl L al
(x°%..) e (8,7 e (&, F1,13)
zu finden .Um die Behauptung zu zeigen ,setzen wir dann

A
) 4 :=.P| henselsche Hiille (?{1,..) y
Dazu definieren wir wie folgt eine Abbildung fiir jedes n
fn:kn g Iq-,Ll ‘ v
Sei zunsichst f : k° —3 K° irgendeine Abbildung mit
res®o f = idko .
n(x)

Sei fiir jedes x@€ k3 das kleinste n , sodaB x

separabel algebraisch iiber ko(En) ist .
Und es sei dabei

px(el(’x),....,,ek(x),x) =0 mit

o . .
e1(x)yeeye, (x)€E Bp(x) vnd p, €k [Xl,...,Xk] irreduzibel ,

(k=k(x) ).

Setze nun fn(x) =

1.Fall. Wenn x&E_  , setze beliebig mit res0fn(x):x

1
£ (x ﬁKn %

£,,(x)

7

i

= 401 =

2.Fall x€ Ek y k<€n

. Es ist dann also

X =Yy

: n-k
oo " o p
fiir ein ye E, . Setze fn(x) t= fn(y) .

Es ist wieder res‘ofn(x) =X
n

xe krc\ i":lo Ei

3.Fall

Sei f( px) das Polynom ,das aus Py dadurch entsteht,

. Dann ist n(x) €n .

daB man f auf alle Koeffizienten von Py anwendet.

Definiere

g(Xx) :=
Es ist dann zl(g) 2 o und

res’(g) = pyle;(x),e.,e, (x),X) .
Sei a beliebig aus K:i mit r,esl(a) =

res'(g(a)) = pyle)(x),..,x) = o

res(g’(a)) = pyley(x),..,x) # o

x o Dann folgt

£(p, )£, (eq (X)) 5oy, (e (x)),X) € K [x]

und

wegen der Separabilitit von x fiber ko(En(x))

Da KiLl henselsch ist, gibt es genau eine Nullstelle Db

von g in K:'l mit res(b) = res(a)
nicht von der Wahl von a ab .
Setze fn(x) =b ¢

Damit ist die Definition der fn beendet .

Setze nun
¥ vi Lal
nEIfn/Uz'f:k — K und
N v
R i= KO(F(x3)) .

A
Un den Hilfsatz zu beweisen,zeigen wir rl

Nun ist aber fiir alle n
1

rO

res ofn = idk d.h.
n
1Yy X
restef .= id ‘}'{l .
A
Daraus folgt also X3 c kl . Weiter ist klar,daB
(o ) . i vi oI
rerer =r xn .

X o b h&ngt offenbar
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o0
Da fir allen€m k€ k, und k3=i%m k,  ist,
geniigt es fiir alle ng N zu zeigen
v
Wertgruppe (K°(£(k ))) = ° und
n o,/¥ "\ 3
Restklassenksrper(K (f(kn))) =k :

Zundchst haben wir
o,Y ! o
Wertgruppe (K (f(En)))‘= r und
v o
Restklassenkﬁrper(Ko(f(En)))‘= ko(En) "

Denn da En iber x° algebraiséh unabhéngig ist und

;;élo ¥ = idkl ,folgt wie im Fall a) des Beweises von
Satz I 8 fiir avl”"vk‘ &° und  egs..s€) € En
Vq. o v .
1¢ 1 Ky _ min (41
v Vysees Vi avl,..f(el) "f(ek) ) vl..(v (avl,..))

Wie an der angegebenen Stelle folgt daraus die Behauptung.
Wir zeigen nun , daB fir jedes x@k, f(x) algebraisch
tiber K°(£(E,)) ist.Denn

1.Fall: Sei x@E, fir r £ 1 ., Dann ist fir alle j  n

) pn—r
£5(x) € (£,(E,)) a.h.

=X

Y(x) € (K NP ;

n
2.Fall: Sei x€k\ ;E%Ei . Dann ist n(x) €n und fir jdn(x)

Pop (2,(a (x))P .., fy(@, (0P ,2i(x) =0
mit di(x)pr::ei(x) umnd Tri=n - n(x) .
Also ist
r r
f opx(f(dl(x))p,--,f(dk(X))p,f(X)) =0

Ko(f(kn)) ist also algebraische Erweiterung von Ko(f(En)T.
Die Wertgruppe liegt also 1in der relativen divisiblen

Hille von [ © in r° I/‘U und ist also gleich P° .

- 103 -

v
Der Restklassenkorper von Ko(f(kn)) ist algebraisch {iber
kO(En) also erst recht algebraisch iiber K3 A

T

Der Restkl ko i 0] i

es assenkorper liegt andereseits in ieT ki/b’ und
also in k3I/b. . Da aber k3 in k3 I/b relativ alge-
braisch abgeschlossen ist, ist unser Hilfssatz bewiesen.

Beweis von Satz 1 :

Seien (K%, I%,x%) , k3, Y i-0,1,2 wie in der Voraussetzung.

Mit dem Hilfssatz konstruieren wir uns henselsche Korper

(et riad) = (x01, o5ty C(Kl'i;...)‘<c(K2'3,..)‘c.... i=1,2
. A . u
(®°, F,x°) e (@1, ) e® i, . )e....

(k% ..) - Isomorphismen

“. . ﬁ. ‘. A . A.
"I_:(KJ’]-’ PJyl’kal) N (KJyQ’rJyz,kaz) j=1,2,..
d
und Ultrafilter Uj auf Indexmengen Ij J=091.52, o mit
..l 3 . -‘ 5 .
s (P LY = R 11,8, Yoy dy e
J
b) k3 = fL»1
“. 4 ‘.
¢) RI+LL 2350/ i=1,2,..
Jj-1
“. .
d). P = P L Ly es  452,2

e)yiec ¥.€ ¥y ...
f) ‘,’1"1‘(1,1 =
. B NI s
g) 'yj+1|?{a+l,l —('lefga,l ) ;1—1/Uj_1 =1 S .

Mit dieser Konstruktion erhalten wir die Behauptung des

Satzes ,wenn wir setzen fiir i=1,2
oo

@, = Y&

p.o Uy .

=L

d, . F .- _J.‘;'o(Kj’i,.;)




Und nun zur Konstruktions U.,I

(Kl’l,..) i (Kl’z,..) und ‘fl erhalten wir aus dem Hilfsatz.

- 104 -

o’ o L

. e s )
Seien also (K9'%,..) , (X¥%,..), ‘f'j » Iiq U5 fiir

i=1,2 j=1,2,..,n mit a) - g). bereits konstruiert.

A
Wir identifizieren nun vermsge (Vn (Kn’l,..) und (ﬁn’z,..)

und lassen sie in unserem Hilfssatz die Rolle von (Ko,..) s

(Kn’i,..) die Rolle von (K%,..) i=1,2 ,

ﬁnlIn-l/b die Rolle wvon ko und

n-1

(?hlknl)ln—l/b die Rolle von Y spielen.
n-1

Da

1 e (%n’l)ln—l/b als elementare Erweite-
n—

* rung von k3 wieder perfekt sind , liefert der Hilfssatsz

o : ol o
S TN s LR Y o St PR S n/g ¥

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Definition:

TA(Tr) sei die Theorie der bewerteten Korper mit Schnitt,die

die Bedingung A erfiillen.Die Sprache .von TA(TT) ist LO(TT).

TM(TT) sei die Theorie der algebraisch maximalen

Modelle von T, ) . Wir setzen
) = 20 o X (K)=0}u {IT (v(p))=p v v(p)=0 | p prim}
T += TV {X (0= X (K0} :

Satz 2

Sei (Ko,['o,ko) gemeinsamer Unterkdrper mit Schnitt der

o}

TM(TT)—Modelle (Kl,f—l,kl) i=1,2 . k sei perfekt.

Weiter sei

P :(rl 1) — (6%

n+1°
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eine isomorphe Einbettung ,die (" °,k°) festlgt .

Dann existiert ein Ultralimessystem "y " und eine iso-
morphe Einbettung
* »*
Y:xb..) — (x%,..) mit
Vi®e,..) = 19xo,..) wng
X
1,15 = ”
Preptady = 4

Ist @ surjektiv , kann man ?’ surjektiv erreichen.

Beweis:

Wie beim Beweis von Satz III 1 sieht man ,daB es geniigt,zwei

Ultralimessysteme'L+",",¢“ und eine isomorphe Einbettung

iber (X%,..)
Yo, — (22,. % mit
!fl, (rl’klj*= ‘P* v zu finden,

Die Behauptung folgt dann wie beim Beweis von Satz III1
durch mehrmalige Anwendung.

Wir wenden nun Satz 1 an und erhalten,weil aus der Be-
dingung A die Perfektheit von k1 folgt,ein Ultralimes-
system "% " , henselsche Zwischenktrper

. . . s . ¥
(@0, %) ¢ (&, roih) e (i, riad)y” aa,e

1 1%

A
mit k- =k- und‘einen (K°,..)-Isomorphismys

@:(ﬁl,..)_;(ﬁz,..) : mit

AN * 1_
Ylore, ) =¥ lro ™)

~ ~

Satz I 9 liefert eine Fortsetzung ¥ von ¥  auf hensel-

sche Zwischenktrper

s g s Rl s L. Lk
x> ree) e &, r L8y e, riah) i=1,2

:}7 :(?{'1,“‘) e s mit
~S
= rl*, q/) c LV und
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°

Vigree,a*y - ¢
*

Sei K= cardr'l urid "+" ein Ultralimessystem derart,

daB8 (K%,..)** K -vollsténdig ist, nach Satz I 12 .

sei (x3,[F2,%°

maximaler Oberksrper von (K2,..)'. Dann ist (K3,..) nach

Satz T 11 méxim%g. .
sei (x4, PL% ¥
¥
von (Kl,rl,kl) .Nach L[6] 14Bt sich dann
~ * * ~o a2
¥ 3(?{'1v r—l 1k1 ) — (KZ”-Z"}‘;Z)
zu einem Isomorphismus
* L3
$.t, 11 %) — 3, 12,97

fortsetzen.Zum Beweis von Satz 2 setzen wir also

A4
W’=WI(K1,..)* v :

Satz 3

' A
I)Sei I eine Erweiterung von L , in der die Sorte von K
nicht vorkommt. T € L sei eine Theorie , Dann ist

i) sei (K% ..) gemeinsame LO(TT)—Unterstruktur der
) uT - Modelle (X%,..) i=1,2 .
Der Restklassenkorper von K° sei perfekt und
(Fl,kl) = (I‘Z,kg) bzgl. L(T °,x°) .
Dann ist auch

1 e,

(Ky.0) = (K%..)

ii) TM(TT)LJT ist die  K-lodellvervollstdndigung von
T,(FF)vT .

iii) TM(TT)QJT ist dig K*'—Hodellvervollsténdigung von

TAﬁT)uT A é

) ein unmittelbarer in (Kzl..y* t relativ

ein unmittelbarer maximaler Oberdrper

bzgl. T uLo(Tt‘)(Ko,..) :

iv)

2,

vi)

= 107 =

. T
Ist T modellvollsténdig, so ist auch TL(TF)U T modell-
vollsténdig.

Zu jeder Formel A aus LOCfr)LIL ,in der die K-Variablen

Y11¥ps++ nicht vorkommen, gibt es LO(TF)—Terme

tl,;.,tn y SqyreesSp eine reine L-Formel B und

Primzahlen PyoeesDPy mit

a) Es kommen in den sy von den Variaslen ¥y,¥pye.-
héchstens Yprees¥joq VOT (§=1lye.,k) :

b) B ist vom gleichen Prdfixtyp wie A . In B kommen alle
neuen Relationszeichen aus L , die in A positiv ( nega-

tiv ) vorkommen , positiv ( negativ ) vor .

c) () -

jél(v(pj)\>o —)res(ygj)‘zsj(’yl,..,yj_l))‘ —ﬁ

( A & B(tl(yl""yk)”"tn) )

Jede Aussage aus Lg)Lo(Tr) ist bzgl. Tg(rr) zu einer

Aussage aus L dquivalent, die vom selhen Préfixtyp ist
und in der alle neuen Relationszeichen aus L, die positiv

(negativ) auftraten,positiv (negativ) vorkommen.

vii)Ist T vollstédndig , so ist auch Tg(TT)g/T vollsténdig.

viii)Ist T entscheidbar, so ist auch TECH")Q;T entscheidbar.

ix)

Seien (K',..) i=1,2 lodelle von Tg(rr) T und
ridy) = (r%,x%) bzgl.L . Dann ist auch

(x%,..) = (5,..) bzgl.Lu L, () .

IT) Sei ‘%E(TF) 1= Tg(TT)L} {v(p) =1 v o=v(p)]p prim} in der

A
um die Konstante 1 erweiterteten Swnrache LO(TT). Sei L
A .
eine Spracherweiterung von L , in der die Konstante 1 die

Sorte K aber nicht vorkommt. T<€ L sei eine Theorie.Dann gilt:

i)

ii)

AT
Ist T vollstéindig, so ist auch TuT (TT) vollsténdig.

A
Ist T entscheidbar, so ist auch TL/TgﬁT) entscheidbar,
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A A
iii) Jede Aussage aus LL;LO(TT) ist bzgl. TZ(Tr) zu einer

Aussage aus L &quivalent, die vom selben Préafixtyp ist
und in der alle neuen Relationszeichen aus L y die posi-
tiv (negativ) auftraten,positiv (negativ) vorkommen.

3 o)
iv) Seien (Kl,.,) i=1,2 Modelle von Tg(TT)t;T und

Beweis:

i)

(risdy = (r2,.2?)
(®,..) = (£%,..)

bzgl, L .Dann ist auch
A
bzgl. LI (TT) .

folgt mit Hilfe von Satz IT 1 aus Satz 2 - analog zum
Beweis von Satz III 2 iv

ii)),iii),iv) folgen wie beim Beweis von Satz III 2 sofort

v)

aus i)

In TA(Tr» ist fiir jede Primzahl p ableitbar

\X/V(p)> o — res(xP) =y .

Wir fihren fiir jede Primzahl p; eine Folge von Funktionen
q/grk — K

ein,und vergrsBern so LO(TT)‘ zu L, .Die Theorie TM(Tr)

erweitern wir durch Hinzunehmen der A}iome
. . ps o
{V(pl)m — res((Y{N™ =5 | 1,5 =1,2,.. }
zur Theorie Ts « Wir nehmen an,daB keine der neuen

Funktionen zu I gehort. ‘I‘S ist eiﬁe konservative

Erweiterung von TM(TT) .
Wir behaupten zunichst,daB jede Formel A aus LuLo(TT)

bzgl. TS zu einer Formel der folgenden Gestalt Hqui-
valent ist.:
B(tl,..,tn) s wobei B eine reine IL-Formel vom gleichen

Prafixtyp usw. wie A ist, und die ti LS ~Terme
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sind ,mit folgender Eigenschaft:Tritt ein Q’g in

tl”"tn zweimal auf,so stimmen die Argumente

iiberein.Eine solche I‘enge von Termen wollen wir
normal nennen.

Zuerst zeigen wir,daB hieraus v) folgt:

Hilfssatz: (Setze 6 ='o=o0')
Seien A,B,C LL/LO(TT) - Formeln, tl,..;tn eine normale
Fenge von L_-Termen,soda8 ‘Ts.F C—>( Aey» B) .Dann gibt
es L () - Terme SyseesSp 5 Tyye.,r, und Primzahlen
PyseesPy sodalB b
T, | C —-)[(J-l:l(v(pj))o—) res(y'jp:i)=sj(y1,..',yj_l))“ =

( Bltyyeerty) € Blry,..,r) )]

Beweis durch Induktion nach der Anzahl der q/% , die
in den tl""tn vorkommen.Wenn keine der Funktionenq/E

in den ti vorkommt,sind die ti Loﬁqﬁ—Terme, und es
ist nichts mehr zu zeigen.

Sei nun o.E. %’% s0 in den ti enthalten, daB 9’% im
Argument keine der Tunktionen q/3 mehr enth&lt.Es gibt
also eine I'enge von Termen aus Ls , ) fl"“’fn yin denen
I nicht mehr vorkommt und einen L,(TT)-Term s, ,mit

: s .. .
5 = fi(ﬁ/l(sl)) iy  i=lgimyh s
Weil nun B(tl,..) bzel. T,u C einer Formel ohne VJi
dguivalent ist, und TéJC von‘F% nur
v(py)> o - res(ﬂ’%(x)nl) = x forder®, gilt,
p. =
Tg F C = (v(ng)>o » res(yl)=s;) —

(& @ BE (), 0rf (3)) )




I

o=

Nach Induktionsvoraussetzung (setze 6= C/\(v(nl))o cee) )

gibt es 0.E. Terme spyeeyS) 5 TyseesTy ~und Primzahlen

PosessDy mit "
TR C = (v(B)P 0 o) = L (vipg)do . ) —
(B(fl(yl),..) &S B(rl,..,rn)) also auch

Tk C > (551 v(pj)> 0 ees) ~—> (B(tlr") 4—94B(r1,..)) .

Und nun zum Beweis der eingangs aufgestellten Behauptung.

Wir fihren den Beweis durch Induktion iiber die Zahl

der Quantorenwechsel in A .

1l.Fall Sei A quantorfrei und

G die Menge der Formeln der Form B(tl,..,tn),wobei
tl"‘”tn eine normale lMenge von Iy -Termen und

B eine quantorfreie Formel ist,in der alle neuen Rela-
tionszeichen aus L, die in A positiv (negativ) vor-
kommen , positiv (negativ) vorkommen.

Wir wollen Satz II 4 anwenden.Sei also k die Zahl der

freien Variablen von A , (¥,F%,k*) i=1,2 MNodelle
von T, und ai,..,éi aus (K-, %,k") derart,daB

fﬁf alle C(xl,..,xn) aus G
(5. ) I o(al,.) = (K0 o(af,e) .

Wir zeigen zunichst den Hilfssatz:

Hilfssatz:
Fiir jedes k gibt es eine normale lMenge T von Ls—Termen

derart,daB fiir jedes T -llodell (X, T ,k) und al,..,ake(K,..)

{t(al,..,ak) ‘ t(xl,..,xk)e'r}

ein schnittabgeschlossener Unterksrper von (K,..) mit
perfekten Restklassenkorper ist ,der 8yyeeydy enth&lt.

Beweis:
i Bigd - .

Sei ? 5 b= ﬂ’ eine Umindizierung der Furkiionen
J m,

Y g ,sodaB es fiir jedes nund r ein j>*n mit
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J

von LS—Termen vermoge

Ty
Ty 2= {X s009x}

Sei tl,tg,.. eine Aufzdhlung von Ti .Setze

Ti+1:=-{t(‘9%(t1),.., ?{(tr),tl,..,ts)l £ LOGT)—Term,r,s=o,l..}

Offenbar ist T1.C T2 C ose yund

-]

Te= KJ T ist normal.

1=0 1

Sei (Ko,f'o,ko):={ t(al,..,ak) | t(xy,..)€ T}

Nach Konstruktion von T ist klar,daB (Ko,..) eine

m, =r gibt.Wir definieren rekursiv normale Mengen

Lo(Tr)-Unterstruktur von (K,..) ist.Wir zeigen,daB

k° der volle,perfekte Restklassenksrper von % ist,

wenn wir - falls Py

zu jedem Element xé€ k°

finden.

Sei aber x = t(al,..) mit  te T, ,und sei j 21i
mit mj = s . Setze dann,wenn r die Nummer von t in der
Aufz&hlung von T. ist ,

J

yi= ‘P?(t(al,.a)‘) .Es ist aber "P?(t(xl,..))e T

die Charakteristik von k° ist -

ein ye K° mit res(y®)=x

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

1

. . . : vi ¥4 i
Sei also T wie im Hilfssatz und seien (Kl,]‘l,il) die

wie im Hilfssatz von T gelieferten schnittabgeschlossenen

Unterkorper mit perfekten Restklassenkdrpern.Nach Wahl

von G haben wir einen LO(TT) ~Isomorphismus

¢.:(%1,..) — (%2,.5) vermige
\F(t(a%r-O))== t(a:lz_,..) fiir teT

- Dariiberhinaus bekommen wir,falls P bzw. N die Ienge

der neuen Relationszeichen aus L ist,die in A positiv

bzw. negativ vorkommen,und L’ aus I durch Streichen

der Zeichen aus PuN
(L ,P,N)-Isomorphismus

entsteht,einen
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$ .(PLEYH) o (F2E3

Vi Vs . .
der von (F',k*) in v(l"l,k ) _1 2 - erzeugten
v - - .

I-Strukturen, der auf (r‘l,kl) mit W {ibereinstimmt.,
g L 7 o Al . i
ki vy d=142 seleg\dle perfekten Hiillen von k in k

Wir kdnnen dann ¥ zu einem Isomorphismus

M Al w ADpne

Y (r l,kl) - ([.e,kz) fortsetzen.

Wir wenden Satz I 9 und Satz IV 1 nacheinander an und
erhalten ein Ultralimessystem "% " , Zwischenk&rper

GEEL Y e RLF MY end, P

und einen Isomorphismus {iber

%
§ ., f) 5 @2 mit
*l'l pite¥ - ¥

' 1
“’1st offenbar auf der von den aj erzeugten L‘)LO(TF)—
Struktur ein (LE;LO(TT),P;N)—Isomorphismus.Also folgt

) I+ A(ai,..) - (%1,..)|k A(ai,..) ~-» (Satz II 1lo)
&2, 0w a2, 0 o R, 0 aed, )

Nach Satz II 4 ist A zu einer Formel aus G &quivalent.

2.,Fall i
Sei . aus I durch Hinzunahme von R entstanden,seien

tl,..,t Lo (1) - Terme und sei

Asv vR(t

ket

G sei die Menge der Formeln der TForm B(sl,..,sh),

wobei SqseesSy eine normale Menge von LS ~Termen und

B eine Existenzformel aus L ist, in der R positiv vor -
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kommt .Wir wenden Satz II 4 an ,um zu zeigen,da A
bzgl. TS zu einer Formel aus G &dquivalent ist.
Sei also k die Zahl der freien Variablen von A ’

(Kl’r'l’kl) Modelle von . ai,,,,ai ¢ (Ki,..)

i=1,2 derart, daB fiir jedes C aus G

(Y ) b Clagyen) — (B2, 1 c(a2,..) .
Sei T wie im letzten Hilfsatz.Wie im ersten Fall
erhalten wir vermdge

¥ (t(a%,..)) t= t(ai,..) fiir teT

einen LO(Tr)—Isomorphismus y der von T erzeugten
schnittabgeschlossenen Unterkorper
i . v Vs Vv . . . -
al,..,aie (2% T 5,k & (1, 4, 64) mit
perfekten Restklassenksrpern k- g A=152,

Aus der Wahl von G folgt , daB fiir jede L-Existenz-
formel C , in der R positiv vorkommt, und alle

CyreesCy  auS (r'l vl)
\ %
(P olegyen) — (F212)0- o(Y(ey),..)

Mit Satz II lo finden wir eine Ultrapotenz "w" und
eine ( L R,d)-isomorphe Einbettung

PRy sy Bl g

: vy ¥ A N
die auf: (k) it - W Ubereinstimmt.
Da die Restklassenkdrper k- i=1,2 perfekt sind,
findet Satz 2 Anwendung ,und wir erhalten ein Ultra-
limessystem "+" und eine LO(TT)-isomorphe Einbettung

Yo )t — (83,0 %
die \l\-,’ fortsetzt wund auf (]"1,1{1)+ mit Y* tibereinstimmt.
Da Cf+ wieder eine (i,R,ﬁ)—isomorphe Einbettung ist,
ist auch Y (L\JLO(Tr),R,d)—isomorphe Einbettung.
Wenn also
A(al,..) in (k%,..) gilt ,gilt Ala],..) auch in

(K yeo)" ,und wegen Satz IT 1o gilt dann A(al,..)
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in (K2,..)*'+ und daher in (Kz,..) i
Damit sind die Bedingungen von Satz II 4 verifiziert.

3.,Fall
A ist von der Form E{ .)/ C , wobei C eine

m
A, ~Formel aus Lv Lo(Tr) ist.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine reine
IL-Formel vom Préafixtyp An B , in der jedes Relations-
zeichen aus L , das nicht in L liegt und in C - d.h. in
A - positiv (negativ ) vorkommt , positiv (negativ)
vorkommt, LO(TT)-Terme Byreerty sS79e0sSy und
Primzahlen DPyseesPy ,sodaB ,wenn mén setzt

=[)§ v(p) >0 —> xik = Sl;]/\ B(Zyyees2y)
giltazl ;
TR C & v.v D(res(yy)ye-sres(yy)styseesty)

¥y Yk
Also ist
e oa e VLYY Vn<res<y1>,...t>

Wir fithren nun fiir D ein neues Zeichen R ein und erhalten

LS—Terme fl,..,fh und eine reine I-Formel nach dem

2. Fall vom Prafixtyp E 10 in der das einzige neue

Relationszeichen R positiv auftritt , F mit fl"' normel,

T - \/1 Y V V R(reu(yl),..,tn)(—)F(fl,..,fh)l .
*m Y1 k N

Wenn man in F R durch D ersetzt ,erhidlt man das

gewﬁnschte Resultat.

(Beachte : v(pk)) o ist dquivalent zur L-Aussage pk.lk:ok )

4,Fall

A ist vom Préfixtyp A
n+l o

Dann ist ~A vom Prafixtyp En+1 .Avs dem dritten Fall

erhalten wir eine reine IL-Formel C, in der alle

neuen Relationszeichen aus L,die in A positiv (nega~
tiv) , negativ (positiv) vorkommen, und eine normale

lienge fl,.. von L_~Termen , sodaf

vi)
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Tk rA & c(fl,..) .

Dann ist also wie gewiinscht

T - A r—C(fl,..) .
Damit ist v) bewiesen.

Seien Pyse«-yp, Primzahlen und Syseess, L (Tr) -Terme,

sodaB s. hochst
i stens die freien Varlablen yl,..,yl 1

enthalt Sei C(}l,..,yk ) Abkiirzung fiir
J’\l (v(pj)>0 = res(yii)=s;) .

Dann gibt es konstante L _@T)Terme rt P=llyesytl 5 =144,k
sodafB ~ T

11 v i iy

L B i AR G SR )

Denn andernfalls wire

TM(Tr)u{r-c '

z (tyseest ) | %3,..,%,  konstante T (77-)-Terme}

widerspruchsfrei.Das w1dersprlcht der Tatsache , daB
in jedem lModell wvon T (rr) die von den konstanten
Termen erzeugte Uhter truktur ein Unterksrver mit
perfektem Restklassenkdrper ist.

Ebenso schlieBt man, daB es zu jedem konstanten

(CFyk)-Term aus L (Tr)t konstante I-Terme t,,..,t

it m

gibt, mlt

M
Tg(TT) - t=t, v t=t, v .. vi=t .

Wertgruppe und Res ukTasuenkorper der 'PrimkSrvper !
der lodelle von T (Tr) werden nimlich von den kon-
stanten (r‘,k)—Tcrmen erzeugt.

Seil also A eine Luscage avs LL}LO(TF) . Wir wenden

v) an und erhalten

ol
lg(TT) }- C(yli") '_) (A é’) B(tl(yly.-)y..) ) °

. o e i .
Venn wir die rj wic cben wihlen,erhalten wir

n

) b Ay (VY clel,.0a By (23 ymsfurs] ) =




IT

ix)
vii)
viii)
iii)
iv)
i)

ii)
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Die rechte Seite ist von der Form
D(kl,..,kr) .

gleichen Pr&fixtyp wie A usw. ist und die ki konstante

wobei D eine reine L-Formel vom

(r,k)-Terme aus Lobn‘) sind . Vir wenden digﬂeben
gemachte Bemerkung an und erhalten konstante L-Terme

t% y izl,eesr 5 §=lyee,n  mit
n .
1 T =t b1 s [ O,
Tg( = 3!& ¥y tj flir i=l,..,

Also ist

™ .
TE = g, o PO S W )

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kﬁgﬁen,daﬁ jede
Aussage ki:t% einer guantorfreien L-Aussage &qui-
valent ist. Das ist aber nach Satz II 4 klar, weil
zwei lModelle von Tgﬁn‘) , in denen diesselben gquantor-
freien L-Aussagen gelten, isomorphe 'Primkorper’

haben (es kommt ja nur auf die Charakteristik des

Restklassenktrpers an!) .

folgt sofort aus vi)

folgt sofort aus ix)

folgt - wie beim Beweis von Satz III 4 - aus vi)
Der Bewveis geht wie der Beweis von I vi)

folgt sofort aus iii)

folgt sofort aus iv)

folgt — wie beim Teweis von Satz IIT 4 - aus iii)

- 117 =

Definition:
Seien F,K,L,M Korper .

i) Sei F< K . Dann heiBt K separabel iiber F , wenn
jeder iiber F endlich erzeugte
F separabel erzeugt ist

Zwischenkorper iiber

ii) Sei F€L<c€M wd FC K SN . Damn heiBen L und K
Uber F ( in M ) 1linear disjunkt, wenn fir alle
81s.09a8, aus L , flir die es €yseese, - nicht alle
=0 - mi%

a.1e1+. .+anen =0

fl,..,fn - nicht alle =o - aus F existieren mit

aus K gibt ,

fla1+..+fnan =0 .

Bemerkung: ( s.[9] )
i) Lineare Disjunktheit ist eine symmetrische Relation.
ii) K ist separabel iiber F genau dann, wenn die Charak-
teristik von F null ist oder - wenn p die Charakteristik
von F ift - wenn '

K und FP iiber P linear disjunkt sind .

Wir brauchen den

Satz 4

i) Sei G - in der Korpersprache - die Menge der Formeln

A . ..p P
¥ 47, Xpo¥y + oo F XV £1 p=o
fiir alle n und prime p .Dann ist fiir Korper Fe K

K separabel iiber F genau dann, wenn K G-Erweiterung
von F ist .

ii) Seien FEECK Kérper » K Uiber F separabel vnd E alge-
braisch iiber F . Dann ist K separabel iiber E

iii) Seien EQLE€K ,ECFcK
filter auf I .Dann gilt

Korper und U ein Ultra-

a) EI/U'und F iber E in FI/m linear disjunkt.

b) Ist T {iber E separabel,dann ist FI/b iiber
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-1
" &" :Seien K und FP Uber F nicht linear disjunkt.

Dann gibt es bi"”"bn ydie iiber F linear unabhingig sind,
-1
aus FP und  ¥qy..,¥, = 0.E. yI# o - aus K mit

EI/U .F separabel .

¢) Sind L und F iiber E linear disjunkt, so sind in U

I wnd FL/.K  tber El/ L linear by +.e+b ¥y = o . Also ist auch
L /h U U 171 n'n
isjunkt, _ -1 -1 » -1 -1y _
disjun (bebI )(yzyl ) + o0 + (bnbl )(ynyl ) =1 .
Beweis: Da x o xP ein Automorphismus des gemeinsamen Ober-
i) " " : Seien K und F%' {iber F linear disjunkt, und seien kor?ers 1Sf?f01g? ~ wenn wir annehmen,daB K G-Erweiterung
a) a aus F . Wenn p die Charakteristik von F ist, F ist -~ die Existenz von Zysees2, aus F mit
9009y *
-1 -1
miissen wir zeigen: (b2bl )zl £ e +(bnb1 )Zn g £
F[\—/; .. al'y%"'*'an'yg £1 — K*él,. aly{+..+anyf1 £ . Das kann aber nicht sein , weil mit bl’”'bn auch
1 -1 -1 -1 ; : e
-1 3 = °e i )
Sl e gs ol . Dann folgt aus der linken. Seite 1=b; by sboby T, 9D by tiber F linear unabhingig sind.
i

= K ist also nicht G-Erweiterung von F .

b

s 1.
N rer PILY +b ¥y, #

_ ii) Wir miissen zeigen,da8 jeder endlich erzeugt Zwischen-
Sei 0.E. bl,..,bk ein maximales iiber F linear unab- korper iiber E eine separierende Transzendenzbasis besitzt.

ymngiges et ayabemy B folgh ,daB auch 1,by,..,b, Sei also I = E(xl,..,xn)¢: K . Nach Voraussetzung hat

b T 1linear unabhingig sind.Wegen der linearen dann F(xl,..,xn) eine separierende Transzendenzbasis
iber ine .

Disjunktheit ist also auch ‘ iiber F . Sei also o.E. KyseosXy algebraisch unabhingig
41 iber F und Xpp10o0 90Xy, separabel algebraisch iiber

¥ v €K PyYpte Py " . Blxg canty) o

Seien fi,j aug ¥, sodaB by =5§i fi!jbj e P Da E algebraisch iiber F ist und'F(xl,..,xk) rein trans-

Wemn es mun ¥ ,..,¥, aus K HiE zendent iiber F, sind E und F(xl;..,xk) linear dis-

.. - Junkt.Also sind X, ,..,X% auch iiber E algebraisch
b1y1+..+bnyn = 1 geben wiirde, wire 1 .

: ) unabhéngig.Da die Xy qreerX, erst recht iiber E(xl,.,xk)
ot )+eotby (¥, +F Vipqtee) =1
bl(yl+fk+1,lyk+1+ " n,lyn) Kk kL ke kL separabel algebraisch sind , ist also XyyeeyX), Sepa-

icht geht.
_+fn’iyn e K  nicht g

was wegen yi+fk+1,iyk+1+° rierende Transzendenzbasis von L iiber K .

Also ist iii)
< ¥ * -
g} _4} e & byyq+e+b ¥y £1 d.h. a) Seien (a:iL)i T ,..,(a;l)i 1€ EI/b Kquivalenzklassen
1 n- - -
K A “{r\ alyg P any§ £q7%, von Folgen (a].‘-])ieI : I — E.
1 n

weil x Lq %P  ein Automorphismus des gemeinsamen Cber- Weiter seien bl"”tﬁ1eF - 0.E, bl#b - mit

. ¥
- . J = 3
kérpers ist. gii bj(ai)iEI = 0 . Also ist




c)
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S 3.2
Uo._{llagl bse = ofe © '
Sei nun o
2| 2
M::{(cl,..,cn)e jgl bjc;j = o} .
M ist offenbar - wegen bl;!o - echter E-Untervektor-

raum von E® . Also gibt es eine Hyperebene

H={(dy,..,d, )€ E"| J% £ = o} ) (£1,..)€ E™N{O}

in der M enthalten ist.Also folgt fiir alle i€ U0

: . " *
Jd _ J L
J~1fjai =0 d.h. % f'(ai)ieI =o0
L
Seien (a )1EI ,(a )leI,..,(al)leIeL /U und

XqpeerX € K-FI/U —~ nicht alle o = mit

gx(a)le:[:o o

0.E. kann man die xg in der Form

. i
x; = ng kjfji mit kjeK wnd f..€F /U annehmen,

J1

Sei nun dpyeepdg eine Basis des L°F - Vektorraums

LeF +{ kl,o.,kr> und

ki £ j=1°ijdj mit cijé L~F .
Seien 11""1t E-linear wunabhiéngig aus L,sodaB wir

schreiben konnen:

t

cij = k§l lkeijk mit keF .
Also ist

r,sit Sﬁ'; ' b)
x5 = 3 =1 nl®imcfiy (T mSk=1 9Ly Bmic 5
g T
mit gmk,jeF /(U s
Sei

¥

. i A
iy = (gmkj)i T .Dann ist
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s, t

v:=§ iex] .

1 = o
Jsmy k=1 kgmka J-o}e v

Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit nehmen wir 8111 £ o

" . i
und fir alle i€ U 8111 £ o0 an.
Da die 1kg;1kjaia aus LeF sgind , folgt wegen der
Wahl der dm fir alle ié€ Uo und alle m
nyt ol
i a;- A .. =0

jok=1 ki ®mkj .Betrachte m=1 .

Wegen der linearen Disjunktheit von L und F iiber E gibt

es also fiir jedes iEUo
alle o - mit
n, 4
1 J-e
S k=1 k% kj

Elemente e- .& E - nicht
ky J

[
o
°

Da U Ultrafilter ist, gibt es ein V€ U0 , Ve und

koo ;jo mit ei s # o fiir alle ieV .
o“o
Wegen der Wahl der li ist also fiir alle i€V
o kJ Ao s

Setzt man

t i T,
vy = O 5 Leydier €WE /g

so folgt wie gewiinscht ¥ # o0 und

n ;
= Iy, _ =
j=1 yj(ai)i I~ o .

-1 -1
Man sieht leicht , daB allgemein (KP )I/U = (KI/U)p .

Setzt man nun in «¢)

-1
L := EP wmd K := FP

so folgt , daB

| ‘
FI/U wa FPO-(EP )T/, wber F-E/;,  linear ais-
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junkt sind . Wegen
<1 <
PP yI
(P )l
folgt daraus die Behauptung .

-1 -1 -1
=P (B[P = (REY/HP

Definition:

Sei M ein Relationalsystem , D ein Ultrafilter auf einer
Menge I und G ein Filter auf IX I .Dann nennen wir

(I,D,G) ein limit-ultrapower-System — 1.u.S.- und bezeichnen mit

MI/blG die " limit ultrapower " von M vermsge (I,D,G) .
( siene[7] ) . '

Ist u= (I,D,G6) ein 1l.u.S. , kiirzen wir MI/bl G

U

mit M~ ab .Ist f eine Funktion auf M , so sei f% die

entsprechende Funktion in MY .

Wir zitieren folgendes Resultat aus ['7] 3
i) Sei u ein l.u.S. , damn ist M% - vermsge der

kanonischen Einbettung von M in M% - elementare Erwei-
terung von WM .

ii) Sei Mc¢ N eine Erweiterung von Relationalstrukturen .
Dann ist N genau dann zu einer 1limit ultrapower wvon
M (iiber M ) isomorph , wenn sich zu jeder VergroBerung
u* von M durch neue Relationen und Funktionen eine
entsprechende VergriBerung N* von N finden 1&B8t,die
elementare Erweiterung von M*'ist .

Wir beweisen nun ein Analogon zu Satz 1 ohne die Voraus—

setzung von perfekten Restklassenkdrpern.

Satz 5
Seien (k°, I %,x°) C (x*,*,kx") i=1,2 bewertete Korper .
(Kl,..) und (Kz,.;) seien henselsch, 13 sei ein iber k°

separabler Zwischenkdrper x°c k3Clél . Veiter sei
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@ k35 K?

eine isomorphe Einbettung dber x° .
Dann gibt es ein l.u.S. "alt s henselsche Zwischen-
korper

kK As A A . ¥
(Ko"‘) < (Klorlrkl) c (Kly-o) i=1;2
. o ¥ .
und einen (K ,..) —Isomorphismus
A
Yo (®L,..) — (R%,..) mit
A A x* * ¥*
r1=r2=r° ,21=k3 und \{’ml:‘{’ o

Beweis:

Zum Beweis zuerst den

Hilfssatz 1 : ;
Seien (Kl,r_l,kl) (:(KZ,[‘Z,k2) bewertete Korper .

(KE,..) sei henselsch , Klek € k2 ein Zwischenkdrper,
der iiber k1 separabel ist . k sei hdchstens abzdhlbar,

Dann gibt es einen Ultrafilter U auf I und einen

henselschen Zwischenkorper
AL £ B! .

(K. g ¢ @FLE) e?. 0Ty mit

A A
kekek'/y , Tt=T11f wma

~ L

separabel iiber k .

I
k /b

Beweis:
Wir =zeigen zunichst,daB eine Tolge von Transzendenz-

basen E; von k  uber k1 existiert, mit folgenden

Eigenschaften:

i) Jedes Element aus En ist separabel algebraisch

1) :
ii) Fir jedes Element x€k gibt es ein n ,sodaB

{iber kl(E
n+

x separabel algebraisch iiber kl(En) igt

iii) Aus x€E;\ E; ; folgt x¢ Ej fir alle jypi »
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Denn wdhle als E0 irgend eine Transzendenzbasis von

1 . Sei X 9Xp9e0 e-ine Aufzidhlung von k\Eo,

k iber k
und seien Eo""En-l bereits so konstruiert,daB

i) erfillt ist ,

fiir alle j<n x. separabel algebraisch iiber kl(EJ.) ist

J
und fiir alle j<n ch Ej_lu{xj} .

Wenn nun x = separabel algebraisch iiber kl(En_l) ist,

setzen wir En 2= En—l o

Sei x inseparabel algebraisch iiber kl(En_l) und L

eine endliche Teilmenge von En;l s sodaB X, algebraisch

tber k(L) ist . Sei L ={yy,..,¥;} » Da k iiber Kt

separabel ist , konnen wir annehmen, daB Ve separabel

algebraisch iiber kl(yl,..,yk_l,xn) ist und

1

YyseesVp 19%, iiber k algebraisch unabhdngig sind .

Wir setzen E t=E i\ T {¥yy,eer¥y _q0%} .
Zundchst ist i) erfiillt,denn Vi ist separabel alge-
braisch iiber En .

Es bleibt zu zeigen,daB En Transzendenzbasis ist.Da En_'1

algebraisch iiber kl(En) ist, ist klar,daB E  algebra-
isches Erzeugendensystem wvon k f{iber kl ist .Sei
andererseits M eine endliche,iber kl algebraisch ab-
Teilmenge von En . Wir konnen annehmen,daf
{ylt--fyk_lvixn} c M .

Danh ist Mu IL~{ xn'} algebraisch abhingig iliber k! von
M. Da card M = card (Mu L\{xr}) , wirde also die al-
'gebraische Abhi#ngigkeit von Mu L\ {xn} iiber kl folgen.

My L\{xn} ist aber Teilmenge von E _, .

Aus E;j C Ej—l"{ xj} folgt nun leicht die Eigenschaft

iii) . Damit ist die Existenz der E;, mit den Eigenschaf-

i) = iii) nachgewiesen .
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Sei nun kn der- separable algebraische AbschluBl von
K'(E;) in k . Damn ist fur alleifn E Ck_ .
Fir jedes x€k sei n(x) das kleinste n ,sodaB x
separabel algebraisch {iber kl(En) - d.h. xek, - ist.

Wie beim Beweis von Satz 1 findet man fiir jedes x€&k
Elemente el(x),..,ek(ax)(x) aus En(x) und ein irre-

duzibles Polynom
P, € kl[ Xl""xk(x)+1] ysodaB
py(eg(x)yeesey(5)(x)sx) =0
Fir xe€ Ei\ Ei+1
- i ist durch x eindeutig bestimmt ! -
finden wir Elemente dl(x),..,'dl(x) aus E; , und ein

ein irreduzibles Polynom
1 :
Ty €k l-‘Xl""xl(x)+1] ’ mit

rx(dl(x),..,dl(x)(x),x) = 16 :
Nach Satz I 8 existieren henselsche Korper (Kn, l'l,kn) ’

(xh..) € (K,..) € (¥3,..) .
Sei f eine beliebige Abbildung
£kt —yxt mit rests £ = id,1 .

Wir definieren dann fiir jedes n eine Abbildung

, . .2 .
fn H kn ———-)Kn mit res e fn = ldkn

wie folgt.:Setze :t‘n(x)
a) beliebig mit res®(f(x)) = x , falls xe€E_
b) =y , sodaB resz(y) =x und
£ ) (£,(a5 (%)) 0 0p £, (a7 (5)(x)),5) =0
falls xe€ B;NE;,; o idn.

c) =y , sodaB res®(y) = x und
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£, (£,(e1 (X)) s Tl () (K))53) =0 Nach Satz 4 iii) a) sind k'(E)) wna k' T/, uber
1. . . ) 11
n k a k .
falls xek \\V E . inear disjunkt . B, ist also auch tiber k= ~/y

v
algebraisch unabhédngig.Da rese flk = idk , folgt wie
Die Méglichkeit einer solchen Definition folgt aus

ity beim Bewei it B o
der Henseleigenschaft der K = und der Separabilitét wels von Satz 1 , daB der Restklassenkdrper von

o [ PR 4 ‘ 1 ;
der Polynome K /(U(f(En)) k I/U (En) ist .
f(px)(fn(el(x)),..,X) bzw. f(rx)(fn(dl(x)),..,X.) Wie beim Beweis von Satz 1 liefert die Konstruktion

. . . v
wie beim Beweis von Satz 1 . der f, , daB Kt I/U(f(kn)) algebraisch iiber

Wir setzen nun I:=IN wund wdhlen fiir U einen Nichthaupt-

v
Kt I/U(f(En)) ist . Also ist der Restklassenkb’rper'l\{‘
ultrafilter auf I .

von ¥ algebraisch iiber k:"'I/U (EoEi) , also auch
Sei weiter , . 1 '
algebraisch iiber k /U-k 5

¥ L

21 , ‘
;‘;.:rxfi/u ierify T K "y . ‘ Nach Satz 4 iii) b) ist- kI/U separabel iiber

=
e~
n
W
1]
'

i I s e i
k { ° F
folgt leicht Trk. ->x . /U k . Also ist nach Satz 4 ii) k /U separabel
i€I7i/ o
v g iber X .

Setze dann Damit ist der Hilfssatz 1 gezeigt.

I v '
| I K=kt T4 (£00) und . '
fhii ) Hilfssatz 1 1liefert den Hilfssatz 2 :
i A . ~ .
hh K := henselsche Hiille von K . . Seien (Kl,rl,kl) c (K2,r2,k2) Dews ek " Ko raii.
o d o~ . . .
M}u Wenn [ die Wertgruppe und k der Restklassenkdrper . (Kg’“) wai Beessleey kl — k2 S —
WH von f sind, miissen wir also um den Hilfssatz zu bewei-

. der iiber kl separabel ist .
il sen, zeigen,daB

| N 1T " I I ' Dann gibt es ein l.u.S. "% . und einen henselschen
‘\“ F=T""g (v 28kE€k /g wd k /gy separabel Zwischenkdrper ’
I .
ll
H | . ~ 1 ¥ A A A * .
| tber X . (xt,..) ¢ X ,F ,x)c (¥3,..) mit
| . ¢ .
| Zundchst ist i ~ * A
1@1 keTex , P =% wa
il 14T ~ TT ~ T
| K /e K stk . Mso keck /y; . ~
U fel i/U \ k* separabel {iiber k .
| 11 :
Da die Wertgruppe von ‘irZIKi/U I /U ist, folgt ,
‘ Beweis:
1 r”/ -F . 133 Fl 2 R .2
il v v . Sei M := (X ,kx,l ,k%,“,k,k) das siebensortige
i Weiter ist wegen rTes o flk = idk kl I/U-k Ck e Relationalsystem,das aus den beiden gegebenen bewerteten

‘ . ~ i T Korpern und dem Kérper k durch Hinzunehmen der Inklusions-
‘ Wir zeigen ,da8 k algebraisch Uber k /U e e abbildungen entsteht . Sei L die zu M gehdrende Sprache.

. B} o R4 ' . , .
Wir betrachten zundichst K- ~/(£(E.)) . L ist offenbar abzihlbar.

Sei A die Menge aller Konstanten,Funktionen und Rela-
0
| 1
il Lt
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tionen auf der Tréagermenge von M . Ist BC A, so be-

zeichne MB das Relationalsystem,das aus M durch Aus-

zeichnung der Konstanten,Funktionen und Relationen aus
B entsteht, und Ly die Sprache von My .

Nach dem Satz von Lowenheim-Skolem gibt es zu jedem
BeSe, (A) :={CeP(a)] card C € @} eine abzéhlbare

Ly-Struktur I = (RL,...,Ep) , die zu My - bzgl. Ly
elementardquivalent ist.
Aus Satz 4 i) folgt sofort,daB die Separabilitit

von k iiber kl in L beschreibbar ist.Also ist auch

l-f_B separabel iiber .l% . Wir konnen also auf -ITII-B dem:
Hilfssatz 1 anwenden und erhalten einen Ultrafilter UB

auf IB und einen henselschen Zwischenkdrper

T N o =D I ;
mit p
= = IB _ 1 IB
ky € ky € ky /UB » T =173 /UB und

- ~
kBIB/UB separabel tiber kp .
- v
Wir setzen MB beliebig zu einer LA—Struktur MB fort.Setze
"’

Mg

Sei U ein Ultrafilter auf I := Sg,(A) , der die Mengen

v IB - ~7 ~
:= B /uy = (KGy..,kp)

B :={XEII BC X} fiir jedes B  aus I enthdlt.
Wir betrachten die LA—Struktur

* T o 1¥
M 2= M. =3 X ’..,k °
BEI ”B/U ( : )

M'*ist elementar dquivalent zu MA .Denn sei C eine Aus-
‘sage aus L, , die in M, gilt. Wenn damn B’ die Menge
der neuen nichtlogischen Zeichen in C ist, gilt C also

o~
auch 1in allen MB und daher allen MB fiir BD B,

Also ist

, *
vwe {Ber | Tyrcle © d.h. M- C .

Nach dem eingangs erwidhnten Satz von Keisler gibt es also
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. . *
ein 1.,u.S,. u gssodaB M=yt .
Setze
A A A
o= 1T (%
(X, T ,k) 2= BET KB,..)/U :

N

i ¥ A *
Offenbar ist [ = rl » kck und nach Satz 4 i)

. *
ist k separabel iiber k .Zum Beweis von Hilfssatz 2
bleibt noch ke k zu zeigen .

Sei dazu a€k .Pir alle B mit a€&B llegt dann

die entsprechende Interpretation von a in M in k
B

und also Vauch in kB . Also liegt die Interpretation von
ain M = d.h. vermdge der kanonischen Einbettun »

s a frs
selbst - in k .

Damit ist der Hilfssatz 2 bewiésen.

Beweis von 32tz 5 : Wir beschrinken uns wegen der Einfachheit
auf den Fall k=K' - Vir ktnnen zundchst annehmen,das (K°,..)
henselsch ist,sonst gehen wir zur henselschen Hiille iiber. ;Vlr
konstruieren uns nun Folgen von henselschen Korpern (i=1,2)

(K::;")\ = (Ki’ol") c (ki,lyo&) c LY C(Kirn,,,)c

(x°%,..)

I

“i,% "itI)L "iu
(E7%,..) €(xr,..) €., (X0, .0 ...
eine Folge von Isomorphismen
A "N A

@ n, (glon, £ 1m £1,n, (%Z,n’FZ,n'QZ,n)
eine Folge von isomorphen Einbettungen -
(Pn: kl,n ’ k2,n
und eine Folge von l.u.S. u, mit - filr ns0,1,44 i=1,92
1) o L [o] 2 %

b4 P, ¥ 1d(K°,")
2) (g''®,,. )% o (glentl
3 @R e e,y

4) (f-‘-i,n)uﬁ : [C‘-i,n+1
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5) kl,nc'l‘{l,rnl

A
6) kl’n separabel {iiber kl’n

A T
8) ((‘Fn)un _ \Pn+1

9) WP dm = Pl =

. A.
Seien die (K3'®,..) , (K¥I™,.0) ,¥" ,¥", w _; , i=L,2,

fiir alle m £ n mit den Eigenschaften 1) - 9) Dbereits
konstruiert.

Da kl’n
fiir jede endliche Teilmenge M Ckl’n henselsche Zwischen-—

korper j=1,2
o i . .
(KJ!n,'.) C (ng['r'],'n’k’aw ) C (KJ!n’..)
und eine Fortsetzung von ¥ ™
il 2 .
Yo t(Kypee) > (Kypee) mit
1 i o n
k= k(M) und 1=%"1 .
M YMlkM | Xy ‘
Sei nun I t= S¢(k'®) wnd U ein Ultrafilter auf I,
der die Mengen Uy :={XEI | Bc X} fiir jedes BeI enthdlt.
Setze
2 ,_TIT ¢t
| ST /g
' 1Y Yo

\'4
Dann ist K° henselsch , k'€ kCk und k separabel

v
iber kl.Denn zundchst ist wegen der besonderen Wahl von U

v v
I o o I/U wmd e = & I/U'kl’lrl
v

v
Wone TT §1m(y) - k2 . Bleibtdie Separabilitét zu
MET /U
3 A
zu zeigen.Nach Satz 4 iii a) ist kT gy on I/U iiber

M0 15iear disjunkt . Da ki'® tber k'™ separabel ist,

- o )
iut glee bueh VR EL I/U separabel iiber tas I/U ’

v v
d.h. k separabel iiber Kt , ( siehe [9] ) .

A
separabel iber kl’n ist , gibt es nach Satz I 8
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Hilfssatz 2 findet also Anwendung,und wir haben ein 1.u.S
und einen henselschen Zwischen-kdrper

Y1 u =¥ — bt
(&5..) e (K[, e (K%,..) mit
v -— V.
u v =
keckek und k" separabel iiber k

Vv v v \
J 2 1 TT Ly
S . - o) =
ei “f‘ K5 — KM v vermbge Y:= MET M /U .

Um die Konstruktion zu vollenden, widhlen wir als w,

ein l.u.S. ,das fiir eine genligend reichhaltige Struktur
(SI/U)u = g® erfiillt , und setzen weiter

(k3L oo (xdom,, )™ 31,2

A —

(Kl,n+1'“) = (%,..) , Ynﬁl 2 \‘f',ul (ﬁl,n+1,”) ,

(%2,n+1’”) = Yn+l((ﬁl,n+1’”)) (Fn+1 ! .((fn)un .

Wir miissen noch 1) - 9) nachweisen.

1),2) und 8) sind klar nach Definition b

3) gilt wegen (K,..)D'.(\Igl,..)u = ((Kl’n )I/ )
900 U

4) gilt wegen Fl =v1 u AT u
r (Fpt .

5) gilt,weil k1" c ¥ c T .

R v
6) Nach Satz 4 iii b) ist k separabel in I}L!% I/
& g U

ent-
halten . Also ist nach Satz 4 i) 11/3+1 _ (3 l,n I/yu
Z i

v
sepnars i H i ¥
parabel tiber k~ , da andererseits k¥ separabel iber

- ! 1,n- ;
k ist,ist & gt separabel tiiber k

7) folgt aus (“]‘n)I/U (= "\f/’ sy und 3)

v
9) folgt aus LP,EZ = (‘Pn)I/U, ‘}'(2 ¥
:’ZldSatz-.S Zu beweisen wihlen wir ein leu.S. "xn
th;f'ur eifue geniigend reichhaltige Struktur S ’
(s 2, ) g

Dann ist

u

S
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0 ‘
l
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\‘ * U
! (Ki ee) = Vo (k1T L) wegen 2) , i=1,2 3
I 9* n=o (f; (r ,kl) N (r_g’kg)
il ‘P = t_j pn wegen 8) . ) )
I S 3 eine isomorphe Einbettung , die (1 °%,k°) festlast.
‘ Wir definieren ,i=1,2 Dann existiert ein l.u.S. " und eine isomorphe
I o Einbet
(i (Iﬁi ) A U (?{i'n ) . inpe tung
| i i B g S,
“ i : see) — (K%.. mit
“ Die (?(1,..) sind als Vereinigung einer aufsteigenden ’
\“\‘ Kette henselscher Korper wieder henselsch . k{/ l(Koi--) Z id(Ko,“) whd
| * Af . *
M'J' Aus 3) folgt,da8 (k%,..) € (X%,..) i=1,2 . WieL = P .
| ¥ A A
‘ oT_ 1 W 2
".\ Aus 4) folgt [ = . =[ ° . Ist ¢ surjektiv, so kann man ¥ surjektiv erreichen .
\‘M .~ ) . :
i Aus 5) folgt k1 = k1 5 ' ‘ . .
‘1 . Bemerkung : Satz 5 gllt.auch , Wenn man ’I‘m('rr) durch
i Wir definieren TM(TT) orsetut, . .
i
i

‘ LK (?{l,..) — (%2"’) vermdge

U | Y= n\'=/oqln :

[

‘ Satz 5 und Satz I i “ei

I Y ist ein Isomorphismus, der wegen 1) und 7) 9 1liefern "ein l.u.S. u , henselsche
\

Beweis:

; * Zwischenkdrper

}(\}1‘ | (K.:,..) festlaBt .Aus 9) folgt (€. %< (®,..) < (xb,.. )"
\M‘ ¥ ' i =qll & ) Y und einen (K%,..)" -Isomorphismus
I
| Definition: Q :(I\{l"') _— (%2’--) mit
T () bezeichnet die Theorie der bewerteten Korper der (Fl,ﬁl) = (rl,kl)u und q"(,’-\-}l,ﬁl) 3 (ru .
”‘ Charakteristik null mit Schnitt, deren Wertgruppe - falls i Seien Ri,Ri,.. - e Rabtilansendas e (Ki’")u .

| der Restklassenkdrper die Charakteristik p hat - ein klein-

[“‘ stes positives Element « mit v(p) = mot  besitzt.Die Wegen der Bedingung an die Wertgruppen und Satz I 2 folgt,

1 18]

H sprache von T (TF) ist LO(TI") B lber el dAaB RysR5 .. auch die Restklassenringe von (?1,..) sind.
J ; T}n{1 (TT) die Theorie der henselschen NModelle von Tm(Tr) und Y liefert eine S(TT )-isomorphe Einbettung von (PlyR%y--)
‘H %g (Tr) := Tg (1) v {'IT(V(p)) =pyvip) =0 | p prim} . in (FZ,RJZ_,..) . Also gibt es nach Satz III 1 - man beachte,
1]‘1‘ daB nach Satz I 2 die (Ki,..)u S-henselsch sind ! -
Sikbs & ein Ultralimessystem v und eine isomorphe Einbettung

sei (X%, 7°,k°) gemeinsamer Unterksrper mit Schnitt der Y :((Kl,..)_u)V — (8%, mit

H ST (R (PR 1 .
T2 (TT) - Modelle (X',[ ",k ) 1i=1,2 . k= sel separabel -
m ’ Wl(rlﬁ%’--)v = ((yl(/r}l ) ))v und

iiber k° . Weiter sei
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.‘ mso 188t ¥ (k°%..) fest, und es ist v) Zu jeder LuTL (TF) - Formel A gibt es eine in

u v » d Xi9009X separable Tormel C(X eo9X )
QII 1 1 u v = (p « (g€l 1 n i 1! ' n ’
w‘\ ‘ (] K )

‘ ) L, (TT)-Terme Trreesty s

v —— eine reine L-Formel B vom gleichen Prafixtyp wie A,die
ion:
t Dol vaon alle neuen Relationszeichen aus L, die in A positiv
| Eine I _(7T) - Formel C heiBt separabel bzgl. der Variablen (negativ) vorkommen, positiv (negativ) enth&lt, sodaB
o

.4 i folgender Gestalt ist: o
X5 5 y 1<£i,j<n , wenn sie von folg Tn(T) b= C(xpseerx)) —3( A = B(ty,..,t)) wnd
H
C=2AA A coees A A, ’ Tm(’ﬁ') = B(tl,..,tm) - A
wobel Ai von der Form ist ” vi) Sei 1 eine Konstante aus L.Dann ist jede Aussage A aus
. ~g 3 .
n n D4 LuL_ (Tr) bzgl. T (IT) u{v(n):]vv(p):o [ p prlm} zu
D3 _ 2 t.yr £ 1V v(p:)=o o m I X
A = ;;’go tjres(xi,j) =1 v /; =0 ‘57 i ;

einer reinen I-Aussage gcuivalent,die vom gleichen Pri- -

und von den Variablen xk,m nur die xk,m mit k<1 fixtyp wie A ist,und in der alle neuen Relationszeichen,die

in den Termen tj vorkommen , pi prim . in A positiv(negativ) vorkommen,positiv(nerativ) vorkommen.

Wenn A nicht den Préfixtynp B1 hat, kann man erreichen,
A
Satz 7 ) . daB diese reine L-Aussage bereits bzgl. TE(TT) zu A

‘ dquivalent ist.
Sei I eine Erweiterung von L , in der die Sorte K nicht vor-

. 1.1 a i i o e .
gl D B ° ko hnkiel - EEEAEC vii) Ist T vollsténdig, so ist auch To(TT)UT vollsténdig.
i) sei (k°,..) gemeinsame LOCTT) — Unterstruktur der viii)Ist T entscheidbar,so ist auch @g(nj\/T entscheidbar,
H (£h,..)  1=1,2 . ) _ ; _ Wl
T,(TT) - Modelle yos ) L ix) Seiem (X*,..) i=1,2 Modelle von HArjor una
5 ° sei bel in k
k1 nkorper von K~ sel separa r
Deth;it ;ziz f°12t aus } (r'lrkl) = ([-Z,kz) bzgl.L .Dann ist auch
enthalten. |
1 2
sigs OF 1.0 (Esue)n S (K00) bzgl.LuL (TT) .
il (l'l,kl) = ([‘2,1{2) bzgl. LM ~,k) " . $ o( )
| ) 0 # Beveis:
C(®L,..) = (%5,..) » bzgl.L UL (M) (K°,..)

trnai von i) folgt mit Hilfe von Satz IT 1 aus Satz 6 - analog
‘ ii) Tg(TT)LJT ist die K-Fodellvervollst&ndigung zum Beweis von Satz 3 i) .

Tm(Tr)LJT . ii) folgt sofort aus i)’

i gralB W H ist  die Kak—Modellvervollsténdigung von iii) folgt wie beim Beweis von Satz 3 aus i wenn man
I iii) Tm(TT)UT ist die ’
|

i : ) bedenkt,daB nach Satz 4 i) eine elementare Erwveiterung
T.(TT)U o Yon Kérvern separabel ist

H _
" P i T modell-
i iv) Ist T modellvollsténdig, so ist auch Tm(")"_ iv) folgt sofort aus iii) .

;‘! vollsténdig . \
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Der Beweis l&uft in éhnlichen“Bahnen wie der Beweis
von Satz 3 v) .

Sei Ai eine Formel, wie in der letzten Definition.

Man kann offenbar in TmCﬂ') ableiten:

v .:V/ A (X sipee) o
X5, Fi,n i 1el
Wir erweitern also fiir jede solche Tormel LOCTF) durch

. . 1
ein n-Tupel von Funktionen (qjl""an) = ¥ gzur Sprache
wi

L. und erweitern Tg(TT) zu T, , dindem wir

die Axiome A; (Y 11009 Wn) hinzunehmen.
Wir nemnen eine llenge von Termen aus LS normal, wenn alle

Argumente eines der neuen Funktionentupel in allen Termen
der Menge gleich sind. Wie beim Beweis von Satz 3 erh#lt
man den

Hilfssatz:

Seien A,B,C Tormeln aus L\/LO(TF) ’ tl,.;,tn eine

normale llenge von LS~Termén mit
Tk C =y A = B(t;,..) wnd W) b B(ty,..) = A .

Dann gibt eine in xy,..,%, separable TFormel D(xl,..)

k
und LO(TT)—Terme SyseeysS, Mt

TR(TT) & C =5 D(xp,..) = A =» B(sy,..) und
) B(sypes) => A

(Wir brauchen den Hilfssatz nur filir den Fall C ='o=o0' ,
die starke Form dient dem Induktionsbeveis)

Sei (Kl,..) ein lodell von Tmfﬂ') und (Kz,..) eine
LO(TF)—Unterstruktur von (Kl,:.). I'an sieht leicht mit

Hilfe von Satz 4 i), daB die TFormel Ai gerade s~ gewdhlt
sind,daR (Kg,..) genau dann ein bewerteter Korner ist, des-—
sen Restklassenkdrper separabel im Restklassenkorper von
(Kl,..) ist, wenn fiir jede solche Formel C(xl,..,xn,yl,..),
die in HygeoosXy separabel ist , und filir alle

CIERPR aus (K2,..) Tlemen—

= 137 =

te  ba g gD aus (K2,..) existieren mit

il n

1.
(x yo-)“_ C(blyr'ybnralv-O) .
Daraus ergibt sich wie beim Beweis von Satz 3 der
Hilfsgatz:

Tiir jedes k gibt es eine normale Menge T von LS-Termen

derart,daB fir jedes TS - Nodell (K,..) und CORRRTL

aus (Ky..)
{ t(al,..,ak) l t(xl,..,xk)efr}

ein schnittabgeschlossener Unterkdrper von (X,.+) isty,
dessen Restklassenkorper separabel im Restklassen—
korper von (K,..) enthalten ist , und der a,,..a,
enthdlt. ’

Wegen des ersten Hilfssatzes genligt es fiir v) zu zeigen,
daB es zu jeder Formel A aus L\;LO(Tr) eine normale

llenge von LS—Termen tl;n.,th und eine reine L-Formel

vom gleichen Préfixtyp usw. gibt mit

F(Tr) b B(tyyeepty) = A .

T b A—-)B(tl,..,tr'l) und T

VWir zeigen das durch Induktion iiber den Priifixtyp.
1.Fall A ist quantorfrei
ey i
Vir wenden Satz IT 4 an . Sei T=T  , T,= lm(TTO y
\fl =‘P2 = A wnd G die lMenge aller Formeln der
Torn D(tl,..,tn) y wo ty,..,t L -Terme aus einer

von Hilfsatz 2 fiir die Zahl der freien Variablen von A

(:= k) gelieferten normalen Termmenge gind und D eine

guantorfreie L-Formel ist in der alle neven Relationszeichen

mit dem richtigen Vorzeichen vorkommen.
Sei nun (K1,..) ein T _-Fodell und (k2,..) eine LuL, (TT)-
Struktur, die TE(TF)-VOGell ist.Veiter éeien ,i,..,ai
aus (Ki,..) , sodafl die Bedingungen von Satz II 4 erfillt
sind (i=1,2) .Seien (Ei,..) die LO(TT) Unterstrukturen

{t(ai,..,a;) | t avs der Termmenge] . Dann ist nach dem
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Hilfssatz (El,..) ein Unterkorper, dessen Restklassen-—
korper in kl separabel liegt. Weiter hat man wegen
der GUltigkeit der Voraussetzung von Satz II 4 einen
Isomorphismus
&, =1 =2 - XY
Y:(Kye.) » (K5,..) mit "V(ail)=ai2 "
Seien in L"gerade die Tunktionszeichen undKonstanten
von L enthalten und sei P (N) die lMenge der neuen
Relationszeichen aus L, die in A vositiv (negativ)
s R

vorkomnen. Sei weiter (r*,x") aie von (r,x%) in
(r 1,1’{1) erzeugte ok o -Struktur. Wegen der Wahl von
G setzt sich dann \Pl(rl’i‘{l)_ fort zu einem

A v v, v v,V
(LvL,P,N)-Isomorphismus ¢ :(rl,kl) - (rz,kz).
Satz I 9 und IV 5 1liefern nun ein l.u.S. "3 "

henselsche Zwischenkdrper

. 3% AV : : EVE
(Kl,..)C(ﬁl,rl*,kl*)c(Kl,..) und einen
- A Z
( Lo(Tr)—- ) Isomorphismus iiber lf"’x& Y. '(?{1,..)—-)(,1\{2,..) mit
/\ Ve
-x» =
|('_1 ¥y A 4 2

Es ist klar, daB die Zw*uchenkorner LUL (1T ) -Strukturen
sind und daB \V ein (L’ uL P,N)-Is omorphlsmus ist .
Also folgt aus

*
(Kh.0) b= Alag,..) = (K0 = e,

LS

&) b= alel,.)  — @0 - Al

(1{2,..) JI— A(al,..) — (K2,..) - A(al,..) -

Damit sind die Bedingungen von Satz II 4 nachgeviesen.

2.Fall A ist vom Prifixtyn E. .

1
Der RBeweils begimnt wie im ersten Pall.!ir withlen nur als
G die l'enge aller Formeln der Form D(tl,..,tn), w0
die ti Terme aus der gewihlten Termmense sind und D
eirie reire L-Bxistenzformel ist,in der die neuen Reletions-—
zeichen mit dem richtigen Vorzeichen vorkommen.Dann cilt
fiUr jede ExistenzformelYaus L in der die neuven Relationo—
zeichen mit dem richtigen Vorzeichen vorkommen und

RS B |
b]_,..,br avs ([ 7,k)
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(FLah) =Qby,..) —  (F2) - 9 @o),..) .

Nach Satz II lo und IV 6 gibt es ein l.u.S. "" und
eine isomorphe Einbettung Ulber W
A

3’ S o ¥
Y «(x,..) = (¥%5..) mnit
o A
Yy , (rl 1(1)')‘ (L'yL,P,N)=-isomorphe Einbettung .
ok
Wie im ersten Fall sieht man jetzt leicht,daB aus
(€, )= A(a],..) (K%,..) = A(2%,..)  folgt.

Damit sind die Bedingungen von Satz II 4 nachgewiesen.

3.Fall A ist vom Pr&fixtyp Al

Der Beweis geht wie im ersten und zweiten Fall.Es ist
klar , wie G zu wihlen ist. Satz II lo liefert eine

A 4
Ultrapotenz "+" und eine (L’uL,N,P)-isomorphe Einbettung

P:(r2p?) = (ripht me =) E272 .
Sei Bi(¥) = (l"l,k ). Wegen Satz 4 ist kl separabel

Uber kl . Nach Satz 5 gibt es ein l.u.S. "u" und
einen henselschen Zwischenkorper (auch mit Satz I 9)

- A v v
w2, . % (B P 2t 9 e w0t B
]

V1 v =1

Wegen Satz 4 ist k separabel Uber k . Wir wenden

Satz 6 auf ¥ 7" an und erhalten ein 1.u.S."v" und

einen Isomorvphismnus
A
o2 .
We(RL,. )7 ey (R, )M T ok
3 " = A
=1l uv : ) g
(‘f ) = \V | (rl u’kl u)v nd ¥v“c Y

yr oY ist

-1 Al
l{’l : Y 9o )u & —? (1\. e
offenbar eine (LU (‘rr) ,P)-igomorphe Tinbetturg.

Vie im zweiten TI'all crl:ermt man also, das aus

(K yoo) — A(al,..) (K yeo) [ A(ai,..) folgt.

Ta ist v afixtvp T hY

21l A ist vom Préfixtyp Bl ¢ n 1

Sei also A = v v D und D vom P=ifixtyp Arl .
. ¥R

Nach Induktionsvorsussetzung gibt es eine reine L-Formel
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vom richtigen Prafiyxtyo usw. , LO(TT)—Terme %o yee UMA

29 ¢
eine in y,,.. separable Formel C(yl,..) , sodaB

H

Tm('lT) ‘_ C(yll") "") D ", B(tl,..) und
H

M) = Blty,..) D .

Ilan schlieBt leicht hieraus,daB

) b D6 Y (Clrgaes) A Bly,-0))

Die Formel rechts in der Klammer ist aber von der Form
F(sl,..) . Dabei sind sie sy LO(TT) - Terme und F eine

reine L-Formel vom Prifixtyp _An , in der die neuen Rela-

tionszeichen mit dem richtigen Vorzeichen vorkommen.
Wir filhren ein neues Relationszeichen R ein und wenden
den 2.Fall auf die Formel A" :=

xl..Xn yl.. R(sl,..) an und erhalten eine reine

L-TFormel vom Priafixtyp E1 in der R positiv vorkommt G

und eine normale Kenge von LS—Termen kl,..kp mit

Té\-—-— A =5 G(kyye.,k)) wnd Tg(w)p G(ky,..) = A

Wir erhalten nun das gewlnmschte, wenn wir in G 'R durch

F ersetzen.

5.Fall A ist vom Pr8fixtyn A y n 21 .

n+1
Ner Beweis geht hier dual wum Deweis von 4. Han nutlzt

aus, daB aus (¥ ) auch folgt
™) - n ey N (C(Fpres) =@ Bltyyee)) o
i Vyee ey |
vi) Sei A eine.Aussége aus L\)Lo(Tr) . Wir wenden vVv) an
und erhalten eine in xl,..kn separable Formel C und

eine reine I-TFormel B mit LO(TT) - Termen tyy..5%)

sodaB .
Har) - 2o 4\1,..{(\( Clxqynr) = B(ty,.0,t,) ) und
n

THIT) b (00xys A C(xp0)) = (Bt (xp50) ) € B8 (6], 0),0)

B ist dabei vom gleichen Priifixtyp wic A und enth&lt
alle neuen Relationen mit demselben Vorzeichen wie A

(%)
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Es geniigt zu zeigen,daB A bzgl.
A .
T’ = TE(TT)u{v(D):lwrv(p):o | » prlm}

zu einer negationslosen aussagenlogischen Kombination

von Formeln des Typs
B(sl,..,sk) s s; konstante I-Terme ,

dquivalent ist .
Wir wenden Satz II 4 an . Sei G die Menge der Formeln

vom angegeben Type. ]

Seien (K%,..) i=1,2 zwei Modelle von T, sodaB alle Aus-
aus G , die in (Kl,..),gelten, auch in (Kz,..) gelten.
Die (Ki,..) besitzen einen gemeinsamen Unterkdrper:
(Q,Z,Fp) oder (Q,{o0},0) . Sei (x°,..) dieser
Unterksrper. '

Sei A in (Kl,..) giiltig , wir miissen zeigen,daB dann

A auch in (K2,..) gilt . Da xt separabel iiber k° ist,
gibt es aq,..,a, aus Ko , sodaB C(al,..) in
(x%,..) gilt . Also gilt B(ty(aj,..),..) in (B, .o Ye
pa (k%..) L, (TT) ~Unterstruktur ist und (I %,x°) durch

konstante Terme beschrieben wird , gibt es also konstante
: 2

I-Terme sq,..5, , sodaB in (Kl,..) und (K%,..)

ti(al,..,an) = s; gilt fir i=l,..,k .

Nach Annahme gilt B(tl(al,..),..) also auchin(KZ,..).

C(al"°) gilt , wie man leicht einsieht, auch in

(k2,..) . Also ist fur alle by,..b, aus (B ,0:)

fur aie C(by,..) in (K%,..) gilt, auch B(t;(by,.),.)

in (K2,..) gultig , d.h. A gilt in (K%,..) ,qed.

Der Zusatz folgt wie beim Beweis von Satz III lo vii)
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V Die Elimination des Schnittes

’ . i oy
ix) seien (K',..) i=1,2 wie in ix) . Dann enthalten

1 2 :
(K7y..) und (K%,..) die gemeinsamen (schnittabge-

schlossenen) Unterkdrper (K°,..): Satz 1
({o},0,0) oder (Z,Q,Fp ) . Seien G, abelsche Gruppen und v:G—I ein
I?a J?des Element aus (7%,k°) in den (Ki,,,) ~durch surjektiver Homomorphismus . Sei H eine Untergruppe von [~
Jeweils diesselbe Formel -definierbar ist, ist auch und r/H torsionsfrei.Weiter sei TT¢: H—> G ein
(rl,kl) = ([‘2,k2) bzgl. L(I" °,k°%) . Homomorphismus mit veTl = idy .
Da die k* separabel iiber k° sing s folgt die Be- Dann existiert ein Ultralimessystem " % " und ein
hauptung aus i) . Homomorphismus
vii) folgt sofort aus ix) ﬁ :r*_) ¢” mit
A ~ 3
vi) folgt aus vii) mit Satz IT 2 Tl idr* e ﬂlH*.f e
Beweis:

viii) folgt - wie beim Beweis von Satz IIT 4 - aus vi) .

Wir konstruieren Folgen von Gruppen
HCl,chclMchc Lec..cqi el CH 4 ...
GOCGch2C ...CGnC e ’

von Homomorphismen

v, ot Gy -—)I—i 3 T+ By —> 6y , i=0,1,..

und von Ultrafiltern U, auf Mengen I; , sodaB

i)rozr,G°=G,Ho=H,vo=v,TT'0= :
i) Hely » vl = 14y ,
iii) F'i/H‘ ist torsionsfrei ,
1
iv) [, = riIi/lUi v Gy = GiIi/Ui v Vil T viIi/Ui ’

T, 1.
v) HjODH l/Ui » T, 2T 1/”1 ’
vi) Hi g2 r i .
als Ultra -

Um Satz 1 zu beweisen , nehmen wir (In’Un)n N

limessystem .Dann ist




A=
A U_.
Setze Tl:= 2o lli n
. ¥ A .
Aus ii) folgt dann voell = 1dH»

*

N
Aus v) folgt 11]H¢ =17 .
Und nun zur Konstruktion :

. . . ‘ .
Seien r&’Gi'Hi’vi’TTi’Ii—l’Ui-l fiir i £ n bereits

mit den Eigenschaften i) - vi) konstruiert.

Sei M eine endliche Teilmenge C rn . Dann ist

(Hn + { M) X/ ” endlich erzeugt uﬁd torsionsfrei,also frei.
Die exakte Sequgnz

o = H - Hn+<M>—) (Hn+(M))/H—§ o -
n

zerfdllt also , und H +{MY ist difekte Summe

H + {M)= H e (xl) @ ... @ (%) o0 (x5 22 )

Definiere dann
TTM(xi) = a; € G beliebig mit vn(ai) =X .

TTM(h + g%y . + nkxk) $= TTh(h) + Ny8y + oee. mpay .

TTy ¢ Hy + {Hu>— G, ist dann ein wohldefinierter
Homomorphismus mit vno‘n‘M = idHn+<M) , der TTn fort-
setzt .

Setze nun In = ch(f—n) ?und wéhle als Uh einen Ultra-
filter auf I , der fiir jedes ME€I die Menge

vysfxer | mex} enthdlt .
Setze

G

T . I o I
n+l’T Gn n/Un. ? Hn+1'_ Hn n/Ugrn ’ l-1:1+1'“ r_.n n/\U ’

n

" T L
v := v._"n/ und TT. i= 1y
n+l n U, n+l mer m/ Unl o5
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Zundchst setzen wir

TT e 22 T
H := H o+ <ud d 1= k! .
MEI ''n * /Un Ot = ye I H /Un

4 v
Dann ist TT: H—> G ein Homomorphismus mit
v
V019 . = idﬁ . Weiter ist
I b I =
H n/Un c Hel,,, und  TT, n/Unc L P

¥
v

Aus der Wahl des Ultrafilters U,  ergibt sich T"nc H.
Also ist TTh+1 simnvoll definiert und i),ii), iv) - vi)
sind erfiillt . Es bleibt noch iii)Azu zeigen .
iii) folgt aus dem
Hilfssatz:

Seien FCL abelsche Gruppen , L/f torsionsfrei .

U sei ein Ultrafilter auf I .
. .
: T /ae) : :
Dann ist ( v’/ I torsionsfrei .
(T + ¥/)
Beweis:
Sei n#o , xeLI/U,yeFI/U,aeL und nx = a+ y .

Dann gibt es auch in F wund I Elemente Db el und
ceF mit nb = a + ¢ . Es folgt also

I i
n(x-b)=y-cekF Jgt B =F /h -
I
L ook oz . (L /)
Da /f torsionsfrei ist , ist auch U /(FI/b)

torsionsfrei. Es folgt also x - t)eFI/h

d.h. xE€ FI/U + L ged.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Folgerungen aus Satz 1

{ Wir weisen i) - wvi) nach .
I
Il L

i) Sei K,v ein bewerteter Korper , H eine Untergruppe

der Wertgruppe [ von K,v derart,daB r?ﬁ torsions-




ii)

iii)

Beweis:

i)

ii)

$40 )
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freiist.JT:H — K sei ein Homomorphismus von H in

die Multiplikationsgruppe von X mit veTT = idH .

Dann gibt es ein Ultralimessystem " " wund einen Schnitt
A~ * ¥ i » _&
M:T— X mit TT7c¢1T.
Seien Kl,vl c K2,v2
Wertgruppen rl ,r2 " r2/r1

zwei bewertete Korper mit
sei torsionsfrei .

Dann gibt es ein Ultralimessystem " y " und Schnitte

1% *

® »
LUAPS sl , TT, :M2— x° mit

TT1C:TT2 .
Sei T die Theorie der bewerteten Kdrper . % sei eine

Erweiterung von T in einer vergrioBerteten Sprache i "

in der das TFunktionszeichen TI' nicht vorkommt

Dann ist die Hinzunahme der Schnittaxiome eine konser-
o~

vative Brweiterung von T .

folgt sofort aus Satz 1 .

torsionsfrei , gibt es nach i) ein Ultra-

1
Da |-/h%

limessystem u und einen Schnitt

T (rHY = &H? .
Da (r'2)u/(r_l)u wieder torsionsfrei ist , gibt es

wiederum nach i) ein Ultralimessystem v und einen

(r5HHY — (@MY nit
Trl = (TT)V .

Schnitt TT2 :
(T e Ty . Setze
Sei A eine Aussage aus 7 und

T 4+ Schnittaxiome F A .

Sei X ein lodell von T . Aus i) folgt, daB es eine
elementare Erweiterung von K gibt die einen Schnitt
gestattet.Also gilt A in dieser elementaren Erweiterung
und damit in K .Wir haben also

~
T A .
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Definition:

D D s g4 .
T, (Tg Tg ) sei die Theorie , die aus TR(TT) (TE(TT),TQ(TF))
durch Streichen der Axiome, die Tr’TTl’TTZ"" festlegen
entsteht.

L S . . . - - '
R el die zugehOrige Swnrache. LR sei LR ohne die Sorte K

-

Eine ZErweiterung von TR - NModellen

I .
(x, r Erae) @ (K2,FQ,R§,..)

heiBt S-torsionsfrei , wenn es fiir alle nelN s n#o ,
2
x,el " und aelr  ein ﬁgrl' gibt mit

Inx, - al £ v(n) — Inx) - al £ v(n) s

Satz 2

Selet (BLE S sud 6 (BTl a0

qree (i=1,2)

Modelle von Ty . (Kl,..) und (Kz,..) seien S-henselsch
und S-torsionsfreie Erweiterungen von (Ko,..) . Weiter sei
i (W |
P (riRy,.) — (22,0
eine Ip - isomorphe Einbettung, die auf (r'o,Rﬁ,..)

identisch operiert .

Dann existiert ein Ultralimessystem "y "
isomorphe Einbettung

und eine

L 4 =(K1.--)*—> (Kz,“)* : mit
Y 1xe,..) = id (x°,..) und
Yigrt,. . pr = ¢ .

Ist ? surjektiv , kann man‘V surjektiv erreichen .

Beweis:

Nach SatzI1l2 gibt ein Ultralimessystem u derart, dafB
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(K2,..5u W -vollsténdig ist . Wir wenden Satz I 7 an und

erhalten S-henselsche Zwischenkorper

Y .
(R, 0% € (K5 s @ K yee)” mit
ﬁ} =(R§)“ fir i=1,2 j=1,2,3,.. ’

Pl +{xe(rH?] Y, n#o vin) 2xi}
und einen (Ko,..)u — Isomorphismus
9 .(2,..) = @, it
YirL,. =9k f <

Wir haben wieder, daB (K',..)% dber (K%..
frei ist . Daraus schlieBt man leicht,daB

Y4  S-torsions-

torsionsfrei sind.Wenn wir Sétz 1 dreimal anwenden,erhalten
wir ein Ultralimessystem Vv und Schnitte
2 1 il v
T(PLY = @07, T (1,0
~ A %
Ty PO (Y — (@, 0™ mit

TT,cTTy,  wd Qe cTl, .
pa fir alle xe€ (FHYWN (FHY  TT(x) = o ist,

ist qﬂ“’ mit den Schnitten vertrdglich. Also gibt es nach
einer leichten Verallgemeinerung von Satz IIT 1 einen

Ultralimes w und eine isomorpe Einbettung iber

; 2
lV :(Kl".)uvw (K ,'.)uvw
"~
agie YV rfortsetzt . ged.
Definition:
Eine LR - Tormel heiBt S-torsionsfrei in den Variablen

XyseesXy wenn sie von folgender Gestalt ist :

. e Form
All\ A2A A3/\ o oe AAn und die Ak die Form
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Ink.v(xk) - tklé v(mk) v Q lnk-y - tkbv(m haben.

1)
Dabei sind ny,m. natiirliche Zahlen £ o, t, Terme in
denen von den Variablen Xysee TUT die Variablen XyseosXy 1
vorkommen .

Aus Satz 2 folgt

Satz 3

. . . A %
Sei I eine Erweiterung von LR , in der die Sorte K nicht

vorkommt. T sei eine Theorie. Dann gilt (pe?P)
i) Sei (k% ..) gemeinsame Ly, Unterstruktur der
™ - Modelle (K',..) i=1,2 . (xY,..) sei S-torsions-

frei dber (X°,..) . Dann folgt aus

1

(T%,85,0.° “brale DAL gByve,)

o
ok -

TR e A

(x%,T2,..) bzgl. Iyul (K%..) .

ii) T%uT ist die K-Nodellvervollstindigung von TguT z

iii) TR

DUT  ist die K* -Modellvervollsténdigung von THuT.

iv) Ist T modellvollstiéndig , so ist auch T%\)T modellvoll-
sténdig.

V) Zu jeder Luwl, - Formel n Priafixt 3 i
i) R vom Prafixtyp Aﬂ (En) gibt es
L!JLR ~Terme tl,.. yeine in Kyseo S-torsionsfreie Formel

C und eine An— (En—) Formel Baus L,die alle neuen Rela-
tionszeichen auvs L,die in A nositiv (negativ) vorkommen,
positiv (negativ) enth#dlt, sodaB
P o %
Tg b= C(xy,.0.) => B(ty,..) >4 ( Clxgy.) » & = B(t,.) )
und ]
D '
Tg = A = B(ty,..) ( B(tl,..)—-—)A )

Ist n # o , findet nan die ti bereits in LP .
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vi) Jede Aussage A aus Lu/LR ist bzgl. Tg zu einer reinen

I-Aussage Zquivalent , die zum gleichen Préfixtyp wie A
gehort und in der alle neuen Relationszeichen aus L ,
die in A positiv (negativ ) vorkommen , positiv (nega-

tiv vorkommen.

vii) Ist T vollstdndig , so ist auch TgL;T vollsténdig.

Ist T entscheidbar , so ist auch TngT

i=1,2 Modelle von Tg  und

viii) entscheidbar.

ix) Seien (Kl,..)

11}

(F'l,R%,..) (|~2,R§,..) bzgl. L .Dann ist auch

(Kj-!rll“)

1]

(&5, 2,:.) bzgl. Lulg .

Der Beweis geht wie der Beweis von Satz IV 7 . Dabei
ableitbar ist

Beweis:
beachte man , daB in TR

V.V ;
N xl..x C(xl,..,xn,yl,..yk)
n ®
fiir eine in XygeesXy S<torsionsfreie Formel C .
Andererseits ist eine LR—Unterstruktur eines TR—Modells

(K, ..) € (B2, .0)

genau dann in (K2,..) - S-torsionsfrei ist, wenn fir

jede in Xg,..yX, Sstorsionsfreie Formel C(x’..,xn,yk,..yk)
v 5
byye.,b,  auSs (K yoo)

und  &y,..,8 ~ aus (Kl,..) es

gibt , sodaB

(K2, 0. ) b OB o) s

k

‘Piir vi) beachte man , daB Jjedes T, - NModell

S-torsionsfrei iiber den Primkdrpern (Q,Z,Fp,..) bzw.

(Q!{O}’Q’Q,’.)

ist .

Definition:

T  sei die Theorie , die aus TA(TT) durch Streichen der

A

Schnittaxiome entsteht. Lo sei die zugehdrige Sprache .

'1‘M sei die Theorie der algebraisch maximalen I'odelle von TA‘

y 2
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Mo, oM
Setze Tg =T U{vip)=ov p =% | p prim} .

. A A
Sei TL(1) aus 1 durch Hinzunehmen der Konstanten 1 entstanden,
Setze dann L (1) = L u $(1) wna

Tﬁf:: Mo L#edofv(p)=1 v v(p)=0 | p prim} u

U{,\{ nx=1=v(p)7#o '—);,/ v8 =p | p prim , neN} .

Tm bezeichne die Theorien , die aus den Tm(TT) durch Weg-

lassen der Schnittaxiome entstehen.

T sei di Th i -
le eorie der henselschen T Modelle .Setze
‘T‘H TH }

Satz 4

M

. 0 (-0 ,0 3 '
sei (K ,[ ",k ) gemeinsamer Unterkorper der T . - Nodelle

( Tﬁ ~ Modelle ) (Klyr-i;ki)

rl/,—o

i=1,2 . k' sei separabel

= [o) % . . -
iber k= . sei torsionsfrei. Weiter sei

¢ :(rih) — (r3x?)

eine isomorphe Einbettung , die (r-o’ko) festlant.
Damn existiert ein 1.u.S. "y " und eine isomorphe
Einbettung
. 1 »* ¥
Yl ) — (&P,.)) - mit
Yie,..y =18, ..) s
¥
* =
Fiertpdy= 1o :

Ist (f surjektiv , so kann man Y surjektiv erreichen .

Beveis:

Vir wenden Satz 1 dreimal an und erhalten ein Ultralimessystem
u und Schnitte

T (MY — @),y (rH* — @hHY,
T T HY — ()8 mit
Ty ¢ Ty wnd TT e TT, : .
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Nach Satz IV 5 gibt es ein 1l.u.S5 v, henselsche Zwischen-

korper
(°,.)%" ¢ ®,.0)¢c &,.0)W  mit
a1 =(kl)uv , Fl = (FO)W
und einen (Ko,..)uv - Isomorphismus
\/f\’ :(ﬁl,..)-—%(ﬁg,..) mit

A
Vit =9¢¥p ;
Wenn es sich um die Theorie ™ handelt ist 1t perfekt.

Wir konnen also Satz IV 2 ( Satz IV 6 ) anwenden und
finden ein l.u.S. w und einen Isomorphismus

B 2R o w0 VT e BR 4 o ) mit

Wipl,, yuw = ¢ b und

$ <V . ' ged.
Definition:

Eine Tig s Formel C heiBt torsionsfrei und separabel in
den Variablen Xy,..,X, , Wenn es natiirliche Zahlen

l=k1<k2<... <k, =n+l y Mygeesty g

Terme tyyeest und  fUr i=l,..,r-1 in den Variablen

r-1

X 41000 ¥, o1 separable Formeln Ci gibt derart, daB
i 7 i+l :
r_

- A L
c =% (niv(xki)—tiv /y\niyyéti ) A Ci(xki+1""xki+ 1)

a

und von den Variablen Xppee9Xy

in den ti hochstens Xl"”xki—l

und in den Cy hochstens KyseesXy vorkommen .
i
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Aus Satz 4 folgt wie friher

Satz 5

Sei I eine Erweiterung von % , in der die Sorte K nicht vor-
kommt . TC L sei eine Theorie . Th bezeichne eine der

Theorien TM A Tﬁ , m=1,2,.. . Dann gilt
1)
i) Sei (k°,..) gemeinsame Ty = Unterstruktur der P _Modelle

3 1
(xt,..) i=1,2. r /ro sei torsionsfrei und Kl se-

parabel iiber k°. Dann folgt aus

(riah) = (r2,x®) bzel. n(r°x°%)

(x,..) (k%,..) bzgl. LUL(K%..) .

ii) ThuT ist die K-lModellvervollstidndigung von
TAuT bzw. Tmu'l‘ .

iii) ThuT ist die K* _Modellvervollstindigung von
T,UT bzw. Tmuﬁf .

jv) Ist T modellvollsténdig , so ist auch ThUT modellvoll-
sténdig.

v) Zu jeder LVUL  -Formel A.gibtes L,-Terme ty,..,% , eine
in HygeesXy torsionsfreie uvnd separasble Formel c(xl,.)

und eine reine L-Formel B vom gleichen Préfixtyn wie A,
in der alle neuen Reletionszeichen aus L, die in A posi-

tiv (negativ) avireten,nositiv (negativ) vorkommen,sodaf

h "
™ C(>:1,..,xn) S5 A = B(tl,..,tk) vnd

o= B(ty,eerty) —> A 2

A : . A
II) Sei Th eine der Theorien TZ 5 Tx}iu{v(p);'l) o v V(p):o} .
5 . A 5
Im zweiten Fall sei L(X)CL . Dann gilt:
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i) Jede Aussage aus LuL0 ist bzgl. Th zu einer reinen L-
Aussage vom gleichen Prafixtyp dquivalent, in der alle neu-
en Relationszeichen, die in A positiv (negativ) vorkommen,
positiv (negativ) vorkommen.Wenn A nicht von Prafixtyp B

1
ist diese Aussage bereits bzgl. @i zu A &dquivalent.

ii) Ist T vollsténdig , so ist auch ThuT vollsténdig.
iii) Ist T entscheidbar, so ist auch Thu’l‘ entscheidbar .
. . i : h

iv) Seien (X ,..) i=1,2 Vodelle von T% . Dann folgt aus

(rl;kl) (l'2,k2) . bzgl., L

1t}

(%,..) bzgl. LUL_ .

l

1
(K ye0)
~ -
IIT) Sei IL(d)c L . Dann gilt

i) Jede Aussage A aus I,uLo ist Dbzgl. T]f zu einer

reinen I-Aussage &quivalent , die zum gleichen Pri-
fixtyp wie A gehort und in der alle neuen Relations-
zeichen aus L , die in A positiv (negativ) vorkommen ,
positiv (negativ) vorkommen .

ii) TIst T vollsténdig , so ist auch TMUT vollsténdig .
iii) Ist T entscheidbar , so ist auch TlguT entscheidbar
iv) Seien (Ki,..) i=1,2 Modelle von Tzq . Dann folgt aus
eFL e (2 a?) bzgl. T
(B e =04 )

i

bzgl. Ly I'o *

v) Jede Aussage A aus I.ULo ist bzgl.

~H .

T V{v(p)=2vv(p)=o| p prinm}

zu einer reinen I-Aussage #Hquivalent , die von gleichen
Prafixtyp wie A ist und in der alle neuen Relations-—
zeichen , die in A positiv ( negativ) , positiv (nega-

tiv ) vorkommen .

Beweis:

Der Beveis folgt den friheren lustern bei den S&atzen

ist,
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2, IV3und 7 . Wir beweisen hier nur Teil IREE 510

Zunichst iiberlegt man leicht, daB sy Wenn man in IIT i

M M <

T, durch TO(]T') ersetzt , die Behauptung leicht -~ analog

zum Beweis Satz IV 7 vi) - aus Satz IV 3 v) folgt .

IIT i) ist bewiesen,wenn wir zeigen , dag TZ’f(Tr) konservative
Erweiterung von Trg 1 C,LU_LO(I) ) ist .

Dazu geniigt es zu zeigen,daB es zu jedem Modell von Tif einen

Ultralimes gibt, der einen Schnitt hat mit TT(1) = p falls

v(p)>o .

Sei also (K, [ ,k) ein Nodell von T

f . Sei H die divisible

Hiille von L in T . Wir zeigen zunichst s daB ein Homomor-
phismus '
r :H 5 &° mit ﬁ'(]l) =p und. veir = idH~

existiert.:

Sei M eine endliche Teilmenge von H und H die von

M
M erzeugte Untergruppe.HM ist zyklisch. Sei also

. _ N ST M
HM =< zo) und nz = 1 . Nach Definition von To
gibt ein xoeK mit XI; = p . Durch

TTM:ZO = X

wird ein Homomorphismus

WM: HM-—)K' mit TTy(L)=p und ve Ty = idy

M
definiert. .

Sei I:= Sy (H) und U ein Ultrafilter auf I der die
Mengen UM::{ XeI | FeX} fir alle Mel enthilt.

Dann ist 'ﬁ o= L;reTI WM /Ul H ein Homomorphismus

von H in KI/U mit ﬁ(l):p wmd veft = idy .
Un die Behauptung zu beweisen, zeigen wir , daB

ﬁ’(H) C K . Sei also x€H und mx = n*L . Dann ist
also (T(x)™ =2 . D.h. ‘ﬁ‘(x) ist algebraisch iiber
K und liegt daher in K ,

Nun ist ’7}1 - torsionsfrei . Also existiert nach Satz 1 ein

Ultraiimessys’tem "% " und ein Schnitt

*
Tt r*_> K mit ffecTl » ged.




- 156 - ' = 157 &

Bex;lerkung :
Hilfssatz:

Aus Satz5folgt mit Hilfe eines noch unverdffentlichten Re-

sultats von ErSov aus der rekursiven Algebra das folgende Analogon Sei (Ko,..) ein gemeinsamer Unterkorper der Tr—Modelle

zum Satz von Rabin (Kl,..) . Weiter sei

Jedes rekursive Modell von TA bzw. Tm besitzt eine (P:(rl,kl) e (r2,k2)

rekursive algebraische unmittelbare Erweiterung, die Modell ) o .0 .

=0 M e— Tﬁ Sk L eine isomorphe Einbettung, die (T" ",k ) festl&dBt.
Dann gibt es ein l.u.Se. 2% "  und eine isomorphe
Einbettung iiber (X°,..)

. T r K oF ¥ ’

In einem besonderen Fall konnen wir auch ohne Schnitt _ V: (x5,..) — (K5,..) mit

Quantorenelimination erreichen:

q’l([‘l’kl)* =(P* B

Satz 6
Sei T, die Theorie der henselschen Korper , deren Restklas- Beweis:
senkorper.die Charakteristik null haben und radikal abge- o I . o
. i . § } ) Sei ¥ ein maximaler Isomorphismus {iber (K ,..)
schlossen sind.Sei I eine Erweiterung von Lo , in der die i
O .51 A2
Sorte K nicht vorkommt . T€C L sei eine Theorie. Dann gilt Y :(X5..) — (X5,..)

s = o £1 5 :
) . rn o0 c .o e =
i) Sei (Ko,..) eine gemeinsame L - Unterstruktur der ;on e (X)) (K.o) € (X7,..) i-1,2 z
exr A ‘

. i i ! 5
T, UT - Modelle (K"y..) i=1,2 . Dann folgt aus ‘l-’l(f:l’/ﬁl) = lf’\(l’-‘l”’l‘{l) erfillt .
(r-l’kl) 2 (r2,2) bzgl. L(°,k°) Da sich der Isomorphismus auf die henselschen Hiillen fort-
5 . & setzt sind die (Kl,..) henselsch . Die Restklassenkdrper
(K7yee) = (K%..) bzgl. LUL (K7,..) . haben die Charakteristik o . Also folgt aus Satz I 8 , daB
A1 1 i < . .
ii) Jede Formel A aus LUL_ ist bzgl. T, einer Formel =k . (Bye.) 4=1,2 dst also wieder Modell von T .

der Form B(tl,..tn) dquivalent.Dabei sind tl""t Wir bemerken,da8 in allen Fodellen von T, alle Wurzeln

n
L,~Terme und B ist eine reine I-Formel , die den glei- aus Elementen vom Wert o gezogen werden kdnnen.
" Denn seil
Prifixtyp wie A hat und in der alle neuen Relations- )
f=X%"-2a und v(a) = o . Dann gibt es ein

zeichen aus L , die in A positiv (megativ ) vorkommen,

positiv (negativ ) vorkommen . b aus dem Korper, sodaB res(b”) = res(a) # o . Also

i a = , _ = n-1
iii) Erlaubt T Quantorenelimination , so erlaubt auch ist rea(f(b)) = o und res(f"(b)) = n-res(h ) £ o

Tr\lT Quantorenelimination . Also hat f wegen der Henseleigenschaft eine Nﬁllstelle.

1
Wir konnen jetzt schlieBen , daB r',/F]_ torsionsfrei ist.

Beweis: . F 1. Al L. .
e Denn sei x €[\ und n)o minimal mit mwg.
Wie frilher folgt die Behauptung aus ?em'folgenden Sei 2 beliebig aus Kl mit v(xl) = x und xzch(xl) :




Literaturverzeichnis

= 158 =

[}] J.Ax 2nd S.Kochen, "Diophantine problems over local
! fields I,II" Americer Journszl of Fethematics

] : -
Sei b, aus R mit v(b,) = nv(x,) und b,= P(b,).
. ’ n * g ' B vol. 87, (1965), pp.605-630, pp.631-648
ann ist flir i=1,2 v(b. /x.) = o und es gibt y.€
Dann is ’ (b, /%) i= ", [ 2] J.ax and S.Kochen, "Diophantine problems over local
. n : 2 h y _
mit yj =by/x; . Also ist fur z;=y;ex; fields III, Decidable fields" Annals of
z? - b; =0 .Da v(zi) = X; , ist wegen der minimalen HMath.83 (1966), S. 437-456

[j] ?.J.Cohen, "Decision Procedures for Real and p-Adic fields"

Wahl von n und der Gradungleichung X - b, das Mini-
Stanford University 1967

malpolynom von z; iber K" , und wir kommen vermbge v ) e ;
- [ﬁ] Ju.L.Ersov, “On elementary theories of local fields" i
Y 129 > 2z, Algebra i logika Sem. 4 (1965) no.2,S.5 - 30
¢, zu einem Isomorphismus - [5] Ju.L.Ergov, "'ber die elementare Theorie maximal bewerteter
. Korper" (Russisch) Algebra i logika 4 - 6,
q'.l :ﬁl(zl) Lo e ﬁQ(zz) fortsetzen . (1965 - 1967) ;

. [ﬁ] I.Kaplansky, "Maximal fields with valuations" Dulke Nath.

Da die (ﬁi,..) henselsch sind , ist Y mit der Bewertung Journal 9 (1942), S.303-321

vertrdglich . Da nach Voraussetzung die Reétklasisn— [7] H.J.Keisler, "Limit ultrapowers" Trans.ANMS 107 (1963),
kérper nicht griBer werden,sieht man leicht, daB Y ‘ ' s.382
auch mit der Restklassenabbildung vertrﬁgllch ist. [8] B b en Nt T nrodiicts 15 ¥he thidory of fieaeits
Das widerspricht der maximalen Wahl von ¥ . als of Math. 74 (1961), S.221-261
. | Ann, . S
Da TM c Tr , folgt nun aus der Torsionsfreiheit wund Satz 4 [@] Serge Lang, "Algebra" Addison Wesley 1965
die Behauptung des Hilfssatzes . ged. ‘ [;O] P.Ribenboim, "La conjecture d;Artin sur les equations

diophantiennes" Queen's Papers on Pure and
Applied lathematics No. 14, Kingston 1968

[li] P.Ribenboim, "Théorie des valuations" Les Presses de
1'Université de Montreal, 1964

{}é] A.Robinson, "Introduction to model theory and to the
metamathematics of Algebra" Amsterdam 1963

[}j] A.Robinson, "Relative model-completeness and the
. elimination of quantifiers" Dialectica,
12 (1958), S.394-406

[ii] J.R.Shoenfield, "Nathematical Logic" Addison-Wesley 1967

[15] V.Weispfenning, "Elementary theories of Valued fields"
Diss. Heidelberg 1971

[;5] S.Feferman, "Persistent and invariant formulas for
outer extensions" Compositio Mathematica,
Vol 20, 1968

[11) P.Eklof,G.Sabbagh, "Model-completions and modules"
Annals of Mathematical Logic, Vol.2, 1970

= - S T




Lebenslauf

Am 13.8.1948 wurde ich als Sohn von Heinrich Ziegler
und seiner Ehefrau Katharina Ziegler, geb. Schiitte,

in Kassel geboren. Von 1955 bis 1959 besuchte ich

dort die Volksschule, anschlieBend die Wilhelms-
schule in Kassel, an der ich im Sommer 1967 das

Abitur machte.

Im Wintersemester 1967/68 begann ich in Koln Mathematik
zu studieren. Im August 1969 heiratete ich Susanne
Heyer. Im Mai 1971 legte ich die Diplompriifung im Fach
Mathematik an der Kolner Universitét ab. AnschlieBend
arbeitete ich im Mathematischen Institut der Univer-—
sitdt Koln als wissenschaftliche Hilfskraft und

schrieb wdhrend dieser 7eit meine Dissertation.




Die elementare Theorie
der henselschen Kérper

v

Inaugural-Dliséertati(iJ‘n‘

zur Erlangung des Doktorgrades

X4

der Mathematlsch Naturwxssenschafthdlen Fakultat

\

der Umvers1tat zZu Koln

e : _vbrge]egt ?dn
‘Martin Ziegler
aus Kassel |

1t

‘Koln 1972

L



