Einfiihrung in die Funktionentheorie®

Martin Ziegler

Freiburg, WS 1994/95, WS 2000/01, SS 2006

Literatur

[1] Klaus Jénich. Funktionentheorie. Springer Verlag, 1993.

[2] H.Behnke und F.Sommer. Theorie der analytischen Funktionen einer kom-
plezen Verdnderlichen. Heidelberger Taschenbiicher. Springer Verlag; Berlin,
Gottingen, Heidelberg, 1962.

Inhaltsverzeichnis

{1 Holomorphe Funktionen| 2
[1.1  Der Korper der komplexen Zahlen| . . . . . . ... ... ... .. 2
1.2 Komplex differenzierbare Funktionen|. . . . . . .. ... ... .. 3
[L3  Potenzrethenl . . . .. ... ... ... o 4
1.4 Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen| . . . . . . . . 5

2 Der Cauchysche Integralsatz| 6
2.1 Der batz von Goursatl . . . ... ... ... ... 0L 6
2.2 Der Cauchysche Integralsatz. . . . .. .. ... ... .. ... .. 9
2.3 Der Logarithmus| . . . . ... ... ... .. ... ......... 10

|3 Erste Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatz| 12
3.1 Die Cauchyformelf. . . . . .. ... .. ... ... ... ... ... 12
3.2 Der Potenzreihenentwicklungssatz] . . . . ... ... .. ... .. 13
3.3 Der Riemannsche Hebbarkeitssatzl . . ... ... ... ... ... 15
3.4 "Topologische Eigenschatten holomorpher Funktionen| . . . . . . . 16

I funktion.total.tex,v 1.11, 26. Juli 2006, (Ausdruck 26. Juli 2006)



|4 Isolierte Singularititen| 18
4.1 Pole und wesentliche Singularititen|. . . . . . . .. ... ... .. 18
4.2 Meromorphe Funktionen und die Riemannsche Zahlkugell . . . . 19

6_Der Residuensatz] 21
b1 Laurentreithenl . . . . . . . . ... oo 21
(52 DerResiduensats . . . . . .. .. ... oo 23
5.3 Der Residuenkalkdill. . . . . . .. ... o000 24
.4 Die Umlaufszahlversion des Residuensatzes) . . . ... ... ... 27
5.5 Das Null- und Polstellen zdhlende Integralf. . . . . . .. ... .. 31

|6  Folgen holomorpher Funktionen| 32
6.1 Stetige Funktionen auf topologischen Raumen|. . . . . . . . . .. 32
6.2  Holomorphe Funktionen| . . . . . . .. ... ... .. ... ... 33

[7 Der Satz von Mittag-Leffler und der Weierstralische Produkt-|
satz] 34
7.1 Der Satz von Mittag-Leftler| . . . . . .. ... ... ... ..... 34
[.2  Der Welerstrafische Produktsatz . .. ... ... ... .. ... .. 37

8 Der Riemannsche Abbildungssatz| 39
8.1 Exkurs 1: Mobiustransformationenl . . . . . . . .. .. ... L. 42
8.2 Exkurs 2: Riemannsche Flachen|. . . . . . ... .. ... ... .. 47

[9  Doppelt—periodische Funktionen| 50
9.1  Divisoren doppelt—periodischer Funktionen| . . . . .. ... ... 51
9.2 Funktionen mit vorgeschriebenen Null- und Polstellen| . . . . . . 53

9.3 Der Korper der doppelt—periodischen meromorphen Funktionen|. 55

9.4 Die zugeordnete algebraische Kurvel. . . . . . . .. ... .. ... 58

1 Holomorphe Funktionen

1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Satz 1.1 Die euklidische Ebene R? wird mit der (Vektor-) Addition

(a,b) + (z,y) = (a + z,b+y)



und der Multiplikation
(a’v b)(SL’, y) = (ax - bya ay + b.’l?)
zu einem Korper, dem Korper C der komplexen Zahlen. O
Wenn man reelle Zahlen a € R mit (a,0) € R? identifiziert, erhilt man R als
Unterkorper von C. Mit i = (0,1) 148t sich dann jede komplexe Zahl eindeutig

in der Form
z=a+bi (a,b € R)

schreiben. Man nennt a den Realteil Re(z) und b den Imagindrteil Im(z) von z.

Um sich das Multiplikationsgesetz zu merken, geniigt es zu wissen, daf i2 =
—1. Weil —i die gleiche Eigenschaft hat, ist die Konjugation — : C — C, definiert
durch

a+bi=a—bi,

ein Automorphismus von C. Man erhilt das Quadrat der Linge |z| von z als
2P =a?+b> =27
Es folgt, dal der Betrag |z| multiplikativ ist:
lwz| = |w]|z].

Eine komplexe Zahl z ist bestimmt durch ihren Betrag r = |z| und den Winkel
0 < ¢ < 2w, den sie mit reellen Achse bildet:

z = rcos(¢) + rsin(¢) i.

Man nennt ¢ das Argument2 arg(z) von z. Aus dem Additionstheorem fiir Sinus
und Cosinus folgt

arg(wz) = arg(w) + arg(z) (mod 27).

Multiplikation mit z
pa (w) = w2

ist also eine Drehstreckung C — C. Als R-lineare Abbildung R? — R? hat pu.
die Matrix
. cos(¢p) —sin(¢) \ [ a —b
sin(¢)  cos(¢) b a )7
1.2 Komplex differenzierbare Funktionen

Sei U eine offene Teilmenge von C und f : U — C eine Funktion.

Definition f heifit komplex differenzierbar bei zo € U, wenn der Grenzwert

i 1) = 1)

zZ— 20 zZ— 20

=: f'(20)

ezistiert. Wenn f dberall in U komplex differenzierbar ist, heifit f holomorph.

2arg(0) ist undefiniert



BEISPIEL: f(z) = 2" ist auf ganz C holomorph mit f/(z) = nz""1.

Lemma 1.2 Wenn f und g holomorph sind, sind auch f+g, fg, f/g und fog
auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen holomorph. Es gilt

(f+9) = f+4
(f9) = flg+1d

(f)' _ fl9— 1
g 9°

(fog)(z) = [f(9(2)d'(2)

Es folgt, daf} alle rationalen Funktionen holomorph sind.

1.3 Potenzreihen

Fiir den Konvergenzradius
1

P limsup V/|a,|

der Potenzreihe Y °  a,2" und ihren Konvergenzkreis {z | |z| < p} gilt wie im
Reellen

Lemma 1.3 Die Reihe divergiert fiir alle z mit grifierem Betrag als p und
konvergiert fiir alle z im Konvergenzkreis. Auf jedem kleineren Kreis {z | |z| <

P’} (p) < p) konvergiert die Reihe gleichmdfig. O

Innerhalb des Konvergenzkreises konvergiert >~ a,,2™ also gegen eine ste-
tige Funktion f(z).

Satz 1.4 f(z) ist (im Konvergenzkreis) holomorph. Es ist

fl(z) = Znanz”“1
n=1

Die Potenzreihe fiir f'(z) hat den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe

fiir f(2). 0

Es folgt
_ f"(0)

n!

an



Die Potenzreihe ist also durch f eindeutig bestimmt.

Wir haben hier Potenzreihen bei 0 betrachtet. Der gleiche Satz gilt natiirlich
fiir Potenzreihen bei zg,
Z an(z — 20)",
n=0

mit Konvergenzkreis
{z ]z = 20| <p}.

Der Konvergenzradius der Potenzreihe >.°° 12" ist unendlich. Also ist

n=0 n!
die Exponentialfunktion
o0

1 n
exp(z) 1= Z 17
n=0
auf ganz C definiert und holomorph. Holomorphe Funktionen, die auf C definiert
sind, heilen ganze Funktionen. Die ganzen Funktionen sin und cos sind definiert
durch

oo 22n+1
sin(z) = nz:%(—l)"m

0 42n
cos(z) = ;(71)"(271)!.

Statt exp(z) schreibt man auch e®. Man sieht leicht, dafi e¥™* = e%e* und
e*! = cos(z) + sin(z)i. Es folgt, daB fiir reelle Zahlen z,y

e” V1 = e (cos(y) + sin(y)i).

1.4 Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
Eine Funktion
f:R? - R?

ist differenzierbar bei zg, wenn es eine lineare Abbildung Df(2q) : R? — R? gibt,
so daf sich f(z) der affinen Abbildung

f(20) + Df (20) (= — 20)
in der Ndhe von zp anschmiegt. Das heifit, dafl

i 1 #) = f(20) = Df (20)(= — 20)

z—20 |z — 2;0‘

=0.

Als Funktion f : C — C aufgefafit ist f also genau dann komplex differenzierbar,
wenn Df (z9) komplex linear, also die Multiplikation mit einer komplexen Zahl,
niamlich mit f/(z), ist.

Sei u : R? — R der Realteil und v : R?> — R der Imaginirteil von f, so da8
also

[z +yl) = u(z,y) +v(z,y)i
Dann gilt



Satz 1.5 (Cauchy—Riemann Differentialgleichungen)
f ist genau dann bei zg = xo+yo i komplex differenzierbar, wenn f differenzier-
bar ist und bei (xg,yo) die Gleichungen

Uy = Uy
Uy = Uy
gelten. Es ist dann f'(20) = uz (20, yo) + vz (20, Y0) 1. O

FaBt man f als komplexwertige, auf U C R? definierte Funktion auf, ist f, =
Ug + Vg 1, fy = uy + vy 1 und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
haben die Form
f y = if x-
Es ist dann (natiirlich) f' = f,.

Wir werden spéter sehen, dal holomorphe Funktionen beliebig oft differen-
zierbar sind. Realteil und Imaginérteil einer holomorphe Funktion sind also har-
monische Funktionen. Das heifit, es gelten die Gleichungen

Uge +Uyy = 0
Uge +0yy = 0.

Gibt man sich eine harmonische Funktion u : R? — R vor, ist das Vektorfeld

(—uy, ug) rotationsfrei. Es gibt also eine bis auf eine Konstante eindeutig be-

stimmte Funktion v mit (vy,vy,) = (—uy, ), das heifit eine holomorphe Funk-
tion mit Realteil u.

2 Der Cauchysche Integralsatz

2.1 Der Satz von Goursat

Eine holomorphe Funktion F heifit Stammfunktion von f, wenn F' = f. Wenn
F existiert, und der Definitionsbereich von f zusammenhéngend ist, ist F' bis
auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Satz 2.1 FEine holomorphe Funktion hat lokale Stammfunktionen.

BEWEIS: Sei zg = zg + yoi ein beliebiges Element des Definitionsbereichs U
von f und Uy eine kreisformige Umgebung von zg, die ganz zu U gehort. Wir
machen fiir z 4+ yi € Uy den Ansatz

F(x—i—yi):/w f(s,yo)ds—i—/y if(x,t)dt,

wobei wir f als Funktion von R?2 — C auffassen®. Man rechnet sofort nach,
daB Fy = if. Wenn nun f stetig differenzierbar ist, kann man die partielle

SAlso f(z,y) = f(z +yi)



Ableitung mit dem Integral vertauschen und man erhilt tatséchlich (mit Hilfe
der Cauchy—Riemann Gleichung)

) (f:o if(z,t) dt)
ox
= f(x,yo)+/ ife(z,t)dt

Fx = f(gcay())+

Fayo) + / £, (@, 0)dt

F ist differenzierbar, weil die beiden partiellen Ableitungen von F stetig sind. F'
ist holomorph, weil F,, = iF,. Es ist F' = f, weil F, = f. Wir sind also fertig,
wenn f stetig differenzierbar ist. (Spéter werden wir sehen, dafl holomorphe
Funktion unendlich oft differenzierbar sind.)

Ohne die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit von f wenden wir
das unten stehende Lemma von Goursat an, um zu sehen, daf}

Y

F(x+yi):/mf(s,y)ds+/ if(xo,t)dt,
xo Yo

wie es ja auch sein miifite. Daraus folgt dann sofort F, = f. O

Die betrachten Integrale sind Spezialfille des komplezen Kurvenintegrals.

Definition Sei f : U — C stetig und v : [a,b] — U eine stetig differenzierbare
Kurve. Dann ist das Kurvenintegral

b
/ f(2)dz = / FO/(E) ¥ (1) dt.

Beispiel:
Sei z = xg + Yo i. Dann ist fiir die Kurven ~; : [zg, 2] — U, und 72 : [y0,y] — U,
definiert durch v1(s) = s+ ypiund 12(t) = = + ¢ti

RECE| :f<s,yo>ds

/f(z)dz _ /y (o, t)dt.

Diese Definition erweitert sich auf natiirliche Weise auf stetige Kurven, die
nur stiickweise stetig differenzierbar sind: Wenn sich « aus den stetig differen-
zierbaren Kurven 74, ..., 7, zusammensetzt, ist

/f(z)dz::/f(z)dz+...+/f(z)dz.

Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften des Integrals:



e [ f(2)dz hiingt nicht von der Wahl der Parametrisierung von + ab. Wenn
gl

man die Kurve riickwérts durchléuft, kehrt sich das Vorzeichen des Inte-
grals um.

e Wenn f eine Stammfunktion F hat und v die Punkte z; und z5 verbindet,
ist [ f(z)dz = F(22) — F(z1).
¥

e Wenn [ := f: |7/ (¢)| dt die Lange von + ist, und |f(z)| entlang v durch M
beschrinkt ist, ist

/f(z)dz <1-M.

Lemma 2.2 (Goursat) Sei f: U — C holomorph und v die Randkurve eines
in U liegenden Rechtecks.

Dann ist [ f(z)dz = 0.
Y

BEWEIS: Wir nennen das von  umschriebene Rechteck Ry. Wenn wir Ry durch

Seitenhalbierung in vier gleich grofle Rechtecke mit Randkurven ~1,...,v4 un-

terteilen, ist Iy := [ f(z)dz = [ f(z)dz+ ...+ [ f(z)dz. Also gilt fiir das
71 Tn

Yo
Integral I iiber eine dieser Kurven
L] = 47 ol.
Ry sei das von dieser Kurve umschriebene Rechteck.

Wir setzen dieses Verfahren mit R; fort und erhalten so eine absteigende
Folge Ry, Ry, ... von Rechtecken mit

[In] = 47" 1o,

wobei I, das Integral von f iiber die Randkurve von R,, ist. Fiir die Umfinge
und Durchmesser gilt U,, = 27"Uy und D,, = 27" Dy.

2o sei der Punkt, der in allen R,, enthalten ist. Wir schreiben
f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + ¢(2)(2 — 20)

fiir eine stetige Funktion mit ¢(z9) = 0. Weil die ersten beiden Summanden eine
Stammfunktion haben, ist I,, das Integral von ¢(z)(z — zp) iiber den Rand von
R,. Wenn |¢(z)| auf R,, durch M beschrinkt ist, hat man die Abschitzung

I.| <MD, U, =4"M- Dy Up.



Es folgt also
[Io] < M - Dg - Up.

Weil wir M fiir grofle n beliebig klein wihlen kénnen, ist Iy = 0. O

2.2 Der Cauchysche Integralsatz

Satz 2] erlaubt es uns das Kurvenintegral [ f dz einer holomorphen Funktion

5
f : U — C entlang einer beliebigen stetigen Kurve ~ : [a,b] — U zu definieren.
Wir zerteilen [a, b] in kleine Teilintervalle a = ag < a1 < ... < a, = b, so dafl
~([a;, ait1]) in einer offenen Teilmenge U; liegt, in der f eine Stammfunktion F;
hat. Wir setzen dann

[ £dz= 3 (B(@n) - Faa).

Diese Definition héingt nicht von der Wahl der U; und der F; ab, weil Stamm-
funktionen auf zusammenhéngenden offenen Mengen bis auf eine additive Kon-
stante eindeutig bestimmt sind® Die Definition hingt auch nicht von der Wahl
der Unterteilung ab. Denn wenn man die Unterteilung zum Beispiel dadurch
verfeinert, daf man das Intervall [a;, a;11] durch a; < ¢ < a;41 zerteilt, wihlt
man U; als offene zusammenhéngende Umgebung von y([a;, ¢]) und v([¢, a;41])
und hat dann

Fi(v(aiv1)) — Fi(v(ai)) = (Fi(v(ai+1)) — Fi(v(c))) + (Fi(v(c)) — Fi(v(a:))) -

Fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven stimmt die neue Definition mit
der alten iiberein.

Zwei Kurven 7 : [a,b] — U und +' : [a,b] — U mit gleichem Anfangs- und
gleichem Endpunkt heilen homotop, wenn es eine stetige Familie us : [a,b] —
U (s € [0,1]) von Kurven mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gibt, so daf
ug =y und u; = 7'. ((us) ist eine stetige Familie, wenn wug(t) stetige Funktion
der zwei Variablen s und ¢ ist.)

Satz 2.3 Wenn f : U — C holomorph ist und v und v zwei (in U) homotope
Kurven sind, ist [ fdz= [ fdz
v v

Definition Fine geschlossene Kurve, die in U zu einer konstanten Kurve ho-
motop ist, heifit in U zusammenziehbar.

Folgerung 2.4 (Cauchyscher Integralsatz) Wenn « eine geschlossene, (in

U) zusammenziehbare Kurve ist, ist [ fdz = 0.
v

4Seien F; und F] Stammfunktionen von f auf offenen Umgebung U; und U/ von
v(las, asy1]). In Us N U/ gibt es eine zusammenhingende Umgebung U}’ von v([as, a;y1]).
Auf U/” unterscheiden sich F; und F} nur durch eine additive Konstante.



Beweis von Satz 2.3

Sei u : [a,b] x [0,1] — U definiert durch u(t,s) = us(t). Das Integral von
f(u(t,s)) iiber die Randkurve des Rechtecks R = [a,b] x [0,1] ist die Diffe-
renz der beiden Integrale f fdz und f fdz. Wenn man R in kleine Rechtecke

Ry, ..., R, einteilt, ist d1e Summe der Integrale iiber die Randkurven der R;
gleich dem Integral iiber den Rand von R. Wenn die R; klein genug sind, sind
die f(u(OR;)) in offenen Mengen enthalten, auf denen f eine Stammfunktion
hat. Die Integrale iiber die OR; sind dann 0. O

Wenn ~ nicht zusammenziehbar ist, kann das Integral ungleich 0 sein. Zum
Beispiel ist fiir eine positiv durchlaufene Kreislinie v um 08

1
/*dZ:QTri.
z

Y

Definition Fin weqweise—zusammenhdngender topologischer Raun® X ist ein-
fach zusammenhdingend, wenn sich jede geschlossene Kurve v : [0,1] — X zu
einem Punkt zusammenziehen lGfst.

Satz 2.5 Fine holomorphe Funktion mit einfach zusammenhdngendem Defini-
tionsbereich hat eine Stammfunktion.

BEWEIS: Sei f : U — C holomorph. Fixiere ein zy € U und setze F(z) =
| f(2) dz fiir eine beliebige Kurve von zq nach z. O

2.3 Der Logarithmus

Die Exponentialfunktion bildet C auf die punktierte Ebene C* := C\ {0} ab.
Zwei komplexe Zahlen werden auf das gleiche Element abgebildet, wenn sie sich
um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 i unterscheiden. Die Exponentialfunktion
ist also lokal injektiv.

Definition Sei v : [a,b] — C*® eine Kurve in C*. Eine Kurve X : [a,b] — C
heifst Logarithmus von vy, wenn exp(A(t)) = v(t) fir alle t € [a,b].

Weil exp eine unverzweigte Uberlagerung der punktierten Ebene ist, hat jede
Kurve in C® einen Logarithmus:

Satz 2.6 Jede Kurve vy in C* hat einen Logarithmus X. X ist eindeutig bestimmit,
wenn man den Anfangspunkt A\(a), der irgendeine Zahl z mit exp(z) = v(a) sein
kann, vorgibt.

5Zum Beispiel v(t) = !, (¢t € [0, 27])

6Ein topologischer Raum ist wegweise—zusammenhdngend, wenn sich je zwei Punkte durch
eine Kurve verbinden lassen. Wegweise-zusammenhéngende Rédume sind zusammenhdngend,
das heif3t, dafl nur die leere Menge und der ganze Raum offen und abgeschlossen sind

10



BEWEIS: Auf der linksgeschlitzten komplexen Ebene U = C \ R<q hat exp eine
stetige Umkehrfunktion, den Hauptzweig log des Logarithmus. Es ist log(z) =
w, wenn e = w und —7 < Im(z) < 7. Wenn ~ ganz in U verlduft, ist A = log oy
ein Logarithmus von «. Alle anderen Logarithmen von 7 bekommt man durch
Addieren eines ganzzahligen Vielfaches von 27 i.

Wenn v in der rechtsgeschlitzten Ebene U’ = C \ Rx>q liegt, verwendet man
entsprechend log™, wobei log*(w) = z, wenn ¢* = w und 0 < Im(z) < 27. Fiir

beliebiges 7 teilt man [a,d] in Intervalle a = ag < a1 < ... < a, = b, so dafl
alle Kurven 7 | [a;, ai4+1] ganz in U oder U’ liegen. Dann setzen wir A aus den
Logarithmen dieser Kurven zusammen. O

Definition Die Umlaufszahl einer geschlossenen Kurve v : [a,b] — C® in der
punktierten Ebene ist v, wenn

A(b) — Aa) = vy - 27i
fiir einen Logarithmus X von ~.
Der einmal positiv durchlaufene Einheitskreis hat zum Beispiel die Umlaufszahl
1.

Fiir bei 29 punktierte Ebenen definiert man die Umlaufszahl v, (zy) analog.

Lemma 2.7 Sei A ein Logarithmus von v : [a,b] — C®. Dann ist [1dz =
Y

A(b) — Aa).

BEWEIS: Man beachte im Beweis von Satz[2.0] daff die Funktionen log(z)+m-2m i
und log*(z) + m - 2ri Stammfunktionen von 1 sind. Daraus ergibt sich die
Behauptung.

Wenn + stetig differenzierbar ist, kann man folgende Rechnung verwenden: Aus
exp(A(t)) = v(t) folgt durch Differenzieren Yy—(t) A(t), und daraus

o~
[ [

a a

b

[

IS

>
=
~—
o
~
Il
>~
—~
=
|
=
Q
~—

Folgerung 2.8 Fiir geschlossene Kurven in der punktierten Ebene ist

1
—-dz =v, - 2mi.
/z zZ=1v,-2mi

Y

Folgerung 2.9 Eine geschlossene Kurve v in der punktierten Ebene ist genau
dann zusammenziehbar, wenn v, = 0.

BEWEIS: Eine Richtung folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz 24l Wenn um-
gekehrt v, = 0, hat 7 eine geschlossene Logarithmuskurve A. Wenn man exp

11



auf eine Zusammenziehung von A anwendet, erhélt man eine Zusammenziehung
von 7. O

Man zeigt leicht, dafl zwei Kurven v und 4’ genau dann homotop in C® sind,
wenn 7'y~! zusammenziehbar ist. Aus 29l folgt dann, dal zwei geschlossene
Kurven genau dann homotop sind, wenn sie die gleiche Umlaufszahl haben.

3 Erste Folgerungen aus dem Cauchyschen In-
tegralsatz

3.1 Die Cauchyformel

Satz 3.1 (Cauchysche Integralformel) Sei f eine holomorphe Funktion
und 7y der positiv durchlaufene Rand eines Kreises um zg, der ganz im Defi-
nitionsbereich von f liegt. Dann ist

f(zo):%/%dz.
8!

BEWEIS: Wir werden zeigen, dafl

JRCE
zZ— 20

Daraus folgt dann die Behauptung, weil

f(ZO)_L i) dz:%/%dz—i/mdz.

2wi ) z— 2o 2mwi zZ— 2o
¥ ¥

Wir kénnen die Funktion g(z) = f(zz):ii‘o(m) im Punkt zg durch g(20) = f/(20)
stetig fortsetzen. Wenn wir den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden
diirften (dessen Beweis aber Bl verwendet) wiirde folgen, dal g auch bei zg

holomorph ist und da8 daher [ g(z)dz = 0.
2t

Um ohne B9 auszukommen, argumentieren wir so: Weil g jedenfalls aufler-

halb von zy holomorph ist, ist nach dem Cauchyschen Integralsatz [ g(z)dz =
¥
| g(2) dz fiir jedes noch so kleine r. |g(z)] ist in der Nihe von zy beschréinkt
|z—z0|=r
ist, sagen wir durch M. Also ist

/g(z) dz| < 2wrM

Y

und [ g(z)dz verschwindet. O
2!

12



Wenn man 2.8 verwendet, zeigt der gleiche Beweis, daf fiir beliebige ge-
schlossene Kurven
[ f(®)

ori ) z— 2z’
BY

vy(20)f(20) =

vorausgesetzt, dafl v in einem Kreis um zy verlduft, der ganz in Definitionsbe-
reich liegt. Aus B.ITl wird folgen, daf es tatséichlich geniigt, vorauszusetzen, daf3
~ im Definitionsbereich zusammenziehbar ist.

Eine andere Formulierung der Cauchyschen Integralformel ist:

Satz 3.2 (Mittelwertsatz) f(zo) ist der Mittelwert der Werte von f auf der

Kreislinie . Also
1 27

f(z0) = f(zo + re')dt.

2 0

3.2 Der Potenzreihenentwicklungssatz

Lemma 3.3 Sei vy eine stickweise stetig differenzierbare Kurve und ¢ eine auf
dem Bild G der Kurve definierte stetige Funktion. Dann ist die auf U = C\ G
definierte Funktion

T omi (—=z
¥
in jedem Kreis, der ganz in U liegt, durch eine Potenzreihe darstellbar.

BEWEIS: Sei K = {z | |z— 20| < r} in U enthalten. Um Schreibarbeit zu sparen,
nehmen wir an, dafl zp = 0. Dann ist [#] <1 fiir alle z € K, ¢ € G und daher

1 1
(—2 E_% ZnJrl

Wir zeigen, dafl
o0
= g an2",
n=0

wobei

271- i Cn+1

Fiir jedes N ist

_ Z anz" =5 < <n+1 >

n<N

Sei M eine Schranke fiir die |¢(¢)|. Fiir grofie N ist

2"
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beliebig klein. Man kann nun oben den Betrag der rechten Seite abschiitzen
durch 3- - Lénge(7) - €. O

Satz 3.4 (Potenzreihenentwicklungssatz) Jede holomorphe Funktion ist in
jedem Kreis, der in threm Definitionsbereich liegt durch eine Potenzreihe dar-
stellbar. Genauer gilt:

Wenn die Kreisscheibe K = {z | |z— 29| < ro} im Definitionsbereich von f liegt,
gibt es eine Potenzrethe Y~ o an(z — 20)", die f in K darstellt. Fir alle r < ro
berechnen sich die Taylorkoeffizienten durch die Cauchysche Koeffizientenformel

_ 1 f(2)

|[z—zo|=T

O

Wenn |f(z)] auf der Kreislinie {z | |z — 20| = r} durch M beschrinkt ist, gilt
also die Cauchysche Abschdtzung fiir die Taylorkoeffizienten

M
lan| < —.
r’nl

BEISPIEL: Der Hauptzweig log des Logarithmus mufl um zo = 1 in eine Po-
tenzreihe mit Konvergenzradius 1 entwickelbar sein. log ist aber auf der links-
geschlitzten Ebene Stammfunktion von % Wenn man die Reihe

S ILIE
n=0

gliedweise integriert und beachtet, daf log(1) = 0, erhilt man

X 1 \n+1
log(z) = Z %(z -n"

n=1

fir alle z mit |z — 1| < 1.

Folgerung 3.5 Die Ableitung einer holomorphen f Funktion ist wieder holo-
morph. Es ist fir jede im Definitionsbereich liegende abgeschlossene Kreisscheibe

{zllz =2l <r}
)y = f(z)
7 (z0) = or i / (G = z) dz.
|z—zo|=r

Aus der Cauchyschen Abschétzung fiir die Taylorkoeffizienten folgt:
Satz 3.6 (Satz von Liouville) FEine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

BEWEIS: Eine ganze Funktion f wird durch eine Potenzreihe Zf:o an 2™ mit
unendlichem Konvergenzradius dargestellt. Sei nun M eine Schranke fiir f. Nach
der Cauchyabschitzung ist |a,| < %, fir alle » > 0. Das ist nur moglich, wenn

a, = 0 fir alle fiir n > 0. O
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Folgerung 3.7 (Hauptsatz der Algebra) Jedes nichtkonstante Polynom
hat eine komplexe Nullstelle.

BEWEIS: Sei f(z) = ao + -+ + ap2™ ein Polynom vom Grad n > 0. Fiir grofie

z 1Bt sich | f(z)| nach unten durch |a,,2"| abschéitzen. AuBerhalb eines grofien

Kreises ist daher die Funktion g(z) = ﬁ beschrénkt. Wenn f keine Nullstellen

hitte, wire g(z) holomorph und global beschrénkt. Das ist nach dem Satz von
Liouville nicht moglich. O

3.3 Der Riemannsche Hebbarkeitssatz

Fiir den Beweis des Riemannschen Hebbarkeitssatzes brauchen wir

Satz 3.8 (Morera) Sei f : U — C stetig und [ f(z)dz = 0 fir alle geschlos-
¥

senen stiickweise stetig differenzierbaren Kurven y. Dann ist f holomorph.

BeEwEIS: Wir konnen annehmen, dafl U ein Kreis ist. Wir halten ein zg € U fest
und definieren F' durch

F(z) = / £(0)dc,

wobei v irgendeine stiickweise stetig differenzierbare Kurve ist, die zp und z
verbindet. Aus dem Beweis des Satzes 2.1l folgt, dal F' eine Stammfunktion von
f ist. Jetzt wenden wir 3.5 an und erhalten, dafl auch f = F’ holomorph ist. O

Wie im Beweis von 2] braucht man die Voraussetzung nur fiir den Rand
von Rechtecken.

Satz 3.9 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Eine stetige Funktion f : U —
C, die auf U \ {zo} holomorph ist, ist auf ganz U holomorph.

BEWwEIS: Wir konnen annehmen, dafl U ein Kreis ist. Dann zeigt man wie im
Beweis von B dafl das Integral iiber jede geschlossene Kurve, die in U \ {20}
verlduft, verschwindet. Weil man jede stetige (stiickweise stetig differenzierbare)
Kurve 7 : [a, b] — C zu einer stetigen (stiickweise stetig differenzierbaren) Kurve
7 verschieben kann, die zg auslafit und fiir die

max [y(t) — ()|
t€la,b]

beliebig klein wird, folgt (wegen der Stetigkeit von f), daf [ f(z)dz = 0 auch

5
fiir geschlossene Kurven, die durch zy gehen. Jetzt folgt die Behauptung aus
dem Satz von Morera. O

Im letzten Satz geniigt es, dal f in einer Umgebung von zy beschrankt ist:
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Zusatz Sei f : U\ {z0} — C holomorph und in einer Umgebung von zy be-
schrankt. Dann lGft sich f zu einer holomorphen Funktion auf U fortsetzen.

BeEwEIs: Wir kénnen annehmen, dal U ein Kreis ist. Sei v eine geschlossene
Kurve in U \ {zp} mit Umlaufzahl n um 2. Das Integral f7 f ist gleich dem n-
fachen Integral iiber eine beliebig kleine Kreislinie um zy. Weil f beschrénkt ist,
ist f,y f = 0. Also existiert eine Stammfunktion F' in U \ {z0}. Wiederum, weil
das Integral von f iiber kleine Kreislinien um zg beliebig klein wird, 148t sich
F stetig nach zg fortsetzen. F' ist also holomorph auf ganz U und wir kénnen f
durch f(z9) = F’'(z0) zu einer holomorphen Funktion fortsetzen. O

3.4 Topologische Eigenschaften holomorpher Funktionen

Definition Fine holomorphe Funktion hat bei zy eine Nullstelle k—ter Ord-
nung, wenn

flz0) = f'(z0) = ... = f*V(z) =0
und f*)(z9) # 0.

Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz [B.4] kann der Fall, daf alle Ablei-
tungen von f bei zg verschwinden, nur eintreten, wenn f in einer Umgebung
von zg die konstante Nullfunktion ist.

Lemma 3.10 f hat genau dann bei zy eine Nullstelle k—ter Ordnung, wenn
f(2) = (z = 20)*h(2)

fiir eine holomorphe Funktion h, die keine Nullstelle bei zg hat.

BEwWEIS: Wenn f = Y7 jan(z — 20)" in einer Umgebung von z, so hat f
genau dann bei zg eine Nullstelle k—ter Ordnung, wenn ag = ... = ap_1 = 0
und ag # 0. O

Eine zusammenhédngende offene Teilmenge von C nennen wir ein Gebiet.

Satz 3.11 (Identitétssatz) Sei G ein Gebiet und f,g 2wei auf G definierte
holomorphe Funktionen, die auf einer Teilmenge von G dbereinstimmen, die
einen Haufungspunkt in G besitzt. Dann sind f und g gleich.

BEWEIS: Sei h = f — g. Nach Voraussetzung hiufen sich die Nullstellen von h
gegen ein zg € G. zp ist wieder eine Nullstelle von h. Nach dem letzten Lem-
ma ist eine Nullstelle k—ter Ordnung eine isolierte Nullstelle. zy gehort also zu
N = {ze G |h®(2) =0 fiir alle k}. N ist offensichtlich abgeschlossen in G,
aber auch offen, weil N = {z € G | h = 0 in einer Umgebung von z}. Weil G
zusammenhéingend ist, mufl N = G sein. O
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Wenn f’(z9) # 0, ist hat f bei zg eine lokale Umkehrfunktion. Die Funktion
(2 — 20)* fiir ein & > 1 zum Beispiel hat bei zy keine lokale Umkehrfunktion.
Der néchste Satz zeigt, da das im wesentlichen der einzige Fall ist.

Satz 3.12 Wenn f bei zg eine k—fache Nullstelle hat (k > 1), hat f in einer
Umgebung von zy die Gestalt

fiir eine holomorphe Funktion h, die bei zg nur eine einfache Nullstelle hat.

BEWEIS: Sei f(2) = (2 — 20)*g(z) fiir ein holomorphes g mit g(zg) # 0. Sei {/z
eine lokale Umkehrfunktion von 2* bei g(zp). Setze (in einer geniigend kleinen
Umgebung von zp)
h(z) = (2 = 20) Vg(2)-
O

Folgerung 3.13 (Satz von der Gebietstreue) Nicht (lokal) konstante ho-
lomorphe Funktionen f :U — C sind offene Abbildungen.

BEWEIS: Wir miissen zeigen, dafl f offen an jeder Stelle z; ist, das heif}t, jede
Umgebung von zg auf eine Umgebung von f(zg) abbildet. Das ist klar, wenn
f'(#20) # 0. Sonst schreiben wir

(2) = f(z0) + (h(2))*

in einer Umgebung von zy fiir eine holomorphe Funktion h, die bei zy eine
einfache Nullstelle hat. Jetzt ist aber h offen bei zo und z* offen bei 0. O

Satz 3.14 (Maximumprinzip) Der Betrag einer nicht (lokal) konstanten ho-
lomorphen Funktion kann in einer offenen Menge kein Mazimum annehmen.
O

BEWEIS: Wenn f nicht lokal konstant ist, ist das Bild V' von f offen. Die Be-
tragsfunktion hat auf V' kein Maximum. O

Folgerung 3.15 (Schwarzsches Lemma) Sei f : E — E eine holomorphe
Abbildung des offenen Einheitskreises E = {z | |z| < 1} in sich, und f(0) = 0.
Dann ist |f'(0)] < 1 und |f(2)| < |z| fir alle z € E. Wenn |f'(0)] = 1 oder
|f(20)| = |20| fiir ein zo # 0, ist f eine Drehung, also von der Form f(z) = wz
fiir ein w vom Betrag 1.

BEWEIS: Schreibe f(z) = zg(z) fiir eine holomorphes g : E — C. Wenn g
konstant ist, hat f die Form wz und die Behauptung ist leicht nachzurechnen.
Sonst folgt aus B.14] daf die Funktion

¢(r) = max [g(z)|

|z|=r

streng monoton wichst. Weil lim,_,; ¢(r) < 1, ist daher |g(z)| < 1 fiir alle z € E.
Das bedeutet |f/(0)] < 1 und |f(z0)| < |20/ fiir alle zg € E\ 0. O
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4 Isolierte Singularititen

Sei zg ein Punkt der offenen Menge U C C und f : U \ {20} — C holomorph.
Dann nennen wir zq eine isolierte Singularitit von f.

4.1 Pole und wesentliche Singularititen

FEine isolierte Singularitdt zg von f heifit hebbar, wenn f in einer Umgebung
von zg beschriankt ist. Wenn g eine auf U definierte holomorphe Funktion ist,
ist zg zum Beispiel eine hebbare Singularitét der Funktion %. Nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz 148t sich f zu einer holomor(f)hen Funktion
auf U fortsetzen (die wir der Einfachheit halber auch f nennen). Man kann also
eigentlich nicht von einer Singularitéit sprechen.

Eine nicht-hebbare Singularitit zj ist ein Pol, wenn 2z fiir ein k eine hebbare
Singularitiit der Funktion (2 — 29)¥ f(2) ist. Wenn k minimal ist, ist 2o ein Pol
k—ter Ordnung. Eine hebbare Singularitdt kann man auch als Pol 0—ter Ordnung
bezeichnen.

Andere isolierte Singularititen heiflen wesentlich.

Lemma 4.1 f hat genau dann bei zy eine Polstelle k—ter Ordnung, wenn

f(2) = (2 = 20)""h(2)

fiir eine auch bei zg definierte holomorphe Funktion h, die keine Nullstelle bei
2o hat.

BEWEIS: zp ist ein genau dann ein Pol k-ter Ordnung von f, wenn
(z — 20)¥f(2) = h(z) bei 2 definiert ist und (z — 2zo)"'h(z) bei zy einen Pol
hat. (2 — z0) ~'h(z) hat aber nach BI0 genau dann einen Pol bei zg, wenn zg
keine Nullstelle von h ist. O

Wenn man das letzte Lemma mit Lemma [B.I0 vergleicht, siecht man, dafl z
genau dann ein k—facher Pol von f ist, wenn z, eine k—fache Nullstelle der auf
2o fortgesetzten Funktion 1 ist. Man sieht auch, da8 es Sinn hat, einen Pol der
Ordnung k eine Nullstelle der Ordnung —k zu nennen.

Satz 4.2 (Casorati-Weierstrafl) Sei zg eine wesentliche Singularitit von f.
Dann ist fiir jede Umgebung V' von zy das Bild f(V '\ {z0}) dicht in C.

BEWEIS: Sei W eine offene Menge, die disjunkt zu f(V '\ {20}) ist und wy € W.
Dann ist g(z) = m beschriankt auf V' \ {z} und also holomorph auf V'

fortsetzbar. Dann ist aber zo hochstens ein Pol von f(z) = wg — ﬁ. O

BEISPIEL: Die Funktion eXp(%) hat eine wesentliche Singularitit bei 0. In jeder
Umgebung von 0 werden alle Werte aufler 0 angenommen.
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Folgerung 4.3 FEine isolierte Singularitit zg von f ist genau dann ein Pol von
f, wenn lim,_., |f(2)] = cc.

4.2 Meromorphe Funktionen und die Riemannsche Zahl-
kugel

Sei U eine offene Teilmenge von C und P eine Teilmenge von U, die die folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt:

1. P ist abgeschlossen in U und diskret, das heifit, jedes p € P hat eine
Umgebung, in der keine anderen Elemente von P liegen.

2. P hat keine Haufungspunkte in U.

Wenn f : U\ P — C holomorph ist, kénnen wir die Elemente von P als isolierte
Singularitédten von f auffassen.

Definition Sei U eine offene Teilmenge von C und P eine Teilmenge von U,
die sich nicht in U hduft. Fine holomorphe Funktion

f:U\P—-C

heifst meromorph auf U, wenn die Elemente von P héchstens Pole von f sind.

Man macht f zu einer auf ganz U definierten Funktion, indem man sie auf die
hebbaren Singularitdten aus P stetig fortsetzt und ihr auf den Polen den Wert
oo gibt. Zwei meromorphe Funktionen auf U nennt man gleich, wenn diese
Fortsetzungen iibereinstimmen.

Man sieht sofort, dafl Summe, Differenz und Produkt von meromorphen
Funktionen auf U wieder meromorph sind. Auch das folgende Lemma ist leicht
zu beweisen:

Lemma 4.4 Sei f eine auf U definierte meromorphe Funktion, die nicht lokal
konstant = 0 ist. Dann st ﬁ meromorph. O

Folgerung 4.5 Die auf einem Gebiet U definierten meromorphen Funktionen
bilden einen Korper, den Korper C(U) der meromorphen Funktionen auf U.

Man verwendet die Rechenregeln é =0, % = 0.

Die Riemannsche Zahlkugel P! ist die Einpunktkompaktifizierung des lo-
kalkompakten Raumes C: Man setzt

P! = CU {0}

und setzt die Topologie von C auf P! fort, indem man als offene Umgebungen
von oo die Mengen P! \ K fiir kompakte K C C nimmt @

"Man kann P! auch auffassen als die projektive Gerade P'(C) iiber den komplexen Zah-
len. P1(C) besteht aus allen eindimensionalen Unterrdumen p von C2. Wenn p von (zo,z1)
aufspannt wird, nennt man xg,z1 homogene Koordinaten von p und schreibt p = (zg : z1).
D % definiert eine Bijektion P(C) — P1.
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Eine stetige Funktion f : U — P! heifit holomorph an einer co-Stelle p, wenn
in einer offenen Umgebung V' von p die Funktion ﬁz) : V' — C holomorph ist.

Satz 4.6 Die auf einem Gebiet U definierten meromorphen Funktionen sind
gerade die holomorphen Funktionen

f:U — P,
die nicht konstant oo sind.

BEWEIS: Sei f meromorph auf U und P die Menge der Pole von f. Nach E3]
ist f: U — P! stetig. Wir miissen zeigen, daf f iiberall holomorph ist. Das ist
klar fiir Punkte in U \ P. Wenn p ein k—facher Pol ist, hat nach {1 % in einer

Umgebung V' die Form (z — p)*g(z) fiir eine holomorphes g : V — C. Also ist f
auch bei p holomorph.

Sei nun umgekehrt f : U — P! holomorph. Das Urbild P = f~!(c0) ist eine
abgeschlossene Teilmenge von U. Wie wie im Beweis von B.I1]sieht man, daf} die
(abgeschlossene) Menge der Hiufungspunkte von P gleich der (offenen Menge)
der Punkte ist, bei denen f lokal konstant gleich oo ist. Weil U zusammenhén-
gend ist und f nicht konstant oo ist, hat P daher keine Hiufungspunkte. Sei p
ein Punkt aus P. Weil in einer Umgebung von p die Funktion % holomorph ist,
hat f bei p einen Pol. O

Definition Sei U eine offene Teilmenge von P!, die den Punkt oo enthdilt. Wir
nennen eine Funktion f : U — C holomorph bei co, wenn f(é) bei 0 holomorph
ist. 0o ist k-fache Nullstelle (Pol) von f, wenn 0 k—fache Nullstelle (Pol) von

f(d) ist.

Viele Sitze tibertragen sich auf holomorphe Funktionen, die auf offenen Teil-
mengen von P! definiert sind. Zum Beispiel der Hebbarkeitssatz, der Satz von
der Gebietstreue oder der Identitéitssatz. Man kann jetzt den Satz von Liouville
so beweisen: Wenn f : C — C beschrénkt ist, [48t sich f nach dem Hebbarkeits-
satz auf P! fortsetzen. f(P!) ist als Bild eines kompakten Raumes kompakt in
C, kann also nicht offen sein. Also ist f konstant.

Eine rationale Funktion % fiir zwei teilerfremde Polynome g und h ist
meromorph auf P! und hat bei co einen Pol (bzw. Nullstelle) vom Grad grad(g)—

grad(h) (bzw. grad(h) — grad(g)).

Satz 4.7 Der Korper C(P) der meromorphen Funktion auf P! ist der rationale
Funktionenkorper C(z).

BEWEIS: Sei f eine auf P! definierte meromorphe Funktion. ai,...a, seien
die Nullstellen von f in C und by,...b, die Polstellen von f in C, mit ihrer
Vielfachheit aufgezahlt. Dann ist

o) = (z—=01)...(z—bp) £(2)

(z—a1)...(z—ap)
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eine auf P! definierte meromorphe Funktion, die in C keine Nullstellen und keine
Polstellen hat. Die Menge g(P!) kann also nicht sowohl 0 als auch oo enthalten.
Weil g(P!) kompakt ist und P! zusammenhiingend, kann g(P!) nicht offen sein.
Wegen B3] mufl g konstant sein. O

Folgerung 4.8 Mit ihrer Vielfachheit gezihlt, hat eine meromorphe Funktion
auf P! gleichviel Nullstellen und Polstellen.

Wir geben einen zweiten Beweis in [0.16]

5 Der Residuensatz

5.1 Laurentreihen

Eine Laurentreihe

g ap 2"

—oo<n<oo

konvergiert, wenn die beiden Reihen

oo
E ap 2"
n=0

o0 1 n

E

n=1 o
konvergieren, gegen die Summe beider Grenzwerte. Definiert man den duferen
Konvergenzradius durch

und

1
R =

lim sup,,~o {/[an|

und den inneren Konvergenzradius durch

r = limsup y/|a_n|
n>0

gilt also

Lemma 5.1 Die Laurentreihe

g anz"

—oo<n<oo

divergiert fir alle z mit grofferem Betrag als R und kleinerem Betrag als r. Die
Reihe konvergiert fir alle z im Konvergenzkreisring

{z | r <|z| < R}.
Auf jedem (auf beiden Seiten) kleineren Kreisring konvergiert die Reihe gleich-

majsig. O
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Satz 5.2 (Satz iiber die Entwicklung in Laurentreihen) Jede holomor-
phe Funktion ist in jedem Kreisring, der in ihrem Definitionsbereich liegt durch
eine Laurentreihe darstellbar. Genauer gilt:

Wenn der Kreisring K = {z | ro < |z — 20| < Ro} im Definitionsbereich von
f liegt, gibt es eine Laurentreihe Y _ . . an(z — 20)", die f in K darstellt.
Fiir alle ro <1 < Ry und —oo < n < oo berechnen sich die Koeffizienten durch

Formel . £2)
z
"= — — __dz.
“ 2mi / (z — zp)nt1 :
|z—zo|=r

BEWEIS: Sei f auf U definiert und K C U. Wir diirfen rg etwas vergréofern
und Ry etwas verkleinern und annehmen, dafl auch die beiden Randkurven in U
liegen. Weiter nehmen wir an, dafl zg = 0. Nach der Cauchyschen Integralformel
B ist fiir alle z € K

_ 1 fe .. 1 f(€)
&) =55 / — %9 / - %

I¢|=Ro [¢I=r0

Fiir die ¢ vom Betrag Ry konvergiert die Reihe

L=y o
= z

_ n+1 ?

(—z =

fiir die ¢ vom Betrag r¢ konvergiert die Laurentreihe

1 — 1
7(_2: Z Cn+1z'

n=-—1

Wie im Beweis von [B.3] sieht man, dafl man die Reihen gliedweise integrieren
kann. Es ist also fiir alle z € K

f(z) = ianz" + f anz",
n=0

n=-—1

wobei fiir positive n

1 f(Q)
m T o _ . d
¢ 2mi (ntl ¢
[¢|=Ro
und fiir negative n
_ 1 f(©)
ap = % C”"l‘l d<
[¢l=ro
Nach dem Cauchyschen Integralsatz [24] lassen sich aber beide Integrale auch
iiber die Kurve {z | |z| = r} ausrechnen. O

Folgerung 5.3 Sei zy eine isolierte Singularitit von f. Dann lifst sich f in
ewner bei zg punktierten Umgebung von zg durch eine Laurentreihe

Z an(z — 2z9)"

—oo<n<oo
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darstellen. zq ist eine hebbare Singularitit genau dann, wenn die Reihe die Form
Z CLn(Z - ZO)n7
0<n<oco
und (héchstens) ein Pol, wenn sie die Form
Z an(z — 20)"
—N<n<oo

hat.

5.2 Der Residuensatz

Definition Sei > _, .. an(z — 20)" die Laurententwicklung von f bei der
isolierten Singularitit zo. Man nennt

Res,, f(z) = a_1

das Residuum von f bei zg.

Das Residuum bei einer hebbaren Singularitét ist 0. Wenn f holomorph ist,
ist zum Beispiel Res,, G f(20)-

z—zo

Satz 5.4 (Residuensatz) Sei S C U eine Teilmenge, die sich nicht in U
héuft, und f holomorph auf U\ S. Sei K ein Kreis, dessen Abschlufi ganz in U
liegt. 0K, die Randkurve von K enthalte keinen Punkt von S. Dann ist

%/f(z)dz: Z Res;s f(2).
oK

sESNK

BEWEIS: Sei s € Sund ) an(z—s)" die Laurentreihenentwicklung von
f bei s. Sei k ein kleiner Kreis um s, der keine andere Singularitét von f enthélt.

Dann ist nach )

=3 . f(z)dz.

a—1

Also gilt das Lemma fiir den Kreis k. Daraus folgt die Behauptung folgender-
maflen. Nehmen wir an, daf§ K die Singularitdten s, so, s3 enthélt.

Wir verbinden die kleinen Kreise kq, ks und k3 durch Kurven a7, as und ag
mit 6 K. Die Endpunkte dieser Kurven zerlegen K in drei Stiicke (1, B2 und
Bs3. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist

/f(z)dz =0

fiir die Kurve

v = (a7 '0ky T Br) (0 M Oky L Ba) (o 1Ok T ais Bs)
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Also ist
i/f(z)dz - i/f(z)dz+i/f(z)dz+i/f(z)dz
2 Toomi 2 2 i
oK 0K, OKo 0K3

= Ress, f(2) + Ress, f(2) + Ress, f(2).

5.3 Der Residuenkalkiil

Man kann den Residuenkalkiil verwenden um reelle Integrale zu berechnen. Wir
beginnen mit einem Lemma zur Berechnung von Residuen:

Lemma 5.5 Wenn f(z) bei zo holomorph ist und g(z) bei zy eine einfache
Nullstelle hat, ist
h S f)

P09z T ¢(z0)

BEWEIS: % hat einen einfachen Pol bei zy. Darum ist das Residuum bei zq

der Funktionswert von (z — zg) g Ezg bei zp — oder genauer gesagt der Grenzwert
bei zg. Es ist aber

lim (2 — Zo)f(z) _ f/(Zo) _

2=z 9(z)  9'(20)

O

Satz 5.6 Sei f eine — bis auf endlich viele Singularititen — auf ganz C definierte
holomorphe Funktion. Wenn
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1. f keine Singularititen auf R hat,

2. und bei oo eine mindestens doppelte Nullstelle hat,

dann ist

271Ti/o;f(t)dt > Res.f(2).

Im(s)>0

BEWEIS: Sei N so grof, daf} alle Singularitdten oberhalb der reellen Achse im
Halbkreis {z | |z| < N, Im(z) > 0} liegen. Wir zerlegen die Randkurve des Halb-
kreises in I = [-N, N] und den oberen Rand -y des Halbkreises. Dann ist nach
dem Residuensatz, der fiir den Halbkreis ebenso wie fiir Kreise gilt

N
%[Nf(t)dt+%/f(z)dz: S Res,f(2).

Im(s)>0

1

Es ist also zu zeigen, daf 5~
T1

[ f(2)dz — 0, wenn N — oo. Sei M das Maximum
5

von |f(z)| auf . Dal co eines mindestens doppelte Nullstelle von f(z) ist,
bedeutet, daB8 M N? beschrinkt bleibt, wenn N — oo. Also strebt

’%/f(@ﬂé@
Y

gegen Null. O

UBUNG: Sei f eine — bis auf endlich viele Singularititen — auf ganz C definierte
holomorphe Funktion, die bei oo eine mindestens doppelte Nullstelle hat. Dann
ist die Summe der Residuen von f gleich Null.

UBUNG: Wenn oo eine isolierte Singularitit von f ist, definieren wir das Re-
siduum von f(z) bei oo durch®

Resso f(2) = Reso(— 2—12 (%))

Wenn f eine — bis auf endlich viele Singularititen — auf ganz P definierte
holomorphe Funktion ist, ist die Summe der Residuen von f gleich Null.

Sei A eine reelle Zahl. Fiir den folgenden Satz definieren wir die Funktion z*

auf der rechtsgeschlitzten Ebene C \ R>( durch

Z)\ _ e)\ log (z)

Satz 5.7 Sei 0 < A <1 und f eine — bis auf endlich viele Singularititen — auf
ganz C definierte holomorphe Funktion. Wenn

8Eigentlich ist das Residuum némlich das Residuum der Differentialform f(z)dz. Fiir w =

List f()dz = (£ () =~ () duw.
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1. f keine Singularitit auf R~( hat,
2. bei 0 hochstens einen Pol erster Ordnung hat,

3. und bei 0o eine mindestens doppelte Nullstelle,

dann ist

1 Oot/\f(t)dt — 1_;%i(z:Ress (22 f(2)) )

2mi Jo 0

BEWEIS: Sei R eine grofie und r eine kleine positive Zahl. Betrachte die folgenden
Kurven:

[ ist ein negativ durchlaufener Halbkreis um 0 mit Radius r, der —ri mit ri
verbindet. I ist eine zu R parallele Gerade, die ri mit der rechten Hélfte der
Kreislinie K = {z | |#2| = R} verbindet, J verbindet —ri mit K. « ist der Teil
von K, der den Endpunkt von I mit dem Endpunkt von J verbindet. v sei die
Kurve TaJ 1.

Wenn wir R grof8 genug und r klein genug wéhlen, umlduft v alle Singulari-
téten von f bis auf den moglichen Pol 0. Nach dem Residuensatz (der auch fiir
7 gilt) ist also (fiir g(2) = 2* f(2))

/g(z)dz:/g(z) dz+/g(z) dz—/g(z) dz—l—/g(z)dz:QwiZReSsg(z).
J B

Y I (e s#0
Wenn R gegen oo geht und r gegen 0, konvergiert [ g(z)dz gegen fooo tAf(t)dt
T
und [ g(2)dz gegen e*271 fooo tAf(t) dt, weil z* beim Durchgang durch R+ um
J

den Faktor e**™ ! springt. Weil co eine mindestens doppelte Nullstelle von f ist,
konvergiert [ g(z)dz gegen Null, und weil f hochstens einen einfachen Pol bei
o
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0 hat, konvergiert auch [ g(z)dz gegen Null. Im Limes haben wir also
B

QWiZReSSg(z) = (1 -l /00 N f(t) dt.

s#0 0

5.4 Die Umlaufszahlversion des Residuensatzes

Sei X ein topologischer Raum. Eine Kette ¢ ist eine (formale) Z-Linearkombi-
nation

c=nm+...+ngk
von Kurven in X.

Wenn die Kette ¢ im Definitionsbereich der holomorphen Funktion f liegt, de-
finieren wir das Integral von f entlang ¢ durch

/f(z)dz:nl/f(z)dz+...+nk/f(z)dz.

Eine Kette v1 + ... + 7y, die aus Abschnitten von Stiicken einer geschlossenen
Kurve 71 ...y besteht, nennen wir einen einfachen Zyklus. Ein Zyklus ist eine
Linearkombination

c=mic1+...+myq

von einfachen Zyklen. Offenbar ist ein Kette genau dann ein Zyklus, wenn je-
der Punkt genauso oft als Endpunkt wie als Anfangspunkt einer Kurve aus ¢
vorkommt.

Die Umlaufszahl
Ve (ZO)

von ¢ um den Punkt zp ist die Summe der Umlaufszahlen der zu den ¢; geho-
renden geschlossenen Kurven. Weil man einen Zyklus auf verschiedene Weisen
als Summe von einfachen Zyklen schreiben kann, beweisen wir:

Lemma 5.8 Fir einfache Zyklen dy ...d;, ¢y ... ci folgt aus
di+...+dj=c1+...+cp,

dajs
Va, (20) + -« + v, (20) = Ve, (20) + - .. + Ve, (20)-

BEWEIS: Sei 7 : [a,b] — C* eine Kurve. Wir definieren den Winkel, den v um 0
beschreibt, durch

fiir einen Logarithmus A von ~. Es ist dann fiir ¢ = nyy1 + ... + neys

Ve = %(nli(wl) + .o+ npd(e))-
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Abbildung 1:

d

Ein Zyklus ¢ heifit 0-homolog in U, wenn ¢ Linearkombination von einfachen
Zyklen ist, die in U zusammenziehbar sind. Im néchsten Bild (Abbildung[) ist
zum Beispiel ¢ = a + § in U 0-homolog. Denn es ist

c=(a+y+B8+7v ) —(v+7 ),

1 1

und die Kurven ary8y~" und 7y~ sind in U zusammenziehbar.

Der Cauchysche Integralsatz hat jetzt die Form:

Lemma 5.9 Wenn f: U — C holomorph und ¢ in U 0-homolog ist, ist

/f(z)dz =0.

O
Aus folgt
Lemma 5.10 Wenn ¢ in C\ {29} 0-homolog ist, ist v.(z9) = 0. O

Satz 5.11 (Residuensatz) Sei S ohne Hiufungspunkte in U, f : U\ S — C
holomorph und ¢ ein Zyklus in U\ S, der in U 0-homolog ist. Dann ist

2ri
seS

! /f(z) dz = Zyc(s) Resg f(z).

WEeil S in U keine Haufungspunkte hat, kann ¢ nur um endlich viele Punkte aus
S umlaufen. Die rechts stehende Summe ist also endlich.
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BEWEIs: Wir nennen zwei Ketten d und d’ homolog in V, wenn ihre Differenz
in V' 0-homolog ist. In Zeichen:
d~d

Zum Beispiel ist y™! ~ —yund y1 ... v ~ (71 + ... +7%). AusBEI folgt, daf fiir
homologe Ketten d und d’ und fiir jede auf V' definierte holomorphe Funktion ¢

/g(z) dz:/g(z) dz.

d d’

Und aus[B.I0folgt, dal homologe Zyklen die gleiche Umlaufszahl um alle Punkte
auflerhalb von V haben.

Wir wihlen jetzt um alle s € S kreisférmige Umgebungen O, die paarweise
disjunkt sind. Sei O die Vereinigung der Os. Wenn wir das néchste Lemma auf
c und das Tripel S € O C U anwenden, erhalten wir einen Zyklus ¢/, der in
O\ S liegt und in U \ S zu ¢ homolog ist. Es geniigt nach den Bemerkungen
am Anfang, den Satz fiir ¢’ zu beweisen. ¢’ ist Summe von einfachen Zyklen, die
jeweils in einer der Mengen O; \ {s} liegen. Weil eine solcher einfacher Zyklus
keine der anderen Singularitdten umléduft, geniigt es den Satz zu beweisen fiir
den Fall, daf§ U ein Kreis um die einzige Singularitit s ist. Auflerdem kénnen
wir annehmen, dafl ¢ eine geschlossene Kurve 7 ist. Sei v die Umlaufszahl von
~v um s und ' eine v—fach durchlaufene Kreislinie um s. Nach Lemma 29 (das
ebenso fiir punktierte Kreise gilt) sind v und 4’ in U \ {s} homotop. Fiir v folgt
aber der Satz aus der Formel

1
va_1 = — [ f(z)dz.
/

2mri

d

Lemma 5.12 (Excisionslemma) Sei O eine offene Teilmenge des topologi-
schen Raumes X und A eine abgeschlossene Teilmenge von O. Dann ist jeder
Zyklus ¢ aus X \ A, der in X 0-homolog ist, in X \ A homolog zu einem Zyklus
aus O\ A.

Zusatz: Statt zu fordern, dal ¢ 0-homolog ist, geniigt es zu fordern, dal ¢ in X
homolog zu einem Zyklus o aus O ist.

BEWEIS: Sei ¢ — 0 eine Summe von einfachen Zyklen z aus X, die in X zusam-
menziehbar sind. Die z kénnen Kurven enthalten, die nicht ganz in X \ A oder
in O liegen. Weil sich diese Kurven aber in der Summe wegheben, kénnen wir
sie so unterteilen, dafl die Stiicke alle in X \ A oder O liegen.

Sei also
z=7+...+7%

ein einfacher, in X zusammenziehbarer Zyklus, dessen Komponenten ~; alle in
X\ A oder in O liegen. Wir werden zeigen, daf} z gut ist, das heifit Summe eines
in X \ A 0-homologen Zyklus und eines Zyklus aus O ist. Daraus folgt dann,
dafl auch ¢ = d+ o', wobei d in X \ A 0~homolog ist und o’ ein Zyklus aus O ist.
Wenn wir aus o’ die Kurven streichen, die nicht ganz in X \ A liegen, erhalten
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wir einen Zyklus o” aus O \ A und es gilt immer noch ¢ = d + o”. Damit ist
dann das Excisionslemma bewiesen.

Weil
A=71 %

zusammenziehbar ist, gibt es eine stetige Abbildung
u:[a,b] x [0,1] — X,

die die untere Kante des Rechtecks [a, b] x [0, 1] auf A und die anderen Kanten auf
den Anfangspunkt (= Endpunkt) von A abbildet. Wenn wir [a, b] in M Intervalle
a=1z9<...<xzpy =bund[0,1]in N Intervalle0 = yp < ... < yy = 1 zerlegen,
erhalten wir eine Zerlegung von [a, b] x [0,1] in die M N Rechtecke

Rij = [wi—1, 2] X [yj-1, 9]

Wir nennen oyj, B35, vi; und d;; die Bilder der vier Kanten von R;; unter u,
wobei

Sei r die Summe der Zyklen 7;; = oy + Bij + vi; + ;5. Wenn wir die Sum-
manden umordnen, erhalten wir r als Summe der folgenden einfachen Zyklen

1. Zail

2. Yij + Qi1 g
3. VN g %,
i e’ii
4. ﬁMj
5. 0ij + fBi-1, =
6. 61j-

Wir wéhlen nun die Zerlegung so fein, daf u alle R;; nach O oder nach X \ A
abbildet. Alle 7;; und alle einfachen Zyklen vom Typ [2 bis [G] liegen dann in O
oder X \ A und sind dort zusammenziehbar. Es folgt also, dal }_ «;; gut im
obigen Sinn ist.

SchlieBlich kénnen die Zerlegung von [a, b] so wihlen, daB sich jedes ~; aus
o1 zusammensetzt:

M= QG 1 +1,1 7 Q1,1
Die Zyklen (!)
Yo — (1 10+ @ —11)

sind in X \ A oder in O 0-homolog. Also ist Y v — >  a;1 und damit auch z
gut. O

Definition Seien O C U C C offen. Ein in U 0-homologer Zyklus ¢ in U \ O
berandet O, wenn ¢ keinen Punkt in U\ O umlduft und die Punkte von O genau
einmal.
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Folgerung 5.13 Sei f holomorph auf U bis auf isolierte Singularititen. Wenn
der Zyklus ¢ die offene Teilmenge O berandet und keine Singularititen enthdlt,

18t
/f(z)dz = Z Res;s f(2).

s€e0

5.5 Das Null- und Polstellen zidhlende Integral

Sei f eine auf U definierte meromorphe Funktion und s ein Punkt in U. Wir
schreiben

f(2) = (2= 9)"9(2)
fiir eine meromorphe Funktion g, die bei s keine Null- oder Polstelle hat. Wenn
k > 0, hat f dann eine Nullstelle k~ter Ordnung. Wenn k < 0, hat f bei s eine
Nullstelle —k-ter Ordnung.

Ableiten ergibt f'(2) = k(z — s)¥~1g(2) + (2 — s)¥¢(2) und also

Wir haben daher

Es folgt

Satz 5.14 Sei f auf U meromorph und c ein Zykel in U, der die offenen Menge
O berandet und keine Nullstellen und Pole von f enthdlt. Dann ist
L[ f(z)

2ri ) f(2)

(&

dZ:No—Po,

wobei No die Zahl der Nullstellen und Po die Zahl der Polstellen von f in O
ist, jeweils mit ihrer Vielfachheit gezdhlt. O

Wenn f: U EX V < C holomorph sind und v eine Kurve in U, so gilt

[atrenrea:= [ gw .

bl foy

f J;g)) - / o

foy

Fiir g(z) = L ist also

Aus 2.8 folgt also

Folgerung 5.15 (Satz vom Argument) Die Zahl der Null-Polstellen von f
in O ist die Umlaufszahl des Bildzykels f(c) um 0:

NO — PO = Vfoc-
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Sei 7 ein Kreislinie um 0, U das AuBere von ~ in P* und f eine auf U definierte
meromorphe Funktion. Die Zahl der Null-Polstellen von f in U ist gleich der
Zahl der Null-Polstellen von fol in 1(U) = {L | w € U}. Das Negative (!) der
Kurve % oy berandet %(U ), also ist die Anzahl der Null-Polstellen die negative
Umlaufszahl der Bildkurve (f o %) o (% o7y) = fo~. Wenn man also sagt, dafi —y

das AuBere von + berandet, gilt der Satz von Argument auch hier. Uberhaupt
gilt mit der richtigen Definition von “beranden” der Satz vom Argument auch
fiir offene Teilmengen von P!.

Diese Uberlegungen liefern einen zweiten Beweis fiir Folgerung B8

Folgerung 5.16 FEine auf ganz P' definierte meromorphe Funktion f # 0 hat
(auf P* und mit ihrer Vielfachheit gezihlt) ebenso viel Nullstellen wie Polstellen.

Weil f(z)—a die gleichen Pole wie f hat, und die Nullstellen von f(z)—a die
a—Stellen von f sind, folgt, daf eine rationale Funktion jeden Wert aus P' auf
P! gleich oft annimmt. Diese Zahl nennt man den Grad von f. Man sieht leicht,
daff der Grad eines Polynoms der “Polynomgrad” ist, und daf, wenn f = £ fiir
zwei teilerfremde Polynome g, h der Grad von f das Maximum der Grade von
g und h ist.

Satz 5.17 (Satz von Rouché) Seien f und g auf U meromorph und c ein
Zykel in U, der die offenen Menge O berandet und keine Nullstellen und Pole
von f enthdlt. Wenn fiir alle Punkte z von ¢

l9(2)| < £ (2)];
haben f und f + g die gleiche Zahl von Null-Polstellen in O.

BEWEIS:
(f+tg)oy (te[0,1])

ist eine “stetige” Familie von Zyklen in C*®, die bei f o~y beginnt und bei (f +
g) o v aufhort. Daraus folgt, dafl die beiden Zyklen die gleiche Umlaufszahl
haben. Denn immer, wenn («;) eine stetige Familie von geschlossenen Kurven
in C® ist, haben g und «a; die gleiche Umlaufszahl: Sei 8 die Kurve, die die
Anfangspunkte der a; beschreiben. Dann ist der einfache Zyklus ag + 3+ al_l +
B~1 zusammenziehbar in C®. o und «; sind also homolog. O

6 Folgen holomorpher Funktionen

6.1 Stetige Funktionen auf topologischen Ridumen

Sei f, : X — C eine Folge von Funktionen.

Definition

1. (fn) konvergiert punktweise gegen f, wenn
lim_ fu(x) = f(2)

fiir alle x € X.
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2. (fn) konvergiert gleichmdfSig gegen f, wenn es fir alle € > 0 ein N gibt,
so dafs

[fn(x) = fz)] <€
fir allex € X undn > N.

3. (fn) konvergiert lokal gleichmdfig gegen f, wenn es fir jedes v € X und
€ >0 ein N und eine Umgebung U von x gibt, so daf$ fir allen > N und
yelU

[fnly) = F(y)l <e.

Wenn X kompakt ist, stimmen die letzten beiden Begriffe iiberein. Fiir lokal-
kompakte X ist (f,) genau dann lokal gleichméBig konvergent, wenn (f,) auf
jeder kompakten Teilmenge gleichméfig konvergiert.

Lemma 6.1 Wenn die f, stetig sind und lokal gleichmafig gegen f konvergie-
ren, dann ist auch f stetig.

BEWEIS: Sei z € X und € > 0. Wir wihlen eine Umgebung U von x und ein
N, so daB |fn(y) — f(y)| < § fiir alle y € U. Dann verkleinern wir U zu einer
Umgebung U’ von z, so da |fn(x) — fn(y)| < § fiir alle y € U’. Es folgt
|f(y) — f(z)] <efiralley e U O

Definition (f,) heifit gleichgradig stetig, wenn es fir alle x € X und alle €
eine Umgebung U von x gibt, so dafs fiir alle n und y € U

|fn(y) — fu(z)] <e

Lemma 6.2 Wenn (f,) gleichgradig stetig ist und auf einer dichten Menge
punktweise konvergiert, dann konvergiert die Folge (f,) lokal gleichmdfig.

BEWEIS: Sei z € X und € > 0 vorgegeben. Wéhle eine Umgebung U von z, so
daB [ f.(y) — fu(y')| < § fiir alle n und y,y" € U. Fiir ein yo € U ist (fn(yo))
eine Cauchyfolge, und daher [f,(y0) — fm(yo)| < § fiir alle n und m gréBer als
ein N. Es folgt |fn(z) — fm(z)| < e. Damit ist gezeigt, dal auch (f,(x)) eine
Cauchyfolge ist. Es folgt, da8§ (f,,) punktweise gegen eine Funktion f konvergiert.
Well | £ (y) — fin(y)] < € fiir alle y € U und n,m > N, ist | f,(y) — f(y)| < e fur
alle y € U und n > N. Die Konvergenz ist also lokal gleichméBig. O

6.2 Holomorphe Funktionen

Satz 6.3 Die holomorphen Funktionen (f,) seien auf U definiert und lokal
gleichmdpfig gegen f konvergent. Dann ist f holomorph.

BEWEIS: Sei € U und ~ eine kleine Kreislinie um z. Dann ist nach Bl

) = 5 [ 22
/

d¢
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fiir alle z im Inneren des Kreises. Weil ( fn) auf v gleichméfig konvergiert, folgt

27r1 C—z

Aus B3 folgt, dafl f holomorph ist. O

Mit erkennt man, daf (f},) lokal gleichmé&Big gegen f’ konvergiert.

Eine Folge (f,,) von Funktionen heifit lokal beschrinkt, wenn jedes x eine
Umgebung V hat, auf der der Betrag aller f,, kleiner ist als eine nur von V
abhéingige Schranke.

Satz 6.4 (Montel) Sei (f,) eine lokal beschrinkte Folge von auf U definier-
ten holomorphen Funktionen. Dann gibt es eine Teilfolge, die lokal gleichmdfig
gegen eine holomorphe Funktion konvergiert.

BEWEIS: Sei A eine abzéhlbare dichte Teilmenge von U. Wir werden zeigen:
1. Es gibt eine Teilfolge, die auf A punktweise konvergiert

2. (fn) ist gleichgradig stetig.

Der Satz folgt dann aus und

Beweis der ersten Behauptung:

Sei A = {a,} eine Aufzéhlung von A. Fiir eine unendliche Menge Iy konvergiert
die Folge (fn(ao))ner,. Fiir eine unendliche Teilmenge I; von Ip konvergiert
(fn(a1))ner,- Man erhilt so eine absteigende Kette Iy D I D ..., so daf} jede
Folge (fn(a;i))ner, konvergiert. Wihle eine aufsteigende Folge n; € I;. Dann
konvergiert die Teilfolge (f,,) punktweise auf A.

Beweis der zweiten Behauptung:

Aus erkennt man, dafl auch die Folge (f)) lokal beschrinkt ist. Sei x € U
und € > 0. Wihle in U eine kreisformige Umgebung V = {z | |z — 2| < r} von
x, auf der die |f] (z)| durch M beschrinkt sind. Wir kénnen annehmen, dafl
rM < e. Es ist dann fiir alley € V

|fo(y) = fu(@)] < |y —2|M <.

7 Der Satz von Mittag-Lefler und der Weier-
strafische Produktsatz

7.1 Der Satz von Mittag-Leffler

Definition Sei s eine isolierte Singularitdt von f und ) _ . .. an(z —5)"
die Laurententwicklung von f bei s. Wir nennen y_ __, oan(z — )" den
Hauptteil von f bei s. Ein Hauptteil bei s schlechthin ist eine Laurentreihe

h(z) = Z an(z —98)",

—oo<n<0
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deren innerer Konvergenzradius 0 st.

Satz 7.1 (Mittag—Leffler) Sei S eine Menge von komplexen Zahlen, die sich
nirgends hduft, und sei fiir jedes s € S ein Hauptteil hs(z) bei s gegeben. Dann
gibt es eine auf C\ S definierte holomorphe Funktion f(z), deren Hauptteil bei
s € S gerade hy(z) ist.

BEWEIS: h4(z) ist holomorph auf C\ {s}. Wenn S = {sq, ..., sx—1} endlich ist,
leistet daher
f=hsg+...+hs_,

das Gewiinschte @

Wenn S = {s;} unendlich ist, muB aber Y .° hs, nicht mehr konvergieren.
Wir wéhlen daher fiir jedes ¢ eine ganze Funktion k;, so dafl

f= Z(hél — ki)
i=0

lokal gleichméBig auf C\ S konvergiert. Dazu wihlen wir die k; so, daf |hs, —k;| <
(3)" auf {z | || < ‘32—"} (Man wihlt fiir k; ein geniigend groBes Anfangsstiick
der Potenzreihenentwicklung von h, bei 0.). O

f ist natiirlich durch die vorgegebenen Hauptteile nicht eindeutig bestimmt:
Fiir jede ganze Funktion g hat f + ¢ dieselben Hauptteile wie f.

BEISPIEL: Die Funktion

cos(z) .e*l4e?l
cot(z) = sin(z) Tl e

1

z—1n’

hat Pole an den Stellen s,, = 7n fiir alle n € Z und dort die Hauptteile

Die Reihe ), ﬁ konvergiert nicht. Wenn man aber zur Konvergenzer-

zeugung die Funktionen # addiert, erhélt man die konvergente Reihe

1 1 1
;+ Z(z—ﬂ'nJr%)’

neze®

die tatséchlich cot(z) darstellt.

Um das einzusehen, {iberlegt man sich zuerst, dafl die Reihe fiir z ¢ Zm absolut
konvergiert. Das liegt daran, daf§ fiir |n| > y

1 1 2|z| 1

s —n mnl S a2

und daran, da§ 3, ;. 5 < oo.

9Die s; miissen natiirlich paarweise verschieden sein.
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Dann verifiziert man, daf fiir jedes zp, das kein Pol von cot(z) ist,

[ 22 €040

N—oo ¢ ¢—20
YN

d¢ =0,

wobei fiir jedes N € N vy die Randkurve des Quadrats mit dem Eckpunkten
+m (N +4)+7 (N+3)i ist. (Das liegt daran, daB cot auf diesen Randkurven
beschrinkt bleibt.) Dann wendet man das folgende Lemma an:

Lemma 7.2 Sei f eine — bis auf eine Menge
S = {S(), S1y.. }

von isolierten Singularititen — auf ganz C definierte holomorphe Funktion. Wir
nehmen an, daff so = 0 (auch, wenn 0 keine wirkliche Singularitit ist) und
sk # 0 fir alle k > 0.

C sei Vereinigung einer aufsteigenden Folge Ky C K1 C ... von offenen Mengen
mit Randkurven OKj und m eine positive Zahl, so daf$ fir alle zo ¢ S die
Integrale

210
T

oK,

fiir k — oo gegen 0 konvergieren. Sei hy(z) der Hauptteil von f(z) bei s und
fir k > 0 sei ky(z) die Summe der ersten m Glieder der Potenzreihenentwick-
lung von hy(z) bei 0. Schlieflich sei ko(z) der Teil agz® + ...+ am—12™"1 der
Laurententwicklung von f bei 0.

Wenn die Reihe
ho(2) + ko(2) + D (hi(2) = ke(2))
keNe

fiir jedes z & S absolut konvergiert, stellt sie auf C\ S die Funktion f(z) dar.

BEwEIS: Die Integralbedingung bedeutet, dal die Summe der Residuen der
Funktion
@)

AL

F(z)
Null ist. Genauer:

Res,, F'(2) + ResoF'(2) + Z Res;, F'(z) = 0.
keNe

Dabei mufl die Summation in geeigneter Reihenfolge und Klammerung ausge-
fiihrt werden.

Wir berechnen die Residuen:

1. Res,, F(z) = f(20)

2. Es ist

2" ho(2) + ko(2)
zm Z— 20

ResgF'(2) = Resg

)
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weil %M bei 0 holomorph ist. Weil die meromorphe Funk-

zZ—2Zz0
tion %W bei oo eine doppelte Nullstelle hat, ist die Summe der

Residuen Nu_ll. Wir haben also
2" ho(2) + ko(2)

AL Z— 2o

ResoF(z) = —Resy, = —ho(z0) — ko(20).

3. Sei k£ > 0. Dann ist wie oben

M h, ) M R
Ress, F'(z) = Res,, " he (2) = fReSZOZiis’“ (2) _ Reso -0 (o6 %) (Z)
FAL AT 2™ 2z — 2o 2M 2z — 2
Man berechnet aber
20" hs, (2)
ReSZO Zim Z— 20 = hsk (ZO)
und
20" sy (2) 20" ks, (2) 20" ks, (2)
Resoﬁ PR Resoﬁ e 7R€SZOE o ks, (20)
Also ist

Ress, F'(z) = —hs, (20) + ks, (20)-

7.2 Der Weierstraf3ische Produktsatz

Satz 7.3 (Weierstra3scher Produktsatz) Sei S eine Menge von komplezen
Zahlen ohne Hiufungspunkte und sei fiir jedes s € S eine ganze Zahlng gegeben.
Dann gibt es eine auf C definierte meromorphe Funktion, die an jeder Stelle
s € S eine Nullstelle der Ordnung ns hat, und die auflerhalb von S keine Null-
und Polstellen hat.

Wir fassen hier Polstellen als Nullstellen mit negativer Vielfachheit auf.
BEWEIS: Am Ende des Abschnitts.

f(z) ist durch seine Null- und Polstellen nur bis auf einen Faktor ¢(z) be-
stimmt, wobei ¢(2) eine ganze Funktion ohne Nullstellen ist. Aus dem niichsten
Lemma folgt, dafl die Funktionen ¢(z) gerade die Funktionen der Form

o(z) = ¥

fiir eine ganze Funktion ¢ (z) sind.

Lemma 7.4 Sei U ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f : U — C®
holomorph. Dann hat f(z) die Form e®?) fir eine holomorphe Funktion ¢ :
U—-C
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BEWwWEIS: Weil U einfach zusammenhéngend ist, hat ’},((Zz)) eine Stammfunktion
F:U — C. Weil

(eF<z>>’ _J@F ()" — f(2)e" )

= 0’
f(2) f2(2)
unterscheiden sich e (*) und f(z) nur durch eine multiplikative Konstante. Wir
kénnen also ¢(z) = F(z) + c fiir eine geeignete Konstante ¢ setzen. O

Wenn S endlich ist, leistet

f2) =11 -9)nes
das Gewlinschte. Wenn S unendlich ist, soll f ein unendliches Produkt sein.

Wir brauchen also zuerst ein Konvergenzkriterium fiir unendliche Produkte:
12, @i kann nur gegen einen Wert ungleich Null konvergieren, wenn die a; gegen
1 konvergieren. Wir konnen also im folgenden Lemma annehmen, daf§ die a; =
1+ b; in der linksgeschlitzten Ebene, dem Definitionsbereich des Hauptzweigs
log des Logarithmus liegen. Dann gilt:

Lemma 7.5
1. H;’io a; ist genau dann konvergent gegen eine von 0 verschiedene Zahl,

wenn Y .- log(a;) konvergiert.

2. 32 [og(1+b;)| ist genau dann konvergent, wenn Y.< |b;| konvergiert.
BEWEIS:

1. In beiden Fillen, wenn [];°, a; gegen ein ¢ # 0 oder wenn >~ log(a;)
konvergiert, konnen wir ein N finden, so daf} fiir alle £ < [ oberhalb
von N alle Produkte ay...a; positiven Realteil haben. Es folgt dann
log(ag -+~ a;) = log(ag) + ---log(a;) fiir alle k& < I oberhalb von N, und
daraus die Behauptung.

2. Wenn die b; klein genug sind, hat man die Abschétzung

|b;| | 304
< . < .
5 = [log(1+4b;)| < 5

O

Zum Beweis des Weierstrafischen Produktsatzes verfahren wir jetzt wie beim
Beweis des Satzes von Mittag—Leffler. Wir zihlen S auf als {sg, s ...}, mit
so = 0 beginnend, schreiben n; statt ny, und suchen ganze Funktionen k;(z), so
daB8 das Produkt

f(z)=2z"° ﬁ(1 _ i)me—ki(z)

Py
i=1 v

gleichméBig auf C\ S konvergiert. Dafiir wihlen wir die k;(z) so, da§ auf {z |

o] < 5} 5
(1-2)") w0
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Fiir k;(z) kann man das n;,—fache eines geniigend grofien Anfangsstiicks der
Potenzreihenentwicklung

z z 1/2\? 1/2\°
log|{l——)=—=|—+=-|—] +5(—] +...
S; S 2 S; 3 S;

nehmen. O

BEISPIEL: Es ist

. z z_ Z\2
sin(z) = zng. (1 7m) ewn = zngo (1 (wn) ) .
Um das einzusehen, vergleichen wir die logarithmischen AbleitungentIIII beider
Seiten. Die logarithmische Ableitung der linken Seite ist cot(z), die der rechten
Seite die Summendarstellung von cot(z). Daraus folgt, dafl sich rechte und linke
Seite nur um einen Faktor unterscheiden. Dieser Faktor ist 1, weil beide Seiten
bei 0 die Ableitung 1 haben, was leicht nachzupriifen ist.

8 Der Riemannsche Abbildungssatz

Definition Fine Bijektion f zwischen zwei Gebieten U und V heiffit biholo-
morph, wenn f und f~' holomorph sind. U und V heiflen biholomorph, wenn
es eine biholomorphe Abbildung zwischen U und V' gibt.

Die Bedingung, daff f~! holomorph ist, ist in Wirklichkeit unnétig, weil die
Umkehrfunktion einer injektiven holomorphen Funktion immer holomorph ist.
Aus folgt némlich, dafl eine holomorphe Funktion f in keiner Umgebung
einer Nullstelle von f’ injektiv sein kann. Funktionen mit nirgends verschiedener
Ableitung sind aber lokal (holomorph) invertierbar.

Biholomorphe Gebiete sind homsomorph™. C und C* sind also nicht biho-
lomorph, weil C*® nicht einfach zusammenhéngend ist.

BEIisPIEL: C und E sind homéomorph, aber nicht biholomorph.

BEWEIS: %\ZI : C — E ist ein Hombéomorphismus. Andererseits ist jede holo-
morphe Abbildung von C nach E konstant nach dem Satz von Liouville (3:8]).

BEISPIEL: Die obere Halbebene

H={z € C|Im(z) > 0}

10 Die logarithmische Ableitung von f ist definiert als fTI Die logarithmische Ableitung
eines nicht verschwindenden gleichméBig konvergierenden Produkts ist die Summe der loga-
rithmischen Ableitungen der Faktoren.

M1 Zwei topologische Riume sind homdomorph, wenn es zwischen ihnen eine stetige Bijektion

gibt, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.
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und die Einheitskreisscheibe E sind biholomorph vermége der Abbildung

z—1
Z+ 1

H — E.

Rationale Funktionen der Form

az+b
cz+d

mit ad — be # 0 heilen Mobiustransformationen. Als rationale Funktionen sind
Méobiustransformationen holomorphe Abbildungen von P! nach P!.

1 bestimmt die Matrix
a b
=)

nur bis auf einen Faktor. Die Verkniipfung von Mobiustransformationen ge-
schieht aber durch Multiplikationen der zugehérigen Matrizen. Das liegt daran,
daB man p auffassen kann als Multiplikation von Zweiervektoren mit A:

Wenn nédmlich

u
z2=—
v
(u,v € C, nicht beide=0), ist
!/
’[L(Z) = ?7

wobel

Es folgt, dafl die Verkniipfung zweier Mobiustransformationen wieder eine Mo-
biustransformation ist, und dafl die Mobiustransformation g ein Inverses hat,
das durch A~!, oder dquivalent durch

(4 0)

gegeben ist. Man beachte, dafl die Bedingung ad — bec # 0 einerseits ausdriickt,
daB3 A invertierbar ist, andererseits, dafl x4 nicht konstant ist, weil Nenner und
Zihler von y nicht Vielfache von einander sind ™

Satz 8.1 (Riemannscher Abbildungssatz) Jedes einfach zusammenhdin-
gende Gebiet in C, das von ) und C verschieden ist, ist biholomorph zum Ein-
heitskreis.

12 Aus der Linearen Algebra erinnert man sich, daf8 die Gruppe der Mébiustransformationen
die lineare Automorphismengruppe der projektiven Gerade P1(C) ist.
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BEWEIS: Sei U ein nicht—leeres einfach zusammenh#ngendes Gebiet, das von C
verschieden ist. Wir suchen eine schlichte Abbildung (das ist eine holomorphe
und injektive Abbildung) von U auf E. Da Translationen schlichte Abbildungen
sind, kénnen wir annehmen, dafl U die Null nicht enthélt. Sei 1/z eine Umkehr-
abbildung der Quadratfunktion auf U (Lemmal8.2). v/z ist als Umkehrabbildung
schlicht und U’ = VU ist wieder ein einfach zusammenhingendes Gebiet. Weil
U’ und —U’ disjunkt sind, gibt es einen Kreis {z | |z — 29| < r} auBerhalb von

U’. Die Mébiustransformation ,

zZ— 20

bildet dann U’ schlicht auf ein Teilgebiet U” von E ab. Mit einer Mobiustrans-
formation, die E auf sich abbildet, kénnen wir U” so verschieben, dafl 0 € U”
(Lemma [B3]). Wir kénnen also annehmen, da U C E und 0 € U.

Sei
o = sup{|f(0)] | f : U — E schlicht, £(0) = 0}

und (f,,) eine Folge von schlichten Abbildungen f,, : U — E mit f,,(0) = 0 und

a= lim |[f'(0)|.
Weil die Identitét eine schlichte Abbildung von U nach E ist, ist 1 < a. Wenn
U eine Kreiskurve um 0 mit Radius r enthélt, ist wegen der Cauchyschen Ab-
schéitzung der Taylorkoeffizienten o < 1.

Aus dem Satz von Montel folgt, daf wir annehmen konnen, da88 (f,) lokal
gleichmiBig gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert. Dann ist o = | f/(0)]
(vergleiche Bemerkung nach [63]). Nach Lemma B4l ist f eine schlichte Abbil-
dung, zunichst in den abgeschlossenen Einheitskreis E. Weil V' = f(U) aber
offen ist, liegt V' tatséichlich in E. Aus dem n#chsten Hilfssatz folgt, dal V =K,
denn sonst gibe es eine schlichte Abbildung g : V' — E mit |¢/(0)] > 1 und
g(0)=0. g o f wire dann eine schlichte Abbildung von U nach E, die 0 nach 0
abbildet und deren Ableitung bei 0 grofleren Betrag als o hétte. O

Hilfssatz Sei U C E ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, das die Null
enthdlt. Dann gibt es eine schlichte Abbildung f : U — E mit f(0) = 0 und

[F'(0) > 1.

BEWEIS: Sei q : E — E die Quadratfunktion q(z) = z2. Mit Lemma [B:3 withlen
wir zwei Mobiustransformationen p und v, die E auf sich abbilden, mit v(0) ¢ U
und ¢(0) = 0, wobei
g=voqopu.
Sei y/z eine Umkehrfunktion von q auf v=1(U) mit /v=1(0) = u(0) B2).
f = ptoyzov ! ist Umkehrfunktion von g mit f(0) = 0. Weil nach dem
Schwarzschen Lemma B35 |¢'(0)| < 1, ist | f/(0)] > 1. O

Lemma 8.2 Sei V ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, das 0 nicht enthdlt.
Dann hat 22 eine Umkehrfunktion auf V, das heifit eine holomorphe Funktion

Vz: U — C mit q(v/z) = 2.

41



BEwEIs: Daf} sich lokal invertierbare holomorphe Funktionen auf einfach zu-
sammenhéngenden Gebieten umkehren lassen, ist ein allgemeiner Sachverhalt.
In unserem Fall 148t sich das aber leicht folgendermafien einsehen: Sei log® eine
auf V definiert Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. exp(3log®(z)) kehrt

22 um. O

Lemma 8.3 Die Mdbiustransformationen operieren transitiv auf E. Das heif§t:
Zu je zwei Punkten z und w aus E gibt es eine Mobiustransformation, die z auf
w und E auf sich abbildet.

BEWwEIS: Weil E das Bild von H unter einer Mobiustransformation ist, geniigt
es die Behauptung fiir H zu zeigen. Man sieht aber leicht, daf} sich zwei Punkte
z und w der oberen Halbebene durch eine Mobiustransformation der Form

az + b,

mit positivem a und reellem b, aufeinander abbilden lassen, und daf} solche
Mobiustransformationen H in sich iiberfiihren. O

Lemma 8.4 Der Grenzwert einer lokal gleichmdfig konvergenten Folge von
schlichten Funktionen ist schlicht oder lokal konstant.

BEWEIS: Sei f: U — C der lokal gleichméfige Limes der schlichten Funktionen
fn- Sei f(z0) = a. Weil f nicht konstant ist, ist zg in einem kleinen Kreis K
enthalten, auf dessen Rand der Wert a nicht angenommen wird. Wir wihlen ein
ein n so groB, dafl |f(z) — fn(2)] < |f(2) — a fiir alle z auf K. Nach dem Satz
von Rouché ([I7) haben f, —a und f — a die gleiche Zahl von Nullstellen in
K. Also nimmt auch f, in K den Wert a an. Daraus leicht die Behauptung. O

8.1 Exkurs 1: Mo6biustransformationen

Fiir ein Gebiet U bezeichnen wir die Automorphismengruppe von U, das heifit
die Gruppe aller biholomorphen Abbildungen von U auf sich, mit Aut(U). Ent-
sprechend ist Aut(P!) (und allgemein Aut(X) fiir eine Riemannsche Fliche X)
definiert.
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Lemma 8.5

1. Aut(P) ist die Gruppe der Mébiustransformationen.
2. Aut(C) ist die Gruppe der linearen Mébiustransformationen az + b.

3. Aut(E) ist die Gruppe der Mébiustransformationen, die E auf sich abbil-
den.

BEWEIS: Holomorphe Abbildungen von P! sind nach Satz@. 7l rationale Funktio-
nen oder die konstante Abbildung mit Wert co. Weil biholomorphe Abbildungen
von P! auf sich genau eine Nullstelle und genau einen Pol haben, miissen Zahler
und Nenner der rationalen Abbildung linear sein.

Sei f : C — C eine biholomorphe Abbildung von C auf sich selbst. Weil f~! kom-
pakte Mengen auf kompakte Mengen abbildet, kann man f durch f(c0) = oo
zu einer biholomorphen Abbildung von P! auf sich selbst fortsetzen, also zu ei-
ner Mo6biustransformation. Eine Moébiustransformation, die C auf sich abbildet,
muf} aber linear sein.

Sei f : E — E holomorph. Wir verkniipfen f mit einer Mobiustransformation
u:E — E, sodall ¢ = po f Null auf Null abbildet. Nach ist |¢’(0)] < 1.
Wenn f biholomorph ist, folgt ebenso |¢’(0)| 1 = |(¢71)’(0)| < 1. g ist also eine
Drehung ez (le] = 1) und f = u~! o g eine Mébiustransformation. O

Die Automorphismen von H und E lassen sich leicht angegeben:

Auwt(H) = {Zziz ’ q,7r,s,t € R, qt—srzl}
b
Aut(E) = {gjia |l - o2 =1}

Lemma 8.6

1. Aut(PY) operiert dreifach transitiv: Zu je drei (paarweise) verschiedenen
Punkten a,b,c und a’, b, ¢’ gibt es eine Mébiustransformation p mit p(a) =
a', u(b) =V und u(c) = . Aut(Pl) operiert sogar scharf transitiv: das
heifst, daf$ p durch seine Werte auf drei Punkten schon eindeutig bestimmt
15t.

2. Aut(C) operiert scharf zweifach transitiv.

3. Aut(E) operiert einfach transitiv, aber nicht zweifach transitiv.

BEWEIS: ﬁ bildet a auf oo ab. z — b bildet b auf 0 ab und fixiert co. £
bildet ¢ auf 1 ab und fixiert co und 0. Man kann also jedes Tripel (a, b, ¢) mit
einer Mébiustransformationauf (0o, 0, 1) abbilden. Daraus folgt, da Aut(P!) 3—
fach transitiv ist. Fiir die Scharfheit geniigt es zu zeigen, dafl nur die triviale
Mbobiustransformation drei Fixpunkte haben kann; wobei wir annehmen kénnen,
daf} die Fixpunkte 00, 0,1 sind: Wenn u(co) = oo, hat p die Form az 4+ b. Wenn
0 fixiert wird, ist b = 0, wenn 1 fixiert wird, a = 1.

43



Die zweite Behauptung folgt sofort aus der ersten. Die dritte folgt aus B3] und
der Bemerkung, dal Automorphismen von E, die 0 fixieren, Drehungen sind. O

Wir erhalten damit einen neuen Beweis einer fritheren Beobachtung (verglei-

che S. B9):

Folgerung 8.7 C und E sind nicht biholomorph.

Definition Das Doppelverhdltnis von wvier wverschieden komplexen Zahlen
a,b,x,y ist
a—zr b-—x

a—y b—y’

DV(G,, ba z, y) =

Man kann diese Definition zwanglos auf Punkte in P! ausdehnen, indem man
beachtet, dafl

‘ a x ‘ b =
a b T y a/ :L,/ b/ x/
(1) DV(*/,*/,*/,*,) = .

a’bxy a Yy by

a/ y/ b/ y/
Man rechnet zum Beispiel
0121

2 DV (0 1)=DV(=,-,—, =) =
() (7007(E, ) (1707171) X

Folgerung 8.8

1. Zwei Viertupel aus P! sind genau dann durch eine Mébiustransformation
aufeinander abbildbar, wenn sie das gleiche Doppelverhdltnis haben.

2. Zwet Tripel aus C sind genau dann durch eine lineare Mdbiustransforma-
tion aufeinander abbildbar, wenn sie das gleich Doppelverhdlinis

a—T

a—-y

DV(CL’ OO) x? y) =
mit oo haben.

Bewels: Aus (I)) folgt, dal Mébiustransformationen das Doppelverhéltnis er-
halten. Aus (@) folgt, da8 « durch a,b,y und DV(a,b, z,y) eindeutig bestimmt
ist. O

Lemma 8.9 Vier Punkte liegen genau dann auf einer Kreislinie, wenn ihr Dop-
pelverhdltnis reell ist.

Geraden fassen wir als Kreislinien auf, die durch co gehen.
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BEWEIS: Weil

DV(b,a,z,y) = DV(a,b,z,y)""
DV(G,,.’IZ‘,b, y) = 1 —DV(a, b,x,y)
DV(a7 b7 y7 m) = DV(a7 b7 x? y)_17

ist, dndert sich die Realitit des Doppelverhéltnisses nicht, wenn man die Ar-

gumente permutiert. Wir konnen also annehmen, dafl azby die positiv durch-

laufenen Eckpunkte eines Vierecks sind, wie in der folgenden Abbildung 2l Die
- L

e "
~,
o // \ ™,
(-8

/ \ \

Abbildung 2:

Eckpunkte liegen genau dann auf einem Kreis, wenn sich o und g zu 7 ergénzen.
Weil

cmwn(57Y) wa o=wm(G)

bedeutet das arg DV (a, b, z,y) = 7, das heiBt, daB DV (a, b, z,y) reell istlE. O

Folgerung 8.10 Mdbiustransformationen bilden Kreise auf Kreise ab.

Wenn a, b, ¢, d auf einem Kreis liegen, ist das Doppelverhiltnis DV (a, b, ¢, d)

e negativ, wenn {a,b} das Paar {c,d} trennt,
o grofler als 1, wenn {a, c} das Paar {b,d} trennt,

e zwischen 0 und 1, wenn {a,d} das Paar {b,c} trennt.

Man erkennt das leicht aus (2)), weil man annehmen kann, daf a = 0, b = oo
und d = 1.

Definition Fine nicht-euklidische Gerade in E ist ein Kreissegment, das auf
dem Rand OE von E senkrecht steht. Seien x und y zwei Punkte in E. Seien a
und b Anfangs— und Endpunkt der nicht—euklidischen Geraden, die durch x und
y geht. Dann definieren wird den nicht—euklidischen Abstand von x undy durch

d(l‘, y) = - log(DV(a, bv T, y))
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Man beachte, daf aus der letzten Bemerkung folgt, dal DV (a, b, x,y) zwischen
0 und 1 liegt. d(z,y) ist also wohldefiniert und positiv.

Satz 8.11 Zwe: Punktepaare in E sind genau dann mit einer Mdobiustransfor-
mation von E aufeinander abbildbar, wenn sie den gleichen nicht—euklidischen
Abstand haben.

BEWEIS: Sei K die nicht—euklidische Gerade durch x und y mit Endpunkten a
und b auf OE. Wenn eine Mobiustransformation p x auf 2’ und y auf ¢’ abbildet,
bildet 1 K’ auf eine Kreislinie ab, die durch 2’ und ' geht und (weil holomorphe
Abbildungen winkeltreu sind) auf dE = u(9E) senkrecht steht. K’ ist also eine
nicht—euklidische Gerade. a und b werden auf die Endpunkte von K’ abgebildet.
Also d(z,y) = d(«',v).

Sei umgekehrt 2’ und ¢y’ mit d(z,y) = d(a’,y’) gegeben und o’ und ¥’ die End-
punkte der nicht—euklidischen Geraden K’ durch 2’ und y'. Weil DV (a, b, z,y) =
DV(d',V,2',y'), gibt es ein p, das (a,b,z,y) auf (a’,b',2',y’) abbildet. Dann
bildet p K auf K’ ab. Und weil OE die einzige Kreislinie ist, die in o’ und ¥’
senkrecht auf K’ steht, muf ;(9E) = JE sein. O

Wenn z,y, z hintereinander auf einer nicht—euklidischen Geraden liegen, ist
d(z,z) = d(z,y) + d(y, 2).
Das folgt der leicht zu verifizierenden Gleichung

DV(a,b,z,z) = DV(a,b,z,y)DV(a,b,y, z).

Man kann leicht zeigen, dafl die Mobiustransformationen von E genau die
nicht—euklidischen Bewegungen von E sind, das heifit, Permutationen, die Ab-
stdnde und die Orientierung erhalten.

BWir haben a,b,z,y so angeordnet, daB8 der Fall o + 3 = 27, oder arg DV(a,b,z,y) = 0,
nicht eintreten kann.
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8.2 Exkurs 2: Riemannsche Flichen

Literatur

[1] Otto Forster. Riemannsche Flichen. Springer Verlag; Berlin, Heidelberg,
New York, 1977.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X ist ein zusammenhingender, haus-
dorffscher topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis, der lokal isomorph zu
offenen Teilmengen des R™ ist. Das heiBt, daB es eine Uberdeckung von X mit
offenen Mengen U gibt, die jeweils hombomorph zu einer offenen Teilmenge V'
des R" sind. Fldchen sind 2—dimensionale Mannigfaltigkeiten.

Eine C-Karte einer Fliche X ist ein Homdomorphismus
p:U—=V

einer offenen Teilmenge von X mit einer offenen Teilmenge von C. Zwei C—
Karten p: U — V und p’ : U' — V' heiflen kompatibel, wenn der Kartenwechsel

pop tipUNU) —p'UNT)

biholomorph ist. Ein (holomorpher) Atlas A ist eine Familie von kompatiblen
C—Karten, deren Definitionsbereiche X iiberdecken. Zwei Atlanten heiflen dqui-
valent, wenn ihre Karten kompatibel sind. Wir sagen, dafl dquivalente Atlanten
die dieselbe holomorphe Struktur auf X bestimmen.

Definition Fine Riemannsche Fldche ist eine Fliche mit einer holomorphen
Struktur.

BEISPIEL 1: C mit der offensichtlichen komplexen Struktur ist eine Riemannsche
Fléche.

Jede zusammenhéngende offene Teilmenge einer Riemannschen Fléche ist,
mit der induzierten komplexen Struktur, wieder eine Riemannsche Fliche. Ins-
besondere ist E eine Riemannsche Fléche.

BEISPIEL 2: P! = CU{oo} ist eine Riemannsche Fliche, deren komplexe Struk-
tur durch den Atlas mit den beiden Karten z : P'\{oo} — Cund 1 : P1\{0} — C
gegeben ist.

Definition FEine stetige Abbildung f : X — X' zwischen Riemannschen Fli-
chen heif$t holomorph , wenn fir jede Karte p : U — V (des Atlases) von X
und jede holomorphe Karte p' : U' — V' von X' die Funktion

pofoptip(f (U)NU) =V

holomorph ist.
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Wenn X und X’ die Riemannsche Zahlkugel oder ein Teilgebiet von C sind,
stimmt diese Definition mit der in Abschnitt gegebenen iiberein. Man be-
achte auch, daf der Begriff der holomorphen Abbildung nur von den komplexen
Strukturen von X und X’ und nicht von den gewihlten Atlanten abhingt.

BEISPIEL 3: Sei w # 0 und sei I' = Zw die Gruppe aller ganzzahligen Vielfachen
von w. Wir nennen zwei komplexe Zahlen z und 2’ dquivalent (z = z’), wenn
z—2" €T.8Seir:C — C/T die Projektion auf die Menge der Aquivalenzklassen.
C/T versehen mit der Quotiententopologie (d.h. U ist offen genau dann, wenn
7 1(U) offen ist) ist eine Fliche, die wie ein unendlich langer Zylinder aussieht.
Die Karten 71 : 7(V) — V , fiir alle offenen V C C, auf denen r injektiv ist,
machen C/T zu einer Riemannschen Fliche. Die uns aber schon bekannt war: Die
Funktion e(z/ =) = exp(z2Z!) ist wohldefiniert und liefert einen Isomorphismus
e:C/T'— C°.

BEISPIEL 4: Fiir zwei R-linear unabhéngige komplexe Zahlen w; und ws sei I' =
Zw1 + Zws das von ihnen aufgespannte Gitter. Die Riemannsche Fliche C/T" ist
ein Torus, also homdomorph zu S' x S, fiir den Einheitskreis S' = {z | |z| = 1}.
Die komplexe Struktur héngt aber von w; und wy ab:

Satz 8.12 Seien I’ und I’ zwei, jeweils von zwei R-linear unabhingigen Zahlen
aufgespannte, Gitter. Dann ist C/T =2 C/T genau dann, wenn o' =T fiir eine
komplexe Zahl «.

Die Riemannschen Flichen C/(Z1 + Z1i) und C/(Z2 + Z1i) sind zum Beispiel
nicht isomorph.

BEWEIS: Wenn al' = I, definiert az einen Isomorphismus zwischen C/T" und
C/1.

Sei umgekehrt ¢ : C/T" — C/T" ein Isomorphismus. Weil wir durch Addition
mit einer komplexen Zahl jeden Punkt von C/T” nach 0/ =’ verschieben kénnen,
kénnen wir annehmen, dafl ¢(0/ =) = 0/ ='. Mit Hilfe des néchsten Hilfssatzes
aus der Topologie liften wir ¢ zu einer Abbildung o : C — C und ¢! zu einer
Abbildung 3 : C — C, fiir die 7/ o = pom, mo 3= ¢t ox’ und a(0) = 0,
B3(0) = 0.

o
C C
s !
C/r Cc/T’
[P

Weil 8o« eine Liftung der identischen Abbildung von C/T ist, folgt aus der
Eindeutigkeitsaussage des Hilfssatzes, dafl foa die Identitét ist. Ebenso ist ao 3
die Identitdt. Aus folgt, daBl @ Multiplikation mit einer Zahl # 0 ist, die wir
auch o nennen. Es ist dann 3(z) = a~'2z. Aus o' C I und o~ 'I" C T folgt
al' =T". O
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Hilfssatz X,Y und Z seien Mannigfaltigkeiten, m : X — Y eine Uberlagerung
und Z einfach zusammenhdngend. Dann lGfit sich jede stetige Abbildung ) : Z —
Y liften zu einer stetigen Abbildung o : Z — X mit ¢ = wo a. Wenn man ein
20 € Z festhilt, gibt es fiir jedes * € 7 1(1(20)) genau eine Liftung o mit
a(zp) = x.

X

A s

/
S

O

7m: X — Y ist eine Uberlagerung, wenn 7 eine stetige Surjektion ist, und wenn
jeder Punkt y € Y eine Umgebung U hat, fiir die 7=!(U) in disjunkte offene
Menge zerfillt, die vermoége m homéomorph zu U sind. Die Rdume X, Y und
Z miissen nicht Mannigfaltigkeiten sein. Es geniigt, wenn sie global und lokal
wegweise zusammenhéngend sind.

BEISPIEL 5: Wenn I eine diskrete Gruppe von fixpunktfreien Automorphismen
von E ist, ist E/T" eine Riemannsche Fliche. Sei zum Beispiel S ein nicht—
euklidisches reguléres Achteck in E, dessen Winkelsumme 27 ist.

(In der nichteuklidischen Geometrie kann die Winkelsumme eines n—Ecks je-
den Wert zwischen 0 und (n—2)7 annehmen. Die Differenz zwischen der Winkel-
summe und (n — 2) ist zur nichteuklidischen Fliche des n—FEcks proportional.)
Die nicht—-euklidischen Bewegungen, die eine Seite von S auf ihre Gegenseite so
verschieben, daf} sich der Umlaufsinn der Seite umgekehrt, erzeugen eine Grup-
pe I' der gewiinschten Art. Die Bilder von S unter den Elementen von I" bilden
eine Pflasterung von E. Die Fliche E/I" entsteht aus S durch Verkleben gegen-
iiberliegender Seiten von S. Man sieht so, da§ die E/T" das Geschlecht 2 hat, das
heifit, homdomorph ist zu einer Kugel mit zwei angeklebten Henkeln.

Jede Mannigfaltigkeit X hat eine (eindeutig bestimmte) einfach zusammen-
hingende Uberlagerung U, die universelle Uberlagerung 7 : U — X. Aus der
Gruppe I' der Homdomorphismen von U, die alle Fasern 7~1(x) priservieren,
(den Decktransformationen) erhiélt man X zuriick als X = U/T. Wenn X ei-
ne Riemannsche Fléche ist, ist auch U eine Riemannsche Fliache und T ist eine
diskrete Gruppe von fixpunktfreien Automorphismen. Der Riemannsche Unifor-
misierungssatz

Satz 8.13 (Uniformisierungssatz) Die einfachen zusammenhdngenden Rie-
mannschen Flichen sind C, E und P*. O

ist eine Verallgemeinerung des Riemannschen Abbildungssatzes. Er bedeutet,
dafl man zur Bestimmung aller Riemannschen Flidchen nur die diskreten, fix-
punktfreien Untergruppen von Aut(C), Aut(E) und Aut(P!) bestimmen muf.
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Das ist trivial fiir P! (es gibt keine fixpunktfreien Automorphismen) und un-
problematisch fiir C (die nicht-trivialen Gruppen haben die Form Zw oder
Zwy + Zws). Fiir E ist das etwas komplizierter; aber im Prinzip sehen alle T'
so aus wie im letzten Beispiel.

BEISPIEL 6: Eine ebene algebraische Kurve C = {(x,y) € C* | f(z,y) = 0}
fiir ein irreduzibles Polynom f € C[xz,y| definiert eine Fliche, wenn C glatt ist.
Das heifit, daB8 auf C die partiellen Ableitungen f, und f, keine gemeinsame
Nullstelle haben. C' ist auf natiirliche Weise eine Riemannsche Fliche. Wenn
man zu projektiven Koordinaten iibergeht (siehe Seite[58]), erhélt C' noch endlich
viele Punkte im Unendlichen. Und wenn C auch dort glatt ist, wird C' zu einer
kompakten Riemannschen Flache.

Satz 8.14 (Riemannscher Existenzsatz) Kompakte Riemannsche Flichen
sind glatte projektive algebraische Kurven. O

Der Riemannsche Existenzsatz in dieser Form ist nur richtig, wenn man neben
ebenen Kurven auch algebraische Kurven zuldfit, die durch Gleichungen in mehr
als zwei Variablen definiert sind. (Es geniigen allerdings drei Variable.)

BEIspIEL 7: Die Riemannsche Fléche einer algebraischen Funktion:

Wir stellen uns vor, dafi eine irreduzible Polynomgleichung f(z,w) = 0 eine
algebraische Funktion z — w bestimmen sollte. In Wirklichkeit ist die Funktion
aber nur auf der Riemannschen Fldiche der algebraischen Funktion definiert: Wir
betrachten die Familie aller Paare (U, g), wobei U ein Gebiet in Cist und g : U —
C eine holomorphe Funktion mit f(z, g(z)) = 0 fiir alle z € U ist. Wir verkleben
zwei solche Paare (U, g) und (V,h) am Durchschnitt U NV, wenn U NV nicht
leer ist und g und h auf dem Durchschnitt {ibereinstimmen. Es resultiert eine
Riemannsche Fliche, die C fast ganz , bis auf endliche viele Verzweigungspunkte,
iiberlagert. Wenn wir unserer Flidche an den Verzweigungspunkten und bei co in
geeigneter Weise endliche viele Punkte hinzufiigen, erhalten wir eine kompakte
Riemannsche Flache. Wenn f(z,w) = 0 eine glatte (projektive) Kurve definiert,
erhalten wir die gleiche Riemannsche Fliache wie im letzten Beispiel.

Eine Variante des Riemannschen Existenzsatzes ist:

Satz 8.15 Jede kompakte Riemannsche Fldche ist Riemannsche Fliche einer
algebraischen Funktion. O

Wir werden im néichsten Abschnitt einen Spezialfall des Riemannschen Existenz-
satzes zeigen: Jede Riemannsche Fliche der Form C/(Zw; 4+ Zws) ist isomorph
zu einer glatten, ebenen, projektiven algebraischen Kurve.

9 Doppelt—periodische Funktionen

Literatur

[1] C.L. Siegel. Topic in Complex Function Theory, volume 1. Wiley—
Interscience; New York, London, Sydney, Toronto, 1969.
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9.1 Divisoren doppelt—periodischer Funktionen

Definition w; und wy seien zwei R-linear unabhdngige komplexe Zahlen. Wir
nennen eine auf C definierte meromorphe Funktion f doppelt—periodisch mit
Perioden w1,ws, wenn

f(2) = fz+w) = f(z+w)

fiir alle z € C.

Mit w; und ws sind auch alle Z-Linearkombinationen aus dem Periodengitter
I' = Zwy + Zwo

Perioden von f. f ist eindeutig bestimmt durch seine Werte auf dem Funda-
mentalbereich

OLJ]"‘(}.Jz

g

Doppelt—periodische Funktionen mit Periodengitter I" lassen sich auffassen
als Funktionen auf der Riemannschen Fliche C/T.

Wir halten in Folgenden ein Periodengitter I' fest und beniitzen die Bezeich-
nung
T=y
firz—yel.

Lemma 9.1 Holomorphe doppelt—periodische Funktionen sind konstant.

BEwEIs: Eine doppelt-periodische Funktion nimmt alle ihre Werte schon auf
P an. f ist also beschrankt durch max{|f(z)| | z € P} und daher nach dem
Liouvilleschen Satz konstant. O

Satz 9.2 Die Summe der Residuen einer doppelt—periodischen meromorphen
Funktion im Fundamentalbereich ist Null.

BEWEIS: Die meromorphe Funktion f hat im Fundamentalbereich nur endlich
viele Polstellen. Wir kénnen f so verschieben (das heifit durch f(z+a) ersetzen),
daB die Pole nicht auf dem Rand von P liegen. Die Summe der Residuen ist
dann %3{3 f(2)dz. Das Integral ist aber = 0, weil sich die Integrale iiber

gegeniiberliegende Seiten von P gegenseitig aufheben. O

51



Folgerung 9.3 Fine doppelt—periodische Funktion f # 0 hat (mit Vielfachhei-
ten gezihlt) im Fundamentalbereich ebenso viele Nullstellen wie Polstellen.

BEWEIS: (Zahl der Nullstellen) — (Zahl der Pole) ist die Summe der Residuen

f'(2)
von [HOR O

Folgerung 9.4 Eine nicht-konstante doppelt—periodische Funktion f nimmt (mit
Vielfachheiten gezihlt) jeden Wert in P! gleich oft an.

Null- und Polstellen einer doppelt—periodischen Funktion miissen einer wei-
teren Bedingung geniigen. Dazu brauchen wir eine Definition

Definition FEin Divisor ist eine mit Elementen von P indizierte Familie

(n(2).cp >

von ganzen Zahlen, von denen nur endlich viele # 0 sind. Der Divisor (f) =
(ny(2)),cp einer doppelt-periodischen Funktion f # 0 ordnet jedem z € P die
Vielfachheit der “Nullstelle” z von f zu:

n , wenn z n—fache Nullstelle von f
ng(z) =< —n , wenn z n—facher Pol von f
0 , sonst

Divisoren der Form (f) heiffen Hauptdivisoren.

Die Folgerung bedeutet, daf} fiir jeden Hauptdivisor

Z n¢(z) = 0.

zeP

Satz 9.5 Fiir jeden Hauptdivisor ist

Z ny(z)z=0.

zeP

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dal umgekehrt jeder Divisor, der

und erfiillt, ein Hauptdivisor ist.
BEWEIS: Bei Polen oder Nullstellen hat % hat einen einfachen Pol mit Resi-

duum ny(z). Das Residuum von %z ist also immer ns(z)z. Es folgt, da8

1 re,,
an(z)z—%ria[ B dz.

zeP

(Sollten Null- oder Polstellen auf dem Rand von f liegen, verschieben wir f
geeignet. Wegen dndert das nichts an der zu beweisenden Behauptung.) Die
Integrale {iber gegeniiberliegende Seiten von P heben sich nicht mehr auf. Das
Gesamtintegral berechnet sich aber als
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P [P,
W <10 oy e ) f(z)d)'

Weil die Bildkurve a(t) = f(twy) des unteren Randes von P geschlossen ist,
ist (wie in Beweis von [5.15])

1 w1 f/(z)

2ri o f(2)
die Umlaufszahl von o um 0, also eine ganze Zahl. Das gleiche gilt fiir
= [ ];((ZZ)). Der Ausdruck () ist also eine Z-Linearkombination von w; und
wa. O

Die Sitze und lassen sich so zusammenfassen:

Satz Fine doppelt—periodische Funktion hat ebensoviele Nullstellen aq,...,am
wie Pole p1,...,pm. Weiterhin gilt

a+...+am=p1+... +DPm-.

9.2 Funktionen mit vorgeschriebenen Null- und Polstel-
len

Wir wollen zuerst eine moglichst einfache nicht—konstante doppelt—periodische
Funktion angeben. Doppelt—periodische Funktionen mit einem einfachen Pol
und einer einfachen Nullstelle kann es nach dem letzten Satz nicht geben. Die
Weierstrafische p—Funktion hat einen doppelten Pol bei 0 und zwei einfache
Nullstellen ¢ und —a in P.

Satz 9.6 Die Reihe
1 1 1
@(z)=2+2(2—2>
# \E=)? y

ist auferhalb von T lokal gleichmdf$ig (absolut) konvergent und stellt eine mero-
morphe doppelt—periodische Funktion mit Periodengitter I' dar, die Weierstrafs-
sche p—Funktion. p ist eine gerade Funktion, das heifit, daff p(—z) = p(z). In
P ist 0 der einzige Pol (der Ordnung 2) von .

BEwEIS: Wir verwenden folgende Tatsache, die leicht zu beweisen ist, indem
man Summen durch Integrale abschétzt, die leicht zu berechnen sind:

Hilfssatz

1
2 -
(2) Z |m +nil]3 <

(m,n)€Z2\0
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Wenn || > |2z], ist

bt
(z=7)72 ~*

22 — 2z

32y
(2 =7)*y?

1.4
17

12z
?

Es geniigt also zu zeigen, dafl nyer ,Y%, absolut konvergiert. Lineare Algebra
zeigt, dafl es ein € > 0 gibt, so daf3

1
|mwy + nwa| ~ 6|m—|—ni|

fiir alle m,n € Z. Also sind wir auf das Problem reduziert, zu zeigen, dafl
I
13
(m,n)€EZ2\0 |m tn 1|

konvergiert,.
Die Funktion ¢(z + w1) wird durch die Reihe

Z ((z G —1w1>2>

(wobei hier 1 = 0) dargestellt. Es ist also

oo+ o) =3 (5 - o)

S\ (r—w)?

Wegen der absoluten Konvergenz berechnet sich das als

22 <(mw1 -il-nwg)Q T (m— 1)51 +nw2)2> => 0=

nEZ meZL

Die Ableitung ¢’ hat einen dreifachen Pol bei 0 und drei Nullstellen (mit
ihrer Vielfachheit gezéhlt) in P. Weil o' ungerade ist (d.h. ¢'(—z) = —p(z)),
sind diese drei Nullstellen 4+, 2 und “$¢2. Das sind (neben 0) gerade die
Elemente a von P mit a = —a und die einzigen Elemente von P, wo @ seinen
Wert zweifach annimmt.

Wir bezeichnen den Divisor, der bei a € P den Wert 1 und sonst iiberall den
Wert 0 hat, mit D(a). Wenn a ¢ P, meinen wir mit D(a) den Divisor D(a’),
wobei ¢’ € P und a’ = a.

Lemma 9.7 Wenn a+b+c =0 ist D(a)+ D(b) + D(c) — 3D(0) Divisor einer
Funktion der Form ap(z) + B¢’ (z) — 7.

BEWEIS:
Sei D = D(a)+ D(b) +D(—a—b) —3D(0) unser Divisor. Wir unterscheiden drei
Fiélle:
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1. a,bZ0und a b
Sei ax 4+ By = v die Gleichung einer Geraden, die durch die beiden Punkte
(p(a), p'(a)) und (p(b), ' (b)) geht. Dann sind @ und b Nullstellen von
f(z) = ap(z) + Bp'(2) — v und 0 ist ein zwei— oder dreifacher Pol von f.
Aus und folgt (f) = D.

2.a=b#0
Wir withlen « und (3, nicht beide gleich Null, so daf ap’(a) + B¢’ (a) = 0,
und setzen ap(a)+ B¢’ (a) = . Dann ist a (mindestens) doppelte Nullstelle
von f(z) = ap(z) + Bp'(z) — . 0 ist der einzige Pol von f in P, mit der
Vielfachheit 2 oder 3. Es bleibt nichts anderes iibrig, als daf (f) = D.

3. a=0oderb=0
Wenn a = b =0, ist D der Nulldivisor. Also ist (1) = D. Wenn b # 0, sei
v = p(b). Dann ist (p(z) —v) = D(b) + D(—b) — 2D(0) = D.

Folgerung 9.8 D(a) + D(b) — D(a + b) — D(0) ist ein Hauptdivisor.

BeWEIS: D(a)+ D(b) — D(a+b) —D(0) ist Differenz der beiden Hauptdivisoren
D(a) + D(b) + D(—a —b) —3D(0) und D(a +b) + D(—a — b) — 2D(0). O

Satz 9.9 Ein Divisor (n(z)),.p ist genau dann Hauptdivisor, wenn
d>.epnf(2)=0und 3> png(z)z =0.
BEWEIS: Aus folgt, daf}

D(a) + D) +D(c) — D(a+b+c) —2D(0)
= (D(a) +D(b) — D(a+b) — D(0))
+(D(a+b) +D(c) —D(a+b+c)—D(0))

Hauptdivisor ist. Oder allgemeiner, dafi alle
D(ar) + ...+ D(am) — D(ag + ...+ am) — (m — 1)D(0)
Hauptdivisoren sind. Wenn a1 + ...+ a,, = by + ... + by, ist also

D(ar) + ...+ D(am) — (D(b1) + ...+ D(bw))
= (D(a1)+...+Dlam) —Dlar + ...+ am) — (m — 1)D(0))
—(D1)+ ...+ D(by) = Dby + ...+ b)) — (m — 1)D(0))

Hauptdivisor. Das war zu zeigen. O

9.3 Der Korper der doppelt—periodischen meromorphen
Funktionen

Aus dem Beweis von [0.9] folgt, daB jede doppelt—periodische Funktion Quotient
von Produkten von Funktionen der Form ap(z) + B¢’ (z) — v ist. Der Koérper

C(C/T)
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der doppelt—periodischen Funktionen wird also erzeugt von p(z) und ©'(z). Ge-
nauer gilt:

Satz 9.10 Jede doppelt—periodische Funktion hat die Gestalt:

Qp(2)) + ¢'(2) R(p(2))

fiir zwei rationale Funktionen Q(x) und R(x).

BEWwWEIS: Jede meromorphe Funktion f ist Summe einer geraden Funktion
W und einer ungeraden W, die beide doppelt—periodisch sind,
wenn f doppelt—periodisch ist. Ungerade Funktionen lassen sich in der Form
©'(2)g(z) fiir eine gerade Funktion g schreiben. Es geniigt also zu zeigen, daf
jede gerade doppelt—periodische Funktion f eine rationale Funktionen von p(z)

ist.

Wir brauchen einen Hilfssatz

Hilfssatz Wenn f gerade ist, haben seine Nullstellen und Pole aus

w1 w2 w1+ w2
P[2] = e —
2= {o 5 2 g )

gerade Vielfachheit.

BeEwEIS: Wenn k ungerade ist, ist f(*) ungerade, und daher £ (a) = 0 fiir alle
a mit a = —a. Daraus folgt die Behauptung fiir Nullstellen. Fiir Pole betrachtet
man f1. O

Die Menge P’ enthalte fiir alle a € P\ P[2] genau eins der Element a oder —a.
Wenn wir Q(X) definieren durch

[T (X = p@y=@ J[ x-pb)™

aeP’ be P[O]\0

haben Q(p(z)) und f(z) den gleichen Divisor auf P\ 0 und daher, wegen 0.3
auch auf ganz P. Es folgt, dafl sich Q(p(z)) und f(z) nur durch einen Faktor
unterscheiden. O

Um den Kérper C(C/T') = C(p(z),'(2)) zu bestimmen, mufl man noch
herausbekommen, ob ©’(z) von p(z) algebraisch unabhingig ist, oder einer al-
gebraischen Gleichung geniigt. Wenn man den letzten Satz (und seinen Beweis)
auf ©/(z)? anwendet, sieht man aber, da8 ©'(z)? eine rationale Funktion von
p(z) sein muB. Der néchste Satz gibt diese Funktion an:

Satz 9.11 Seip; = p(4), p2 = p(2) und p3 = p(“1542). Dann ist fir alle z

©'(2)" = 4p(2) — p1)(p(2) = p2)(9(2) — p3)-
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BEWEIS: Beide Seiten haben im Fundamentalbereich die gleichen Pol-und Null-
stellen. N&mlich einen sechsfachen Pol bei 0 und bei 4+, “2 und “1£¢2 jeweils
eine doppelte Nullstelle. Die beiden Seiten konnen sich also nur durch einen
konstanten Faktor unterscheiden. Die Laurententwicklung von @(z) bei 0 be-
ginnt mit z~2, die Laurententwicklung von ¢’(z) mit —2273. Also beginnen die
Laurententwicklungen der rechten und linken Seite der behaupteten Gleichung

beide mit 42~9. O

Mit den Bezeichnungen

g1 = 4(p1+p2+ps)
g2 = —4(p1p2 + p2ps + pap1)
g3 = 4pipaps

ist also ,
0'(2)% = 4p(2)* — g19(2)® — g20(2) — gs.

Aus dem néchsten Satz folgt insbesondere, dafy g; = 0.

Satz 9.12 Sei 272 +a+b22+c2* +... der Anfang der Laurententwicklung von
p(2) bei 0. Dann ist a =0 und

(3) 0'(2)* = 4p(2)° — g29(2) — g3,
wobei go = 20b und g3 = 28c.

BEWEIS: a ist die Summe der konstanten Terme der Laurententwicklungen der
(ﬁ — 7%) (v € T'°). Diese Terme, die man ja durch Einsetzen von z = 0
erhilt, sind aber alle gleich Null.

6 ,—5 ,—4 ,—3 ,—2

Wir betrachten die Koeffizienten von 276,272 274 273,272,271, 20, der Lau-

rententwicklung von ¢'(2)?, p(2)%, p(z) und 1 :
P el e S P 2
2 4 [0 0] 0 =8| 0 |16
o(2)3 1 0 0 0 3b 0 3c
oz) o]0 00| 1o
1 0 0 0 0 0 0 1

Wenn man die erste Zeile mit 1, zweite mit —4, die dritte mit 20b und die vier-
te mit 28¢ multipliziert, ist die Summe aller Spalten gleich Null. Die Funktion
©'(2)? — 4p(2) + 20bp(z) + 28¢ hat also keine Pole und eine Nullstelle bei 0,
muf} also nach die Nullfunktion sein. O

Man kann auf g und g5 auf folgende Weise einfach aus w; und ws ausrechnen:
2b ist der konstante Term der Laurententwicklung von p”(z) bei Null, 24¢ der
konstante Term von ¢’ (z). Daraus ergibt sich

1
b:32¥

yere
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9.4 Die zugeordnete algebraische Kurve

Satz 9.13 Die Abbildung
2+ (p(2), ¢/ (2))

definiert eine Bijektion zwischen P\ {0} und der ebenen algebraischen Kurve

C = {(z,y) € C* | y* = 42® — gox — g3}.

BEWEIS:

Surjektivitit: p(z) nimmt jeden Wert zweimal an, ist also surjektiv. Wenn
(a,b) € C, gibt es also ein € P mit p(z) = a. Weil (a,p'(z)) € C, ist
(a,8) = (ple), ¢'(x)) oder (a,b) = (p(~z), ¢/ (=)).

Injektivitit: Wenn 2 # y und p(z) = p(y) ist x = —y und daher ¢’ (x) = —p'(y).
Weil  # —z, ist « keine Nullstelle von ’(z) und daher @' (x) # ¢ (y). O

0 € P sollte einem “unendlichen” Punkt von C' entsprechen. Um von solchen
Punkten sprechen zu koénnen, erweitert man C? zur projektiven Ebene

P*(C) = {(a:B:7) | (a,8,7) € C*\ 0}.

Dabei bestimmen die homogenen Koordinaten «, 3,y und o/, 3',+" denselben
Punkt

(a:B:7)=(":8:9),
wenn der Vektor (o/,3’,7") ein Vielfaches von (a,3,7) ist. Ein Punkt (z,y)
von C? hat die homogenen Koordinaten (z : y : 1), die neuen unendlichen
Punkte Koordinaten (z : y : 0). In homogenen Koordinaten hat C' die homogene
Gleichung

(4) yPz = 4a® — gox2?

— 932’3.
In P?(C) hat die “projektive” Kurve C' den neuen Punkt (0 : 1 : 0), der nun
tatsdchlich 0 € P entspricht, wie man der Gleichung

(p(z): 9'(2): 1) = (g/((i)) i1 p’tz))

entnimmt.

Weil die drei Nullstellen p(%4), (%) und p(“4542) von 423 — gy — g5 paarweise
verschieden sind, ist C glatt (auch im unendlichen Punkt). Die im Satz beschrie-
bene Bijektion ist ein Biholomorphismus zwischen C/I" und der Riemannschen
Fldche C. (Siehe Beispiel 6 auf Seite [601)

Die Bijektion mit C/T" gibt C die Struktur einer abelschen Gruppe: Man
definiert @ durch

(p(21), 9 (21)) ® ((22), 9’ (22)) = (p(21 + 22), 9 (21 + 22)).-
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Der niichste Satz zeigt, dafi die Koordinaten von (x1,y1) @ (22,y2) rationale
Funktionen von 1, y1, T2, y2 sind. Wir beschrinken uns auf die x—Koordinate.

Satz 9.14 (Additionstheorem fiir die p—Funktion) Fir alle 21,25 € C\T
mit z1 # zo gilt

i <@'(Zz) — (1)

2
21+ 22) =~ —plz1) — plz

e +20) = (S EN) o) - )

BEwEIS: Im Beweis von (Fall [Tl sieht man, daf§ eine Gerade y = ax + b, die

C in (z1,y1) = (p(21), p'(21)) und (z2,y2) = (p(22), 9’ (22)) schneidet, C' auch
in

(23,93) = (p(—21 — 22), 9’ (=21 — 22))

schneidet. Wenn man x3 = p(z1 + 22) aus g, Yo, <1, y1 berechnen will, mufl man
die Gleichung dritten Grades

42° — (az 4+ b)*> — gox — g3 =0

16sen, von der man zwei Losungen, namlich xy und x1, schon kennt. Der Zerle-

gung
42 — (ax +)? — gox — g3 = 4(x — 21)(x — 22)(x — 23)

entnimmt man a2 = 1 + x5 + 3. Weil a = %, ist also

4
2
1 (yz—y1>
r3=— | — — 1 — T2.
4 X9 — I

O

Mit dem gleichen Beweid (man verwendet aber vom Beweis von den
Fall 2) sieht man:

Zusatz Fir alle z € C\T

o(2) = | (i(())) - 2p(2)

O

Die rechte Seite 148t leicht durch p(z) und @’(z) ausdriicken, weil (wie sich aus
@) durch Ableiten ergibt)

1 _ 2 92
o(2) = gl — 2.

BEIsPIEL: Wenn man gliicklich zwei rationale Losungen von
=43 —x+1

gefunden hat, zum Beispiel (0,1) und (1, 2), liefert unsere Formel eine dritte:



S e ot \\

mit y3 = —i.

Die Differentialform dz entspricht beim Isomorphismus zwischen C/T" und

C' der Differentialform
1 dx B %

o
d
€ 9=y

d

Sei I(w) = z eine lokale Umkehrfunktion von p(z) = w. Die Ableitung von
I berechnet sich als
d 1 1
I'w) = — = -

Cdw 9 A —gow— g5

Die Berechnung sogenannter elliptischen Integrale wie zum Beispiel

1
/ dw
VAw? — gow — g3
war der Ausgangspunkt der Theorie der doppelt—periodischen Funktionen.

Wenn man in C' den Punkt oo mit (p(z0), 9’ (20)) durch eine Kurve a ver-
bindet, erhilt man zo € C/T" zuriick als

dx
zZ0 = —.
Y
[e%
Wenn man oo und (p(z), ' (20)) in C mit einer anderen Kurve verbindet, &ndert
sich der Wert des Integrals nur um ein Element von I'. Man kann auf diese Weise
zeigen, dafl man jede glatte, durch eine Gleichung y? = 3 + bz + ¢ gegebene

14Man erhilt die Formel auch durch Grenziibergang z; — z2 aus dem Additionstheorem.
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Kurve fiir geeignete Perioden wi und ws aus Satz[0.13] erhélt. Derartige Kurven
heiflen elliptisch.

Wenn b und c¢ rationale Zahlen sind, bilden die rationalen Punkte (inklu-
sive 0o0) einer elliptischen Kurve auf die oben beschrieben Weise eine abelsche
Gruppe. Der Satz von Mordell besagt, da3 diese Gruppe endlich erzeugt ist.
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