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Vorbemerkung

Diese Vorlesung iiber Stabilitatstheorie ist die Fortsetzung einer Vorlesung iiber
Modelltheorie, die Bernhard Herwig im Wintersemester 95/96 in Freiburg ge-
halten hat.

Der Vorlesung fehlt ein letztes Kapitel iiber streng minimale Mengen. Die knap-
pe Zeit hat leider nicht gereicht.

In einer spiteren Version wird das Skript mehr Beispiele enthalten. Ins-
besondere eine Diskussion von Begriffen der algebraischen Geometrie und von
differentiell abgeschlossenen Korpern.



Kapitel 1

Der Satz von Morley

Wir halten in diesem Abschnitt eine abzédhlbare Sprache L und eine vollstéandige
L-Theorie T fest, die nur unendliche Modelle hat.

Aus dem Satz von Lowenheim—Skolem folgt:
Bemerkung 1.0.1
T hat Modelle jeder unendlichen Méchtigkeit k.

T heifit k—kategorisch, wenn T" (bis auf Isomorphie) nur ein Modell der Méch-
tigkeit x hat. Ein Modell M heifit k—kategorisch, wenn seine vollstdndige Theorie
Th(M) r—kategorisch ist.

Wir beweisen in diesem Kapitel

Satz 1.0.2 (Morley [6])
T ist entweder in allen oder in keiner iiberabzdhlbaren Kardinalzahl kategorisch.



1.1 w-stabile Theorien

T heift w—stabil, wenn es tiber jeder abzéhlbaren Parametermenge nur abzéahlbar
viele 1-Typen gibt. Wir wollen zeigen, dafl Theorien, die in einer iiberabz&hl-
baren Kardinalzahl kategorisch sind, w—stabil sind.

Definition 1.1.1

Sei I eine lineare Ordnung und M eine L-Struktur. Eine Folge (a;);e; von paar-
weise verschiedenen Elementen von M ist eine Folge von Orderindiscernibles,
wenn fiir je zwei aufsteigende Folgen i1 < ... < iy, j1 < ... < jx von Indices
und alle L-Formeln ¢

M |:¢)(ai1,‘..al-k) — gzb(ajl,...ajk)

Lemma 1.1.1
T hat fiir alle I Orderindiscernibles vom Ordnungstyp I.

BEWEIS:

Wir erweitern L um neue Konstanten ¢; (i € I). Mit ¢ und d notieren wir
Tupel ¢;,,...c;, mit echt aufsteigenden Indizes. Wir miissen zeigen, dafl die
Aussagenmenge

TU{¢(€) < ¢(d) | ¢, d eI, ¢ L-Formel} U{c; #c;|i#j}

endlich erfiillbar ist. Dazu kénnen wir annehmen, daf§ I die Ordnung der natiir-
lichen Zahlen ist und die Stelligkeit der Tupel ¢, d die feste Zahl k. Sei A eine
endliche Menge von L-Formeln ¢(x1,...,z) und ag, ay, ... paarweise verschie-
dene Elemente eines T-Modells M. Die Aquivalenzrelation

{ii<...<igp~{n <...<jp} <=
M E ¢(aiy, ..., ai,) < ¢(aj,,...,a;) fir allep € A

teilt die Menge alle k—elementigen Teilmengen von w in héchstens 2141 Klassen
ein. Nach dem Satz von Ramsey gibt es eine unendliche homogene Teilmenge J
von w, fiir die also

{ila"'vik}'\“{jlv'u,jk}
fiir alle iy < ... <ig, j1 <...<jr € J. (M, a;)ies ist jetzt ein Modell von

TU{6(@) < ¢d) | del, pc Ay U{ci#c;|i#j)}

Usune 1.1.1

I und J seien zwei unendliche lineare Ordnungen, (a;)cs eine Folge von Ele-
menten des Modells M. Dann gibt es ein Modell N mit einer Folge (b;);c.; von
Indiscernibles mit folgender Eigenschaft: Wenn fiir eine Formel ¢(x) und ein
aufsteigend indiziertes Tupel b

N = (b),

dann gibt es ein aufsteigend indiziertes Tupel @ mit M = ¢(a).



Lemma 1.1.2
T hat fiir alle k ein Modell, in dem iiber jeder abzdhlbaren Parametermenge nur
abzéhlbar viele Typen realisiert sind.

BEWEIS:
Sei TSk die Skolemisierung von T.

TSk ist eine LS%-Theorie mit folgenden Eigenschaften:

1. T c TSk
2. Jedes Modell von T 1é8t sich zu einem Modell von T5* expandieren.
3. LS ist abzihlbar.

4. TS* ist universell und hat Quantorenelimination.

Man erhilt 7% aus 7T, indem man fiir jede quantorenfreie L-Formel
&(zo, ..., xy,) ein n—stelliges Funktionszeichen fy einfiihrt und das Skolemaxiom

V... 2 (Frod(xo, ... 2n) = (fo(z1, .. Tn), T1,. .., 20))

zu T hinzufiigt. Diesen Prozess iteriert man abzéhlbar oft, bis es fiir jede quan-
torenfreie Formel ¢ aus L5 ein Funktionszeichen fe und ein Skolemaxiom gibt.

Sei nun N5¥ ein Modell von 7% mit Ordnungsindiscernibles (aq)aer. Die
von {aq }acx erzeugte Unterstruktur

Mk = {t(anys- - aa,) |1, 0 €K, tLSkaerm}

ist eine elementare Unterstruktur der Méchtigkeit . Sei A eine abzéhlbare Teil-
menge von M5¥. Wir wollen zeigen, daf in MS¥ nur abzihlbar viele Typen iiber
A realisiert sind. Wir wéhlen eine abzihlbare Teilmenge J von k sodafl A im
Erzeugnis von
B:= {aa}aeJ
liegt. Weil fiir alle b
tp(b/B) F tp(b/A),

geniigt es zu zeigen, daf} iiber B nur abzdhlbar viele Typen realisiert sind. Fiir
jeden LSk-Term t ist der Typ tp(t(aa,,---,aq, )/B) bestimmt durch den Typ
des k—tupels (aqy,.--,0aq,) iber B. Weil aber die a, Ordnungsindiscernibles
sind, sind diese Typen bestimmt durch die Lage der Indizes aq, ..., ay relativ
zu J. Als abzdhlbare Wohlordnung hat J aber nur abzihlbar viele Schnitte. O

Folgerung 1.1.3
Wenn T in einer tiberabzédhlbaren Kardinalzahl k kategorisch ist, ist T" w—stabil.

BEWEIS:

Wenn T nicht w-stabil ist, gibt es ein Modell M mit einer abzédhlbaren Para-
metermenge A, iiber der wy—viele Typen realisiert sind. Wir kénnen annehmen,
dafi M die Michtigkeit x hat. Wegen Lemma [[LT.2]ist T" nicht k—kategorisch. O



Definition 1.1.2

Sei A eine unendliche Kardinalzahl. T heifit A—stabil, wenn es in jedem Modell
von T iiber jeder Parametermenge der Méchtigkeit A hdchstens \ viele 1-Typen
gibt.

Lemma 1.1.4
Wenn T w—stabil ist, ist T A—stabil fiir jedes A.

BEWEIS:

Sei M ein Modell von T und A C M eine Menge der Méchtigkeit A, iiber der
es mehr als A viele Typen gibt. Wir nennen eine L(A)-Formel grof, wenn sie
zu mehr als A vielen Typen aus S;(A4) gehort. Weil |A| < A, gehort jede grofie
Formel ¢ zu mehr als A\ vielen Typen, die nur grofle Formeln enthalten. Man
schlief3t, dal ¢ zwei disjunkte grofie Formeln enthlt.

Man kann also einen bindren Baum

(¢‘9)S€2<“’

aus groflen Formeln konstruieren, fiir die

1. M s — ¢s (i < 2)
2. M ): j(QJ)SO /\¢sl)~

Sei B eine abzihlbare Teilmenge von A, die alle Parameter der ¢, enthélt. Fiir
jeden Pfad o € 2¥ sei p, ein Typ iiber B, der alle ¢4 mit s C o enthélt. Die 2¥
vielen p, sind paarweise verschieden. O

Lemma 1.1.5
Sei k iiberabzdhlbar. Wenn T k—stabil ist, hat T fiir jedes 1 < k ein Modell der
Miéchtigkeit x, das pu—saturiert ist.

BEWEIS:

Konstruiere eine stetige elementare Kette (Mq)qe,+ von Modellen der Méchtig-
keit k, sodal in M,yq jeweils alle Typen iiber M, realisiert sind.
M =< + Mo hat die Michtigkeit x und ist " —saturiert. O

Folgerung 1.1.6
T ist genau dann k—kategorisch, wenn alle Modelle der Méchtigkeit k saturiert
sind.

BEWEIS:

Die Behauptung gilt auch fiir kK = w. Wir nehmen aber zuerst an, daf§  iiberab-
zéhlbar ist. Wenn alle Modelle der Méchtigkeit x saturiert sind, ist 7" natiirlich
k—kategorisch. Wenn T k—kategorisch ist, miissen wir zeigen, dal T' ein satu-
riertes Modell der Méchtigkeit x hat. Wegen Lemma und [LTAlist T aber
k—stabil. Das Modell der Michtigkeit x ist daher pt-saturiert fiir alle u < &
und damit saturiert.



Wenn T' w—kategorisch ist, gibt es nur endlich viele Typen iiber jeder endli-
chen Parametermenge. Damit 148t sich ein abzéhlbares saturiertes Modell kon-
struieren. O



1.2 Primerweiterungen

Eine Struktur M heifit Primerweiterung der Teilmenge A, wenn sich jede ele-

mentare Abbildung A — N zu einer elementaren Einbettung M =, N fort-
setzen 1af3t.

Satz 1.2.1
Fiir eine (abzihlbare) Theorie sind édquivalent:

a) Jede Parametermenge hat eine Primerweiterung. (Man sagt: T hat Primer-
weiterungen. )

b) Uber jeder Parametermenge A sind die isolierten Typen dicht im Typenraum

S1(A).

BEWEIS:
bl = m Sei A eine Teilmenge des Modells M. Wir wihlen eine Folge (by)ae
von Elementen von M, sodafl (mit der Bezeichnung B, = {bs | 8 < a})

1. alle tp(bn/AB,) isoliert sind,

2. kein Element von M \ B, atomar iiber AB,, ist.

Aus der Maximalitit folgt, daB A C B,. Wegen [b) wird jede konsistente
L(AB,)-Formel von einem Element in M realisiert, das atomar iiber AB,, ist

und wegen 2 in B, liegt. Mo = B,, ist also eine elementare Unterstruktur von
M.

Die Eigenschaft [Il hat zur Folge, dafl My Primerweiterung von A ist: Jede
elementare Abbildung f : A — N ldt sich durch sukzessives Realisieren der
isolierten Typen ¢(tp(ba)/AB,) zu einer elementaren Einbettung g : My — N
fortsetzen.

m=[[0 Nehmen wir an, daf iiber A die isolierten Typen nicht dicht sind. Es
gibt also eine konsistente L(A)-Formel ¢q(z), unter der es fiir jede konsistente
L(A)-Formel ¢(x) eine L(A)-Formel ¢ (x) gibt, fiir die ¢ A ¢’ und ¢ A —=¢’ beide
konsistent sind. Sei Ag eine abziahlbare Teilmenge von A, in der die Parameter
von ¢p(x) liegen, und so, dafl die Klasse der L(Aq)-Formeln unterhalb von ¢q(x)
unter der Operation ¢ — ¢ abgeschlossen istl. In der abzihlbaren Theorie
T4, = Th(M, a)aea, liegen die isolierten Typen nicht dicht. T4 hat daher kein
Primmodel, was bedeutet, dafl Ay keine Primerweiterung hat. O

Eine Primerweiterung der Gestalt B, nennt man konstruktibel. Der Beweis
zeigt, dal, wenn die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, jede Parameter-
menge eine konstruktible Erweiterung hat.

1Sei (Mo, Ag) eine abzihlbare elementare Unterstruktur von (M, A), fiir die Ag die Para-
meter von ¢g enthélt. Dann hat Ag die gewiinschten Eigenschaften.



Folgerung 1.2.2
Wenn T w—stabil ist, hat jede Menge von Parametern A eine Primerweiterung,
die atomar iiber A ist.

BEWEIS:

Wenn die L(A)-Formel ¢ nicht zu einem isolierten Typ gehort, kann man wie
im Beweis von [[LT.4] unterhalb von ¢ einen biniren Baum von Formeln bauen.
Es geniigt also zu zeigen, dafl konstruktible Erweiterungen atomar iiber A sind.
Nehmen wir an, daf alle b, atomar iiber AB,, sind, wobei B, = {bg | 5 < a}.
Wir zeigen durch Induktion iiber «, daB fiir alle b € B,, das Tupel b,b atomar
iiber A ist: Wir erweitern b zu einem Tupel ¢ € B, sodafl b, atomar iiber Ac
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ atomar iiber A. Also ist b,¢ und damit
auch das Teiltupel b,b atomar iiber A. O

Satz 1.2.3

Wenn T w-stabil ist, hat jedes iiberabzédhlbare Modell M eine echte elementare
Erweiterung N, in der iiber keiner abzihlbaren Teilmenge von M neue Typen
realisiert werden.

BEWEIS:

Weil man sonst einen bindren Baum von Formeln konstruieren kénnte, gibt es
eine L(M)-Formel ¢g(z), die in M von iiberabzihlbar vielen Elementen erfiillt
wird und die minimal mit dieser Eigenschaft ist: Fiir alle L(M)-Formeln ¢ (x)
ist (¢po A 9)(M) oder (po A —1p) (M) abzdhlbar.

Die Formelmenge

p(z) = {¥(x) | (¢pg A )(M) iiberabzihlbar}

ist ein Typ iiber M, der in M nicht realisiert wird. Weil jede Formel aus p von
allen, bis auf eine abzidhlbare Ausnahmemenge, Elementen von ¢(M) erfiillt
wird, wird jede abzdhlbare Teilmenge von p in M realisiert.

Sei b eine Realisierung von p und N eine atomare Primerweiterung von
M U {b}. Betrachte ein beliebiges Element ¢ € N. Fixiere eine Formel x(b,y),
die den Typ tp(c/M U {b}) isoliert. Dann ist fiir jede L(M)-Formel ¢(y)

¢(y) € tp(c/M) <= ¢'(z) € p,

wobei ¢'(z) = Yy x(x,y) — ¢(y). Wenn nun A eine abzihlbare Teilmenge von
M ist, gibt es ein V' € M, das

{Fux(a,y)} U{d'(x) | 6(y) € tp(c/A)}

realisiert. Wihle ¢/ € M mit M | x(V/, ). Dann realisiert ¢’ den Typ tp(c/A).
O

Folgerung 1.2.4
Wenn T in einer iiberabzédhlbaren Kardinalzahl kategorisch ist, ist T" auch in wy
kategorisch.



BEWEIS:

Wenn T nicht w;—kategorisch ist, gibt es ein Modell M der Michtigkeit wy, das
nicht saturiert ist. Mit Hilfe von konstruiert man aus M Modelle jeder
iiberabzihlbaren Michtigkeit x, die nicht w;—saturiert sind. Aus folgt, daf3
T in keinem x kategorisch ist. O

Ein Modell M heifit minimale Erweiterung der Teilmenge A, wenn M keine
echte elementare Unterstruktur hat, die A enthilt.

Lemma 1.2.5
Wenn T Primerweiterungen hat, sind minimale Erweiterungen prim und, als
Primerweiterungen, eindeutig bestimmt.

BEWEIS:
Klar. O
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1.3 Vaughtsche Paare

Sei M < N eine echte elementare Erweiterung und ¢(z) eine L(M)-Formel und
¢(M) unendlich. Im Allgemeinen wird ¢(M) eine echte Teilmenge von ¢(INV)
sein. Wenn ¢(M) = ¢(N) nennt man M < N ein Vaughtsches Paar fir ¢(x).

Eine Umformulierung ist

Bemerkung 1.3.1

Sei ¢(x) eine Formel ohne Parameter, die eine unendliche Teilmenge definiert.
Dann hat T' genau dann kein Vaughtsches Paar fiir ¢(x), wenn jedes Modell M
minimale Erweiterung von ¢(M) ist.

Satz 1.3.2
Wenn T ein Vaughtsches Paar fiir ¢(x) hat, hat T ein Modell M der Méchtigkeit
w1, tiber dem ¢(x) definiert ist und ¢(M) abzédhlbar ist.

BEWEIS:

Wir kénnen annehmen, dafl ¢ keine Parameter enthélt; sonst nehmen wir Kon-
stanten fiir die Parameter in die Sprache auf. Sei My < Ny ein Vaughtsches
Paar fiir ¢(z). Wir zeigen zuerst, dal wir annehmen konnen, dafi My und Ny
abzahlbar und w—homogen und isomorph sind.

Dazu betrachten wir die Struktur
syt() - (N07 M0)7

in der My die Ausdehnung eines unéren Pridikats ist. Sei 9y = (N7, My) spezi-
ell und elementar dquivalent zu My. Dann ist M; < N7 ein Vaughtsches Paar fiir
¢(x) und zusétzlich sind M; und Np isomorph. Sei fi : Ny — M; ein Isomor-
phismus. Die Bemerkung nach dem néchsten Lemma liefert uns eine abzéhlbare,
w-homogene Struktur

(N2, Ma, fo) = (N1, My, f1).

Wir erhalten so ein Vaughtsches Paar My < Ny fiir ¢(x), fir das My und Ny
abzahlbar, w—homogen und isomorph sind.

Wir konstruieren jetzt eine stetige elementare Kette (M, )acw,, sodaf fiir
alle o
(Ma+17 Ma) = (N()a MO)

Diese Konstruktion iiberlebt die Limesschritte, weil die Vereinigung von abzahl-
bar vielen Modellen, die isomorph zu My sind, wieder w—homogen ist und die
gleichen n—Typen wie M realisiert. Fine solche Vereinigung ist also nach dem
néchsten Lemma wieder isomorph zu My. M, , die Vereinigung der M, ist das
gewiinschte Modell, weil ¢(M,,,) = ¢(My) abzihlbar ist. O

Lemma 1.3.3
1. T hat ein abzédhlbares w—homogenes Modell.

11



2. Zwei abzdhlbare w—homogene Modelle sind genau dann isomorph, wenn
sie fiir alle n die gleichen Typen aus S, () realisieren.

BEWEIS:

[l Man findet das gesuchte Modell als Vereinigung einer elementaren Kette My <
M; < ... von abzihlbaren Modellen, die fiir alle ¢ die folgende Eigenschaft
haben: Fiir alle @,b € M;, die denselben Typ haben und fiir jeden Typ p(z,a),
der in M; realisiert ist, ist der Typ p(z,b) in M;; realisiert.

Bl My und M; seien w—homogen und fiir alle n seien in My und M; die glei-
chen n—Typen realisiert. Wir zeigen, dafl man jeden endlichen partiellen Isomor-
phismus zwischen My und M; schrittweise fortsetzen kann. Wenn My und M,
abzéhlbar sind, folgt dann My = M;. Seien also @y und a; zwei Tupel aus My
und M, die den selben Typ haben, und sei ein Element by aus M vorgegeben.
Nach Voraussetzung ist der Typ tp(@pbp) auch in M; realisiert, sagen wir durch
@y b). Weil M; w-homogen ist, findet man by € My, sodaB tp(@;b}) = tp(aiby).
Es folgt tp(aoboy) = tp(a1b). O

Der Beweis von[Il liefert auch das folgende: Sei Lg eine Teilsprache von L. Dann
hat T ein abzdhlbares Modell M, fiir das M | Ly w—homogen ist.

Folgerung 1.3.4
Wenn T wy—kategorisch ist, hat T kein Vaughtsches Paar.

BEWEIS:
Ein Modell der Méchtigkeit wi, mit einer abzéhlbar unendlichen definierbaren
Teilmenge, kann nicht saturiert sein. Verwende jetzt [[L1.6] O

Folgerung 1.3.5
Sei T' wy—kategorisch, M ein Modell und ¢(M) eine iiber A C M definierbare
unendliche Teilmenge. Dann ist M —eindeutig bestimmte— Primerweiterung von

AU G(M).

12



1.4 Streng minimale Mengen

Definition 1.4.1

A sei eine Teilmenge und a ein Element des Modells M. a heifit algebraisch
iiber A, wenn a zu einer endlichen (“algebraischen”) A-definierbaren Menge
¢(M) gehirt.

Der algebraische Abschlufl von A in M, ist die Menge
acl™ (A)
aller iiber A algebraischen Elemente von M.

Bemerkung 1.4.1
1. Acac™(A)

2. acl™(A) ist die Vereinigung aller acl™ (Ay), wobei Aq alle endlichen Teil-
mengen von A durchliuft.

3. acl™(acl™ (A)) = acl™ (A).

Der Typ tp(a/A) eines (iiber A) algebraischen Elements heifit algebraisch.

Usung 1.4.1
1. Algebraische Typen sind isoliert.

2. Sei A C M und M geniigend saturiert. Dann ist p € S1(A) genau dann
algebraisch, wenn p(M) endlich ist.

Man nennt die Zahl deg(p) der Realisierungen eines algebraischen Typs p den
Grad von p. Der Grad von tp(a/A) ist die Zahl der Konjugierter von a iiber
A in geniigend saturierten Modellen.

Definition 1.4.2

Eine unendliche definierbare Teilmenge ¢(M) von M heifit minimal, wenn jede
definierbare Teilmenge von ¢(M) endlich oder koendlich in ¢(M) ist. Eine For-
mel ¢(x) heifit streng minimal, wenn in allen Modellen M, die die Parameter
von ¢(z) enthalten, ¢(M) minimal ist.

UBUNG 1.4.2

Sei M ein Modell und ¢(z) iiber M definiert. Dann ist ¢(z) genau dann streng
minimal, wenn ¢(M) minimal ist, und wenn es fiir alle L-Formeln ¢ (x,7) eine
Schranke k gibt, soda$ fiir alle @ € M, die Menge ¢(M) N (M, a), falls sie
endlich ist, hochstens k viele Elemente hat.

Lemma 1.4.2
Wenn T w-stabil ist, enthélt jede unendliche definierbare Teilmenge von M eine
minimale Menge ¢(M). Wenn M w—saturiert ist, ist ¢(x) streng minimal.

2Ein Automorphismus von M heit Automorphismus iiber A, oder A-Automorphismus,
wenn f die Menge A punktweise festhélt. Zwei Elemente a und b sind iiber A konjugiert (in
M), wenn es einen A—Automorphismus von M gibt, der a in b iiberfiihrt.

13



BEWEIS:

Wenn ¢ (M) keine minimale Menge enthélt, konnte man, mit ¢o(z) beginnend
einen bindren Baum von Formeln definieren, die alle unendliche Teilmengen von
M definieren. Wenn ¢(z) nicht streng minimal ist, gibt es L-Formeln ¢;(x,7)
und ¢o(z,7y) und Parameter 77 und T2 in einer elementaren Erweiterung N
von M sodafl ¢1(N, 1) und ¢o(N,ms) disjunkt sind, unendlich und in ¢(N)
enthalten. 72; und 7, realisieren also den Typ

p(y1,92) = {Vz=(d1(z,y1) A pa(x,y2))}

U {3z iz, 1) | n <w}

U {3z da(w, 1) | n < w}

U {Vz é1(z,91) — (=)}

U {Vz ¢2(z,92) — ¢(x)}
(Y1, y2) ist in M nicht realisiert, M kann also nicht w—saturiert sein, wenn ¢(z)
nicht streng minimal ist. g
Lemma 1.4.3

¢(M) ist genau dann minimal, wenn ¢(x) zu genau einem nicht—algebraischen
Typ tiber M gehort.

BEWEIS:

Die algebraischen Typen iiber M sind genau die realisierten Typen tp(m/M)
(fiir m € M). ¢(x) gehort also genau dann zu einem nicht—algebraischen Typen
p, wenn die Formelmenge

{o(@)}U{z #m[me M}

endlich erfiillbar ist, das heifit, wenn ¢(M) unendlich ist. p ist genau dann
eindeutig bestimmt, wenn ¢(M) nicht zwei disjunkte unendliche definierbare
Mengen enthélt. O

Ein nicht-algebraischer Typ, der eine streng minimale Formel enthélt, heifit
streng minimal. Wir haben eben bewiesen, dafl jede streng minimale L(A)-
Formel zu genau einem streng minimalen Typ iiber A gehort.

Definition 1.4.3
Ein nicht-algebraischer Typ p € S1(A), der fiir alle B O A genau eine nicht
algebraische Erweiterung auf S;(B) hat, heifit minimal.

BEISPIEL

T sei die Theorie einer Struktur M = (M, Py, P»,...), in der die P; eine echt
absteigende Folge von Teilmengen ist. Der Typ p € S;()), eines Elements im
Durchschnitt der P; ist minimal. Aber nicht streng minimal, wenn alle P;;
kounendlich in P; sind.

Folgerung 1.4.4
Streng minimale Typen sind minimal. O

14



Definition 1.4.4

A C B seien Parametermengen. q € S1(B) zerfillt iiber A, wenn es eine L(A)—
Formel v (z,%) gibt und zwei Tupel b, b e B, die denselben Typ iiber A haben,
sodaB 1(z,b) zu q gehort, nicht aber 1/1(x,5/).

Lemma 1.4.5
Sei p € S1(A) minimal, B eine Erweiterung von A und q(x) € S;1(B) die eindeu-
tig bestimmte nicht-algebraische Fortsetzung von p. Dann zerfillt g nicht iiber

A.

BEWEIS:

Sei B in dem geniigend saturierten Modell M enthalten und sei ¢ die nicht—
algebraische Fortsetzung von p auf M. Dann tiberfithrt jeder A—Automorphis-
mus von M den Typ ¢ in sich. O

Satz 1.4.6
Sei tp(b/A) minimal und tp(b/Aa) nicht-algebraisch. Wenn dann a algebraisch
tiber Ab ist, ist a schon algebraisch iiber A.

BEWEIS:

Wir zeigen, dafl deg(a/Ab) = deg(a/A): Seien ay, .. ., a, Konjugierte von a iiber
A. Wihle V', das tp(b/A) realisiert und nicht algebraisch iiber Aag,...,ay ist.
Dann haben alle a;b’ denselben Typ iiber A wie ab. Also hat ag iiber Ab’ und
damit auch a iiber Ab mindestens k + 1-viele Konjugierte. O

Sei ¢(x) eine streng minimale Formel ohne Parameter. Wir definieren einen
Abschluloperator cl : P(p(M)) — P(p(M)) durch

cl(A) = ac™ (A) N p(M).

Folgerung 1.4.7
cl ist ein Abschluloperator im Sinn von van der Waerden (oder ein Matroid ):
Fiir alle A C ¢(M) und a,b € ¢p(M) gilt

1. ACc(A)

2. cl(A) ist die Vereinigung aller cl(A’), wobei A" alle endlichen Teilmengen
von A durchlduft.

3. cl(cl(A)) = cl(A).
4. Austauscheigenschaft.
a € cl(Ab) \ cl(4) = b € cl(Aa)

Eine Teilmenge U eines Matroids (X, cl) heifit unabhingig, wenn

u ¢ cl(U\ {u})
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fir alle w € U. E ist ein Erzeugendensystem, wenn
X =cl(E).
Ein unabhingiges Erzeugendensystem ist eine Basis von X. Man zeigt leicht:
Satz 1.4.8
Sei (X, cl) ein Matroid.

1. Wenn U eine unabhéngige Teilmenge des Erzeugendensystems F ist, gibt
es eine Basis B mit
UCBCE.

2. Alle Basen haben die gleiche Zahl von Elementen, die Dimension
dim(X)

von X.

O
Sei ¢(x) eine streng-minimale Formel ohne Parameter. Die Dimension des
oben definierten Matroids (¢(M), cl) nennt man die ¢—Dimension
dimg (M)
von M.
Wenn ¢(x) iiber Ag C M definiert ist, nennt
dimg(Ma,)

die ¢—Dimension von M {iiber Ag. Wenn klar ist, welche Parametermenge Ay
gemeint ist, schreibt man auch einfach dimg(M).

Der AbschluBoperator des Matroids ¢(M, ) ist gegeben durch cl(A) = acl™ (44U
A) N ¢(M).

Satz 1.4.9

Sei ¢(x) iiber Ay definiert und streng minimal. M und N seien zwei Modelle, die
Ag enthalten. Dann gibt es genau dann eine Ag—elementare Bijektion zwischen
d(M) und ¢(N), wenn M und N die gleiche ¢—Dimension iiber Ay haben.

BEWEIS:
Eine Ao-elementare Bijektion zwischen ¢(M) und ¢(N) bildet Basen auf Basen
ab. Damit ist die eine Richtung der behaupteten Aquivalenz klar.

Wir zeigen zuerst zwei Hilfsbehauptungen:

Sei p € S(A) minimal. Dann haben alle n—Tupel von Realisierungen von p,
die tiber A acl-unabhdngig sind, denselben Typ.
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Beweis: Seien by - - - b,, und ¢; - - - ¢, zwei solche n-Tupel. Nach Induktionsannah-
me ist die Abbildung f : Aby---b,_1 — Acy---c¢,_1 elementar. Sei ¢ der Typ
von by, iiber Aby ---b,_; und r der Typ von ¢, iiber Acy---¢p—1. f(g) und r
sind beide nicht—algebraisch und Fortsetzungen von p. Also ist f(g) = r und
by---by, — c1---c, ist A—elementar.

Jede elementare Bijektion f : B — C setzt sich zu einer elementaren Bijek-
tion g : acl(B) — acl(C) fort.

Beweis: Sei g eine beliebige elementare Fortsetzung von g auf acl(B). Die Ele-
ment von g(acl(B)) sind algebraisch iiber g(B) = C'. Also ist g(acl(B)) C acl(C').
Wenn man die Seiten vertauscht, sieht man, daf g(acl(B)) = acl(C).

Wenn nun ¢(M) und ¢(N) die gleiche Dimension iiber Ay haben, gibt es
zwei Basen U und V von ¢(M) bzw. ¢(N). Sei f : U — V ein Bijektion. Aus
der ersten Hilfsbehauptung folgt, dafl f Ag—elementar ist. Wegen der zweiten
Hilfsbehauptung setzt sich f fort zu einer elementaren Bijektion g : acl(AU) —
acl(AV). g bildet ¢p(M) Ag—elementar auf ¢(N) ab. O
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1.5 Baldwin—Lachlan—Theorie

Wir haben in [L2.4] gezeigt, dafl T' wy—kategorisch ist, wenn 7" in einer iiberab-
ziéhlbaren Kardinalzahl kategorisch ist. Die Umkehrung und damit Morleys Satz
folgt aus

Satz 1.5.1 (Baldwin—Lachlan)
Sei k eine iiberabzéihlbare Kardinalzahl, dann ist T' genau dann k—kategorisch,
wenn T w—stabil ist und keine Vaughtschen Paare hat.

BEWEIS:
Die eine Richtung des Satzes folgt aus und 34

Fiir die Umkehrung verschaffen wir uns zuerst mit[[LZ.2]eine streng—minimale
Formel ¢o(x,dp). Das nichste Lemma zeigt, dafl wir annehmen koénnen, dafl
das Parametertupel @y atomar ist. Mit Aj sei die Menge der Elemente von @
bezeichnet.

Sei M ein Modell der Méchtigkeit k. Wir kénnen annehmen, dafl ag € M.
Weil T kein Vaughtsches Paar hat, ist M minimale Erweiterung von Ay U
o(M,ap). ¢(M,ap) hat also auch die Méchtigkeit k£ und daher (weil & iiber-
abzéhlbar ist) auch die Dimension . Die Dimension bestimmt aber nach [[L4.9]
den elementaren Typ von ¢(M) iiber Ag und daher, wegen den Isomor-
phietyp von M. Also ist der Isomorphietyp von M durch x eindeutig bestimmt.
O

Folgerung 1.5.2 (Morley)
k sei iiberabzéhlbar. Dann ist T' genau dann wy—kategorisch, wenn T k-katego-
risch ist.

Wenn wir nur am Beweis des Satzes von Morley interessiert sind, kénnen
wir beim Beweis des letzten Satzes annehmen, dafl T wi—kategorisch ist. Weil
dann wegen alle elementaren Unterstrukturen von M der Machtigkeit wy
saturiert sind, sind alle iiberabzidhlbaren M w;—saturiert und wir konnen anneh-
men, dafl Ay in M enthalten ist. Man kann also auf die Verwendung von [[L5.3]
verzichten.

Lemma 1.5.3
Wenn T w-stabil ist und keine Vaughtschen Paare hat, gibt es eine streng mi-
nimale Formel ¢o(x,a) mit atomarem Parametertupel .

BEWEIS:

My sei das Primmodell von T'. Nach enthédlt My eine minimale Menge
do(My). Wir zeigen, dafl ¢g(z) streng minimal ist. Wenn nicht, gibt es nach
Ubung ein ¥(z,7), fir dal es beliebig grofe endliche Mengen der Form
x(My,a) = ¢(Mo) N (Mo, a), (@ € My) gibt. Es gibt also fiir jedes k eine
echte elementare Erweiterung My < N und ein @ € My, sodal x(My,a) =
X(V,a@) mehr als k Elemente hat. Ein Kompaktheitsargument liefert eine echte
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elementare Erweiterung M < N, und ein @ € M, sodafl x(M,a) = x(N,a)
unendlich ist: ein Vaughtsches Paar. O

Satz 1.5.4

Sei T wy—kategorisch, ¢o(x) eine iitber Ag C M definierte streng minimale Formel
und M < N eine elementare Erweiterung von M. Wir schreiben dimg, (N/M)
fiir die ¢po—Dimension von N iiber M.

1. by,...,b, € ¢o(N) seien unabhiingig iiber M und N prim iiber
MU {b,...,b,}. Dann ist

dimg, (N/M) = n.

2.
dim¢0 (N) = dim¢0 (M) + dimd’o (N/M)
BEWEIS:
Um Schreibarbeit zu sparen, nehmen wir an, dafl Ay leer ist.
o

Sei ¢ ein beliebiges Element von ¢¢(N). Wir wollen zeigen, daf} ¢ algebraisch iiber
M U {by,...,b,} ist. Nehmen wir das Gegenteil an. Dann ist p(z) = tp(c/M U
{b1,...,b,}) streng (und somit auch schwach) minimal und wird axiomatisiert
durch

{¢o(x)} U{=di(z) |i eI},

wobei die ¢; alle iiber M U{by,...,b,} definierten algebraischen Formeln durch-
laufen. Weil ¢o(M) unendlich ist, kann daher jede endliche Teilmenge von p(x)
von einem Element von M realisiert werden. Daraus folgt, daf§ p(x) nicht iso-
liert ist. Alle Elemente der Primerweiterung N sind aber atomar iiber M U

{b1,...,b,}. Widerspruch.

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber n = dimg, (N/M) und begin-
nen mit dem Fall n = 1:

Sei B eine Basis von ¢ (M) und b € ¢o(N)\ M. Wir werden zeigen, dal BU{b}
ein Erzeugendensystem (und damit eine Basis) von ¢o(N) ist. Weil alle Ele-
mente von ¢o(M) algebraisch iiber B sind und b nicht algebraisch iiber B ist,
ist tp(b/M) die einzige Fortsetzung von tp(b/B) auf M. Es folgt, dafl fiir alle
me M

tp(m/B) F tp(m/Bb).

Weil M Primerweiterung von ¢o(M) ist, ist M atomar iiber B. Also ist M auch
atomar iiber Bb.

Sei nun ¢ € ¢o(N). Dann ist ¢ algebraisch tiber Mb und damit auch atomar
iiber Bb. Wie im Beweis von[Il folgt daraus, dal ¢ algebraisch iiber Bb ist.

Sei nun n > 1 und by,...,b, eine Basis von ¢o(N) iiber M. Wir wéhlen eine
elementare Substruktur Ny von N, die prim iiber M U {by,...,b,_1} ist. Dann
ist nach [l dimg,(No/M) = n — 1 und dimg, (N/Ny) = 1. Nach Induktionsvor-
aussetzung folgt
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dimg, (N) = dimg, (No) + dimg, (N/No)
dimg, (M) + dimg, (No/M) + dimg, (N/No)
= dimg, (M) + (n—1) + 1.

Wir fixieren fiir den Rest dieses Abschnitts eine w;—kategorische Theorie T

Folgerung 1.5.5
Die ¢pg—Dimension von N tiber M hangt nicht von ¢q ab:

dim(N/M) = dimgy, (N/M)
ist die maximale Linge n einer elementaren Kette
M=NyZN1Z...2N,=N

zwischen M und N.

Wir fixieren jetzt eine streng minimale Formel ¢¢(z, @), deren Parameter ag
den isolierten Typ po(z) hat. Mit dimg,(z,g,)(M) bezeichnen wir die ¢(x,dg)-
Dimension von M iiber ay. Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, nehmen wir
an, daf} @y kein Tupel ist, sondern ein einzelnes Element ay.

Sei My das Primmodell von T'. Weil My w—homogen ist, héngt die Dimension
mo = dim¢0(w,a6)(MO)

nicht von der Wahl der Realisierung af, von pg ab.
Bemerkung 1.5.6
T ist genau dann wg—kategorisch, wenn mg = wy.

Wir nehmen fiir das Folgende an, daf3 m( endlich ist.
Lemma 1.5.7
Wenn M prim iiber einer endlichen Menge ist, ist dimg, (z,q.) (M) endlich.
BEWEIS:
Sei M prim iiber der endlichen Menge C'. Wir kénnen annehmen, dafl

ag € My < M.

Sei B eine Basis von ¢o (M, ag) iiber My. Weil M minimale Primerweiterung von
My U B ist, ist C atomar tiber My U B. Es folgt, dafl es ein endliche Teilmenge
By von B gibt, sodafl C in einer Primerweiterung N von My U By enthalten
ist. Es geniigt zu zeigen, daf dimg, (z,q4,)(/V) endlich ist. (Denn M ist prim iiber
Cag). Nach [[54] ist aber

dimey, (z,00) (V) = mo + | Bol -
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Definition 1.5.1
Sei N prim iiber einer endlichen Menge. a1 und as seien zwei Realisierungen
von py in N. Setze

diff(al, (ZQ) = dim¢0(x7a1)(N) — dim%(x,a,z) (N)

Wir werden in [[5.10] zeigen, dafl immer diff (a1, a2) = 0.

Bemerkung 1.5.8
diff (a1, az) hidngt nur von tp(ajas) ab.

BEWEIS:
Sei M < N prim iiber ajas. Dann ist fiir i = 1,2

dimqﬁo(a:,ai)(N) = dim¢0(w7ai) (M) + dlm(N/M)
Daraus folgt diff (a1, az) = dimgy, (4,q,)(M) — dimy, (z,a,) (M). O

Folgerung 1.5.9

diﬁ(al, a3) = diff(al, ag) + diﬁ‘(ag, a3)

O
Satz 1.5.10
1. dimg,(g,a0) (M) héngt nicht von der Wahl der Realisierung ag von po in M
ab.

2. Fiir alle m > mg gibt es (genau) ein M mit dimgy(y 4y (M) = m.

BEWEIS:
Wenn m = mg + k, wihle M prim iiber My U {b1,...,bx}, wobei die b; € ¢p(N)
unabhéngig tiber Mp.

o
Wir beginnen mit zwei beliebigen Realisierungen a; und as von pg. Wir wihlen
eine unendliche Folge a1, as, ... mit

tp(as, ait1) = tp(ar, az)

fiir alle i. Sei qo eine nicht—forkende Fortsetzung von py auf {a1, as, ...} (L69)
und b eine Realisierung von ¢o. Dann gibt es unter den Typen

tp(a;/b)

nur endlich viele verschiedene. (N#amlich hochstens MD(pg) viele.). Seien also
i < j zwei Indices, fiir die tp(a;/b) = tp(a;/b). Dann ist diff (a;, b) = —diff (b, a;)
und es folgt

(] — Z)dlﬂ(al, GQ) = dlﬂ(al, aj) = dlﬁ(az, b) + dlﬂ(b, aj) = 0,

woraus diff (ay, az) = 0 folgt. O

21



UBUNG 1.5.1
Alle Modelle einer w;—kategorischen Theorie sind w-homogen.
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1.6 Morley Rang

In diesem Abschnitt sei 7" eine vollstdndige Theorie. Die Sprache darf iiber-
abzéhlbar sein. Wir arbeiten im Monstermodell C von T. C ist keine Menge
sondern eine Klasse und realisiert alle Typen iiber beliebigen Teilmengen. Man
kann C, wenn man mengentheoretisch naivd vorgeht, konstruieren wie ein grofles
saturiertes Modell. C ist eindeutig bestimmt, und es gilt Jede elementare Bijek-
tion zwischen zwei Teilmengen von C setzt sich zu einem Automorphismus von
C fort.

Wir definieren den Morleyrang MR fiir Formeln ¢(z) mit Parametern im
Monstermodell. MR(¢) ist —1, eine Ordinalzahl «, oder co. —1 ist kleiner und
oo grofler als alle Ordinalzahlen.

Definition 1.6.1
MR(¢) = —1 gdw. ¢ inkonsistent ist.
MR(¢) =0  gdw. ¢ algebraisch ist.

MR(¢) =a  gdw. a) MR(¢) # f fiir alle 8 < «

b) Es keine unendliche Familie (¢;) von Formeln gibt,
die ¢ implizieren, paarweise inkonsistent sind und
fiir die MR(¢;) # § fiir alle 8 < «.

MR(¢) =00 gdw. MR(¢) weder —1 noch eine Ordinalzahl ist.

Von einer Formel vom Rang oo sagen wir, sie hdtten keinen Morleyrang.

Bemerkung 1.6.1

Fiir alle a ist MR(¢) > (a + 1) genau dann, wenn es eine unendliche Familie
(¢:) von Formeln gibt, die ¢ implizieren, paarweise inkonsistent sind und fiir die
MR(¢;) > a.

Der Morleyrang einer Formel ¢(z,a) hingt nur von ¢(z,7) und dem Typ
von @ ab. Es folgt, daB8 alle Morleyringe a < oo kleiner als (2/71)* sind.

Lemma 1.6.2

MR(¢ V ¢) = max(MR(¢), MR(¢))

BEWEIS:
Aus [CETl folgt, dafl MR(¢ V ¢) > max(MR(¢), MR(¢)). Fiir die andere Unglei-
chung zeigen wir durch Induktion iiber a, dafl

MR(6V ) > (o + 1) = max(MR(¢), MR(¢})) > (a + 1).

3In Wahrheit ist die Konstruktion sehr fragwiirdig. Man sollte sich davon iiberzeugen, dafl
sich C in allen Beweisen eliminieren 148t.
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Sei also MR(¢ V ¢) > (a + 1). Dann gibt es eine unendliche Familie (¢;) von
Formeln, die ¢4 implizieren, paarweise inkonsistent sind und fiir die MR(¢;) >
a. Die Induktionsvoraussetzung impliziert, daf fiir alle i MR(¢; A ¢) > « oder
MR(¢; A1) > . Wenn zum Beispiel der erste Fall fiir unendlich viele 4 eintritt,
folgt MR(¢) > (o + 1). O

Aus dem Lemma folgt, dal die Formeln, die einen kleineren Rang als o haben
ein Ideal bilden. Wir nennen ¢ und v a—dquivalent,

(b'\“a ¢7

wenn die symmetrische Differenz ¢ A v einen kleineren Rang als a hat. Es ist
jetzt klar, dal a—Aquivalenz eine Aquivalenzrelation ist.

Wir nennen eine Formel ¢ vom Rang o a—streng minimal, wenn jede Formel
1, die ¢ impliziert entweder selbst einen kleineren Rang als a hat oder wenn
das Komplement ¢ A =) kleineren Rang als o hat. Anders ausgedriickt: Wenn
1 a—#quivalent zu () oder zu ¢ ist. ¢ ist genau dann 0-streng minimal, wenn ¢
von einem einzigen Element realisiert wird und 1-streng minimal, wenn ¢ streng
minimal ist.

Lemma 1.6.3

Jede Formel ¢ vom Rang « ist Disjunktion einer Familie von paarweise disjunk-
ten a—streng minimale Formeln ¢,...,¢,. Die ¢,, die Komponenten von ¢,
sind bis auf o Aquivalenz eindeutig bestimmt.

BEWEIS:

Formeln vom Rang «, die eine solche Zerlegung nicht zulassen, lassen sich immer
zerlegen in eine Formel vom Rang a und eine Formel ohne Zerlegung. Wenn ¢
die gewiinschte Zerlegung nicht gestattet, gibt es also Formeln ¢ = ¢g,¢1 ...
und 1,... vom Rang «, sodafl jeweils ¢; disjunkte Vereinigung von ¢;4+1 und
1;+1 ist. Daraus wiirde aber folgen, dafl ¢ grofleren Rang als o hat.

Sei ¥ eine a—streng minimale Formel, die ¢ impliziert. ¢ zerlegt sich in die
Formeln % A ¢;, von denen eine, sagen wir 9 A ¢;,, a—dquivalent zu 1 sein
muB. Dann sind aber ¢ und ¢;, a—aquivalent. Daraus folgt die Eindeutigkeit:
Die Komponenten von ¢ sind genau die a-streng minimalen Formeln, die ¢
implizieren. O

Definition 1.6.2
Der Morleygrad MD(¢) einer Formel vom Rang « ist die Zahl ihrer a-streng
minimalen Komponenten.

Der Morleygrad von Formeln von Rang —1 oder oo ist nicht definiert.

Der Morleygrad einer algebraischen Formel ist die Zahl ihrer Elemente.
Streng minimale Formeln sind Formeln vom Morleyrang und Morleygrad 1.

Definiert man MD, (¢) als den Morleygrad fiir Formeln ¢ von Rang «, als 0
fiir Formeln von kleinerem und als oo fiir ¢ von gréfferem Rang, erhilt man
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Lemma 1.6.4
Wenn ¢ disjunkte Vereinigung von 11 und s ist, gilt

MD, (¢) =MD, (1/)1) + MDD, (7/)2)

Satz 1.6.5
Es sind dquivalent

a) Es gibt keinen biniren Baum von konsistenten Formeln wie im Beweis von

Satz

b) Jede Formel hat einen Morleyrang.

BEWEIS:
m=1ht
Jede Formel ohne Morleyrang zerlegt sich in zwei Formeln ohne Morley Rang.

bem

Sei (¢s),co<w €in bindrer Baum. Wir wihlen eine Formel ¢, mit minimalem
Rang o und (unter den Formeln mit Rang o) mit minimalem Grad. Dann haben
¢so und ¢ beide Rang o und daher kleineren Grad als ¢. Widerspruch. O

Wenn die Bedingungen des letzten Satzes zutreffen, nennt man T total tran-
szendent.

Folgerung 1.6.6
Wenn T abzahlbar ist, ist T genau dann total transzendent, wenn T w—stabil
ist.

BEWEIS:
Siehe Beweis von [[L1.4 O

Definition 1.6.3

Der Morleyrang MR(p) eines Typs p ist der kleinste Rang einer Formel aus
p. Wenn MR(p) eine Ordinalzahl « ist, ist der Morleygrad MD(p) von p der
kleinste Grad einer Formel aus p vom Rang «.

Algebraische Typen sind Typen vom Morleyrang 0. Fiir sie gilt
MD(p) = deg(p).
Streng minimale Typen sind Typen vom Morleyrang und Morleygrad 1;

Sei o der Rang von p € S(A) und d der Morleygrad. Dann gibt es ein ¢ € p
vom Rang o und Grad d. ¢ ist dadurch bis a—Aquivalenz eindeutig bestimmt.
Fiir alle ¢ € p ist ndamlich MR(¢ A +¢) < a. Umgekehrt gehoren alle solche ¢
zu p. Das zeigt, dal p durch ¢ eindeutig bestimmt ist:

(1.1) p={¢¥(z) | Y L(A)-Formel, MR(¢ A =) < a}.
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a—aquivalente Formeln bestimmen den gleichen Typ.

Eine L(A)-Formel ¢ gehort auf diese Weise genau dann zu einem Typ von
Rang o, wenn ¢ a—minimal iiber A ist. Das heifit, dafl ¢ Rang « hat und sich
nicht in zwei L(A)-Formeln von Rang « zerlegen lafit.

Lemma 1.6.7
Sei ¢ eine konsistente L(A)-Formel.

MR(¢) = max{MR(p) | ¢ € p € S(A)}

2. Sei MR(¢) = a. Dann ist

MD(¢) = 3 (MD(p) | ¢ € p € S(4), MR(p) = a).

BEWEIS:

o

Wenn MR(¢) = oo, ist {¢} U {9 | ¢ L(A)-Formel, MR(¢)) < oo} konsistent.
Ein Typ iiber A, der diese Formelmenge enthilt, hat den Rang oc.

Wenn MR(¢) = a, findet man eine Zerlegung von ¢ in L(A)-Formeln ¢y, ..., ¢,
die a—minimal iiber A sind. Die ¢; bestimmen (wegen (IT])) Typen p; vom Rang
a.

Die p; sind alle Typen vom Rang «, die ¢ enthalten. Auflerdem ist

MD(¢;) = MD(p;).

Definition 1.6.4

Eine Erweiterung q eines Types p € S(A) auf eine Obermenge B von A heifit
forkende Erweiterung, wenn MR(q) < MR(p). Wir sagen auch: q € S(B) forkt
iiber A.

Folgerung 1.6.8
Wenn p € S(A) Morleyrang hat und A C B, gilt

MD(p) = Z(MD(Q) ’ q € S(B) nicht—forkende Erweiterung von p)

Folgerung 1.6.9
Ein Typ p € S(A) hat mindestens eine und hichstens MD (p)—viele nichtforkende
Erweiterungen auf jede Obermenge. O

UBUNG 1.6.1

Wir haben Morleyrang nur fiir Formeln und Typen in einer Variablen eingefiihrt.
Natiirlich verallgemeinert sich die Definition fiir Formeln und Typen in einer
festen Zahl von Variablen x1,...,x,. Man zeige:
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1. Wenn T w-stabil ist, gibt es iiber jeder abzidhlbaren Parametermenge nur
abzéhlbar viele n—Typen.

2. Wenn T total transzendent ist, hat jede Formel in n Variablen einen Mor-
leyrang.

UBunG 1.6.2
Sei T total transzendent. Dann haben Typen iiber w—saturierten Modellen Mor-
leygrad 1.

Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dafl die Voraussetzung der w—Saturiert-

heit tiberfliissig ist (Z13I2)).
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Kapitel 2

Stabile Theorien

2.1 Stabile Theorien

T sei eine vollstédndige Theorie. Die Sprache kann iiberabzihlbar sein.

Definition 2.1.1
1. Eine Formel ¢(%,y) hat die Ordnungseigenschaft, wenn es (in einem geeig-

neten Modell) Elemente @y, @y, . .. und b, by, . .. gibt sodaB fiir alle i, j € w

': ¢(Ei7bj) =3 <j

2. T heifit stabil, wenn keine L—Formel die Ordnungseigenschaft hat.

Man iiberlegt leicht, dafl mit ¢(Z,y) auch ¢(y, =) die Ordnungseigenschaft hat.
Wenn T stabil ist, kénnen auch Formeln mit Parametern nicht die Ordnungsei-
genschaft haben.

Usune 2.1.1
T ist genau dann unstabil, wenn es eine L—Formel 9 (Z,y) gibt und Elemente
ag,ai,-. -, die von 1 geordnet werden, fiir die also

): w(di,ﬁj) 1 < ]

1 darf auch Parameter enthalten.

Total transzendente Theorien sind stabil. Denn wenn ¢(7,y) die Ordnungs-
eigenschaft hat, findet man auch @ und b;, die nach einer beliebigen linearen
Ordnung [ indiziert sind. Wir wahlen I = Q, und zerlegen Q in einen binéren
Baum von Intervallen (Is,7s), s € 2<%, sodafl immer ryy = ls,. Die Formeln
—¢(T, by, ) A (T, by, ) bilden dann einen binéren Baum von konsistenten Formeln.

Eine Typ p € S,,(B) heifit definierbar (iiber C'), wenn es fiir alle L-Formeln
(T, ) eine L(B) (bzw. L(C)) Formel d,Z¢(T,7y) gibt, sodaB fur alle b € B

(2.1) (x,b) € p = d,T¢(Z,b).

28



Satz 2.1.1
T ist genau dann stabil, wenn alle Typen iiber Modellen definierbar sind.

BEWEIS:

Sei T stabil, p € S,,(M) und ¢(z,y) eine L-Formel. (Wir betrachten hier, um
die Notation zu vereinfachen, Tupel der Linge 1.) Ich behaupte, dafi wir fiir
dpz¢(z,y) eine Boolesche Kombination von Formeln der Form ¢(a,y), (a € M)
verwenden kénnen. Wir nehmen das Gegenteil an und zeigen dafl ¢ die Ord-
nungseigenschaft hat. Dazu konstruieren wir drei Folgen ag, ay, ... und b}, bi, . . .,
(i = 1,2), von Elementen von M. Seien ag,...,a,—1 und b, ... b¢ |, (i =
1,2), konstruiert. Weil der ¢-Teil von p nicht in der angegebenen Weise iiber
ao, - - -, an_1 definierbar ist, gibt es zwei Elemente b} und b2 von M, fiir die

M ¢(aj,b,) == M [= ¢(a;,b;,)
fiir alle j < n, andererseits aber ¢(x,bl) € p und ¢(x,b2) ¢ p. Dann realisieren

wir den ¢-Teil von p eingeschréinkt auf {b},...,b5} U {b3,...,b2} durch a,. Es
gilt also, wenn die fritheren b; auch in dieser Weise gewahlt waren,

M ¢(an,bt) und M I ¢(a,,0?)

fir alle j < n.

Wenn die drei Folgen konstruiert sind, wenden wir den Satz von Ramsey an und
er halten eine unendliche Menge I von Indices soda entweder M [ ¢(aj,bl)
fiir alle j < n aus I oder M = ¢(a;,b)). Im ersten Fall haben wir

M E (aj,b2) <= j <n
fir alle j,n € I, im zweiten Fall

M = ¢(aj,by) <= j > n.
In beiden Féllen folgt, dal ¢ die Ordnungseigenschaft hat.

Seien nun alle Typen p iiber Modellen M definierbar und ¢(z, y) eine Formel.
Die ¢g—Anteile
po = {(7)o(z,b) | (—)d(x,b) € M}
bilden die Menge
Sp(M)
aller o—Typen iiber M. Aus der Definierbarkeit der p folgt
|Sg(M)| < [M] +|T.

Sei A eine Kardinalzahl. Es gibt immer eine lineare Ordnung I mit mehr als A
vielen Elementen, die eine dichte Teilmenge Iy der Machtigkeit A hat (Ubung
21

Wenn nun ¢ die Ordnungseigenschaft hétte, gibe es Elemente a;,b; mit =
¢(a;,bj) <= i < j fir alle 4,5 € I. Die ¢—Typen der a; tiber B = {b; | j € Iy}
sind dann alle verschieden und S, (B) hétte mehr als A Elemente. Wenn A > |77,
konnen wir B in einem Modell M der Méchtigkeit A finden und wir hétten einen
Widerspruch. O
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UBuNG 2.1.2

Sei A eine Kardinalzahl und z minimal mit 2 > X. Dann hat der Baum I = <2
mehr als \ viele Elemente und Iy = <#2 hochstens die Méchtigkeit \. Wenn wir
I in geeigneter Weise linear ordnen, ist Iy dicht in 1.

Usung 2.1.3
Es sind dquivalent:

a) T ist stabil

T ist A-stabil fiir alle A mit 71 = )

)
b) T ist A-stabil fiir ein A.
¢)

)

d) Fiir alle ¢ und alle unendlichen A ist [S,(A4)] < |A].

Lemma 2.1.2
Ein definierbarer Typ p € S(M) hat genau eine iiber M definierbare Fortsetzung
q auf jede Obermenge B.

BEWEIS:

Da$ die d,Z¢(T, y) einen Typ definieren, 1d8t sich in M ausdriicken und gilt da-
her auch in jeder elementaren Erweiterung. Das beweist die Existenz. Anderseits
stimmen d,Z¢(Z,y) und d,Té(Z,7) in M und daher auch in allen elementaren
Erweiterungen iiberein, was die Eindeutigkeit beweist. O

Sei p € S(B) definiert durch die L(B)-Formeln (d,z¢). Wir nennen die
Definition gut, wenn sie in einem Modell N D B (oder, was #quivalent ist,
in allen N D B) einen Typ definiert. Definitionen {iber einem Modell M sind
immer gut und (bis auf Aquivalenz der Formeln) eindeutig durch p bestimmt.
Wir werden spéter sehen (Z221), dafl in stabilen Theorien gute Definitionen
immer eindeutig sind.

Definition 2.1.2

p € S(A) heifit stationér, wenn p eine gute Definition (d,z¢) hat. Eine Erweite-
rung g von p, die durch (d,z¢) definiert wird, heifit nicht—forkende Erweiterung.
Eine andere Sprechweise ist: q forkt nicht iiber A.

Sei p ein Typ mit Morleyrang. Wir werden sehen, dafl (wenn T stabil ist)
p genau dann stationir ist, wenn MD(p) = 1. Aulerdem wird sich zeigen, da8
unsere neue Definition von nicht—forkender Erweiterung mit der auf Seite
gegebenen {ibereinstimmt: Die nicht—forkenden Erweiterungen von p sind genau
die Erweiterungen mit gleichem Morleyrang.

Zwei Spezialfille konnen wir jetzt schon beweisen:

Bemerkung 2.1.3
Sei T stabil, p € S(A) ein Typ mit Morleyrang und B eine Obermenge von A.
Dann gilt:
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1. Wenn p € S(A) Morleygrad 1 hat, ist p stationér und die Erweiterung von
p auf B vom gleichen Morleyrang forkt nicht.

2. Wenn A ein Modell ist, hat p Morleygrad 1. Die eindeutig bestimmte nicht—
forkende Erweiterung von p auf B ist gleichzeitig die eindeutig bestimmte
Erweiterung mit gleichem Morleyrang.

BEWEIS:

Wir kénnen annehmen, dal B = N ein grofles saturiertes Modell ist, zum Bei-
spiel das Monstermodell. (Wir brauchen nur, dal Tupel aus N, die den gleichen
Typ iiber A haben, in N iiber A konjugiert sind.) Sei ¢ € S(N) eine Erwei-
terung von p von gleichem Morleyrang. Sei ¢(Z,y) eine L—-Formel. Dann ist
X ={be€ N | ¢(7,b) € q} eine definierbare Teilmenge von N (genauer gesagt
von N™).

Wenn MD(p) = 1, ist X unter allen A—Automorphismen von N invariant, also
iiber A definierbar. Das beweist [Il

Sonst hat X nur endlich viele Konjugierte X = Xq,..., X} tiber A = M, ndm-
lich hochstens MD(p) viele. Die Aquivalenzrelation

E@d) < (ac X; & a € X; fir allei)

ist definierbar. Weil E invariant unter allen M—Automorphismen von N ist, ist
E tiber M definierbar. Weil E nur endlich viele Klassen hat (E ist eine endliche
Aquivalenzrelation) und M ein Modell ist, schneiden alle E-Klassen M und sind
daher selbst M definierbar. X ist als Vereinigung von E-Klassen ebenfalls M
definierbar. Es folgt, dafl ¢ definierbar ist. Wenn p auf allen Obermengen von M
nur eine Erweiterung vom gleichen Morleyrang hat, mufl p Morleygrad 1 haben.
O

Satz 2.1.4 (Forkingsymmetrie) B
Sei T stabil, und die Typen von @ und b iiber A stationdr. Wenn tp(a/Ab) nicht

iiber A forkt, forkt auch tp(b/Aa) nicht iiber A.

BEWEIS:

Sei N eine geniigend saturierte Erweiterung von Aab. (Wir verwenden Elemente
statt Tupel.) Sei p eine Erweiterung von tp(a/Ab) auf N, die iiber A nicht forkt
und ¢ eine beliebige nicht—forkende Erweiterung von tp(b/A) auf N. Wir werden
zeigen, daf ¢ eine Fortsetzung von tp(b/Aa) ist.

Wir definieren rekursiv zwei Folgen ag, aq, ... und bg, b1, ... von Elementen
von N: Wenn ao,...,a,_1 und bg,...,b,_1 definiert sind, wiahlen wir fiir b,
eine Realisierung von ¢ | Aag,...,a,—1 und fir a,, eine Realisierung von p |
Abyg, ..., b,. Weil a eine Realisierung von p [ Ab ist, konnen wir annehmen, daf
ap = a und by = b.

Seinun N = ¢(a, b) fiir eine L(A)-Formel ¢(x,y). Dann ist N = ¢(a;, b;) fiir alle
i > j. Es konnen zwei Félle eintreten: Wenn ¢(ao,y) & q(y), ist N = —é(ai, b))
fir alle ¢ < j oder, wenn ¢(ag,y) € q(y), gilt N = ¢(a;,b;) fiir alle ¢ < j. Der
erste Fall kann nicht eintreten, weil sonst ¢ die Ordnungseigenschaft hétte. Es
folgt ¢(a,y) € q(y). Damit haben wir gezeigt, dafl b eine Realisierung von ¢ | Aa
ist. O
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Wir haben nicht nur bewiesen, da8 tp(b/A@) nicht iiber A forkt, sondern daf
b jede nicht-forkende Erweiterung von tp(b/A) auf Aa realisiert. Daraus folgt
leicht, dafl ein stationéirer Typ ¢ € S(A) genau eine nicht—forkende Fortsetzung
auf A’ hat, solange der Typ aller Tupel @ aus A’ stationir iiber A ist.

UBUNG 2.1.4

Sei ¢ € S(B) eine Fortsetzung von p € S(M). ¢ heiit Erbe von p, wenn es fiir
jede L(M)-Formel ¢(x,7) und alle b mit ¢(z,b) € q ein m € M gibt, fiir das
o(x,m) € p. Man zeige

1. Jedes p € S(M) hat einen Erben ¢ € S(B).

2. Wenn T stabil ist, gibt es nur einen Erben: die nicht—forkende Erweiterung
von p auf B.
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2.2 Theorien mit Imaginirenelimination

Definition 2.2.1 )
T eliminiert Imagindre, wenn jede O—definierbare Aquivalenzrelation auf M™
Faserung einer O—definierbaren Funktion M™ — M™ ist.

Die Bezeichnung wird in der Ubung 4.1 erklirt.

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dal 7" Imaginére eliminiert. Im Ab-
schnitt 224l werden wir sehen, dafl die Annahme harmlos ist. Alle Sétze, die wir
beweisen werden gelten fiir beliebige Theorien.

UBunG 2.2.1
1. Wenn 7' Imaginére eliminiert, gibt es

a) zu jeder definierbaren Teilmenge X von M* ein Tupel ¢ mit
i) X ist definierbar iiber c.
ii) cist in der L U {P}-Struktur (M, X) O-definierbar.
¢ heit kanonischer Parameter von X.

b) und mindestens zwei O—definierbare Elemente.
Wenn M geniigend saturiert ist, gilt auch die Umkehrung.

2. Der kanonische Parameter ¢ von X ist (falls er existiert) bis auf Interdefi-
nierbarkeitd eindeutig bestimmt: Es ist ¢ € dcl(d) gdw. X iiber d definier-
bar ist.

Folgerung 2.2.1
Sei A C M und M geniigend saturiert. Dann sind dquivalent:

a) X ist tiber acl(A) definierbar.
b) X hat nur endlich viele Konjugierte iiber A.

¢) X besteht aus Klassen einer A-definierbaren endlichen Aquivalenzrelation.

BEWEIS:

Wenn X = ¢(M,a), wobei a € acl(A), hat X hochstens deg(a/A) viele Konju-
gierte iiber A. Wenn X nur endlich viele Konjugierte X; iiber A hat, zeigt der
Beweis von ZL3I[@), daB X aus Klassen einer A-definierbaren endlichen Aqui-
valenzrelation F besteht. Umgekehrt haben die Klassen einer A-definierbaren
endlichen Aquivalenzrelation nur endlich viele Konjugierte.

SchlieBlich nehmen wir an, da§ X = ¢(M, @) nur endlich viele Konjugierte tiber
A hat. Sei F die 0-definierbare Aquivalenzrelation

afFd < ¢(Mya) - ¢)(Maa/)a

und sei F' die Faserung der O-definierbaren Funktion f: M™ — M™. Dann hat
X genausoviel Konjugierte iiber A wie das Tupel b := f(a). b gehort also zu
acl(A) und X ist definierbar durch

Jy (¢(z,7) A f(7) = D).

1 @ und b sind nterdefinierbar , wenn a € dcl(b) und b € dcl(a).
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Bemerkung 2.2.2
Sei T stabil und p € S(A) ein Typ mit Morleyrang.

1. Wenn A algebraisch abgeschlossen ist, ist p stationér.

2. Wenn T total transzendent ist, ist p genau dann stationdr, wenn p Mor-
leygrad 1 hat. p hat dann genau eine nicht—forkende Fortsetzung auf jede
Obermenge.

BEWEIS:

Fiir algebraisch abgeschlossene A zeigt der Beweis von 213 (), dafl eine Er-
weiterung von p mit gleichem Morleyrang nicht—forkende Erweiterung ist. Das
zeigt [Il

Sei nun T total transzendent. Wenn A algebraisch abgeschlossen ist, ist der
Typ jedes Tupels @ iiber A stationir. Nach der Bemerkung nach Satz[2.1.4 gibt
es dann nur eine nicht—forkende Erweiterung von p. Also hat p den Morleygrad
1.

Wir zeigen jetzt, daBl p Morleygrad 1 hat, wenn p stationér ist: Weil alle Er-
weiterungen von p auf acl(A) Morleygrad 1 haben, ist der Morleygrad von p
die Zahl der Fortsetzungen von p auf acl(A). Wenn p stationdr ist, gibt es eine
Fortsetzung, die iiber A definierbar ist. Der nichsten Ubung entnehmen wir,
daf} alle Fortsetzungen von p auf acl(A) iiber A konjugiert sind. Alle Fortset-
zungen haben also die gleiche Definition, es gibt also nur eine Fortsetzung auf
acl(A). Daraus folgt, dal der Morleygrad 1 ist und auflerdem, daf es nur eine
nicht—forkende Erweiterung gibt. O

UBUNG 2.2.2
Alle Erweiterungen eines Types p € S(A) auf acl(A) sind {iber A konjugiert (T'
beliebig).

UBunG 2.2.3
Ein algebraischer Typ {iber A hat genau dann eine gute Definition iiber B C A,
wenn er in dcl(B) realisiert wird.

Satz 2.2.3
Wenn T stabil ist, ist jeder Typ p iiber einer algebraisch abgeschlossenen Menge
A stationdr.

BEWEIS:

Um die Notation zu vereinfachen beschrinken wir uns auf 1-Typen. Sei A eine
endliche Menge von L-Formeln §(z, 7). Boolesche Kombinationen von Formeln
der Form §(z,a), (§ € A) nennen wir A-Formeln. Wir definieren den A-Rang
Ra einer Formel ¢(x):
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Ra(¢) = -1 gdw. ¢ inkonsistent ist.
R = d
a@)=a gl a) Ra(¢) £ 3 fiir alle § < a

b) Es keine unendliche Familie (1;) von A-Formeln
gibt, die paarweise inkonsistent sind und fiir die

Ra(¢d A) # B fiir alle 8 < «.

Ra(¢) =0 gdw. Ra(¢) weder —1 noch eine Ordinalzahl ist.

Behauptung Jede Formel ¢(x) hat einen A-Rang.

Sonst gibe es einen bindren Baum (1)), c,<. aus A-Formeln, fiir den die ¢ A,
keinen A-Rang haben. Damit kénnte man, iiber einer abzdhlbaren Parameter-
menge A, 2“-viele A-Typen konstruieren. (Fiir p € S(A) ist pao = {¢¥ € p |
1 A-Formel } ein A—Typ.) Weil A endlich ist, wire dann fiir ein § € A auch
Ss(A) iiberabzihlbar, was der Stabilitéit von T widerspricht.

Der A-Rang eines Typs p € S(A) ist der kleinste A-Rang « einer Formel
¢p aus p.

Sei M ein Modell, das A enthélt. Dann ist die Menge
pU{—(x) | ¥ L(M)-Formel mit Ra(¢0) < a}

endlich erfiillbar und daher in einem ¢ € S(M) enthalten, das wieder A-Rang
a haben muf. Bei allen Fortsetzungen ¢ € S(M) von p, die A—Rang « haben,
kénnen nur endlich viele A-Anteile ga vorkommen. (Sonst kénnte man ¢, mit
A-Formeln aus L(M) in unendlich viele Formeln vom A-Rang « zerlegen.)
Es folgt, daf} fiir jedes ¢ und jedes 6 € A die definierende Formel d,xd iiber
A = acl(A) definierbar ist.

Wenn man sich den Beweis von 2.1.4] ansieht, erkennt man, daf§ folgendes
bewiesen wurde: Sei §(Z,7) eine L-Formel und §(%,7) = 6(7,Z). Sei M ein
geniigend saturiertes Modell, das A enthilt. p und ¢ seien zwei Typen aus S(M),
fiir die d,Td und dqig iiber A definierbar sind. Wenn dann @ € M den Typ p | Ab
realisiert und b € M den Typ ¢ | A, dann realisiert b den Typ g5 | Aa.

Daraus folgt wieder, da3 die A—Anteile der Fortsetzungen g von p mit glei-
chem A-Rang eindeutig bestimmt sind. Es resultiert die Existenz einer Fortset-
zung g von p mit

Ra(q) = Ra(p)

fir alle A. ¢ ist die gesuchte Fortsetzung von p auf M, die iiber A definierbar
ist. O

Bemerkung 2.2.4
Wenn T stabil ist, haben stationdre Typen genau eine nicht—forkende Fortset-
zung auf jede Obermenge.

BEWEIS:
Siehe Beweis von [2.2.9] O
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Definition 2.2.2

Ein Typ q € S(B) forkt nicht iiber A C B, wenn eine (jede) Fortsetzung von g
auf BUacl(A) nicht iiber acl(A) forkt. q heifit dann nicht—forkende Erweiterung
von q | A.

Wir iiberlegen uns, dafl diese Definition mit dem Begriff der nicht—forkenden
Erweiterung stationdrer Typen (Definition ZZT.2)) iibereinstimmt: Sei also p €
S(A) stationidr und ¢ € S(B) die nicht—forkende Fortsetzung im alten Sinn. Wir
setzen ¢ fort zu einem Typ ¢ € S(B U acl(A)), der ebenfalls nicht iiber A forkt.
Dann forkt ¢ erst recht nicht iiber acl(A). Also forkt ¢ nicht im neuen Sinn iiber
A. Fiir die Umkehrung {iberlegen wir zuerst, dafl wegen der Konjugiertheit aller
Fortsetzungen von p auf acl(A) alle Fortsetzungen nicht—forkende Erweiterungen
sind, es also nur eine Fortsetzung gibt. Wenn also umgekehrt eine Erweiterung
¢’ € S(B Uacl(A)) nicht iiber acl(A) forkt, stimmt ¢’ mit ¢ auf acl(A) iiberein.
Alsoist ¢ =¢'.

Folgerung 2.2.5
Sei T stabil. Dann ist ein Typ genau dann stationédr, wenn er nur eine nicht—
forkende Erweiterung auf jede Obermenge hat.

BEWEIS:

Wenn p € S(A) nur eine Fortsetzung ¢ auf acl(A) hat, ist die gute Definition
von ¢ unter allen A—Automorphismen invariant, also auch eine gute Definition
von p. O

Bemerkung 2.2.6

Sei T stabil, p € S(A) ein Typ mit Morleyrang und q eine Erweiterung von p
auf eine Obermenge von A. Dann ist ¢ genau dann nicht—forkende Erweiterung,
wenn MR(p) = MR(q).

BEWEIS:

Wegen der Konjugiertheit der Fortsetzungen dndert ein Typ seinen Morleyrang
nicht, wenn man ihn auf den algebraischen Abschlufl des Definitionsbereichs
fortsetzt. Jetzt folgt die Behauptung leicht aus fritherem. O
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2.3 Eigenschaften des Forking

In diesem Abschnitt sei T stabil. Wir nehmen wieder an, dafl 7' Imaginareneli-
mination hat.

Satz 2.3.1 (Existenz)
Jeder Typ p € S(A) hat eine nicht—forkende Erweiterung auf jede Obermenge
von A.

BEWEIS:

Sei B eine Erweiterung von A. Sei p’ eine Fortsetzung von p auf acl(A). Weil p/
stationdr ist, hat p’ eine nicht—forkende Erweiterung ¢’ auf BUacl(A). ¢ | B ist
nicht—forkende Erweiterung von p auf B. O

Satz 2.3.2 (Eindeutigkeit)
Wenn A algebraisch abgeschlossen ist, hat jeder Typ iiber A genau eine nicht—
forkende Erweiterung auf jede Obermenge von B. O

Satz 2.3.3 (Konjugiertheit)
Wenn A C M und M geniigend saturiert ist, sind alle nicht—forkenden Erweite-
rungen von p € S(A) auf M iiber A konjugiert,

BEWEIS:

Seien g1 und ¢o zwei nicht—forkende Erweiterungen von p auf M. Ein A-Auto-
morphismus von M, der ¢q; | acl(4) in g2 | acl(A) iiberfiihrt, iiberfithrt auch g;
in gs. O

Satz 2.3.4 (Algebraischer Abschluf})
1. p € S(acl(A)) forkt nicht iiber A.

2. Wenn tp(a/Aa) nicht iiber A forkt, ist a algebraisch iiber A.

BEWEIS:
[I: Klar.
Bl: Wenn tp(a/Aa) nicht iiber A forkt, forkt tp(a/acl(A)a) nicht iiber acl(A).
Aus der Ubung 223 folgt die Behauptung. O

Satz 2.3.5 (Transitivitit und Monotonie)
Sei A C B C C und q € S(C). Dann forkt q genau dann nicht iiber A, wenn ¢
nicht iiber B und q | B nicht iiber A forkt.

BEWEIS:

Die Behauptung ist leicht zu sehen, wenn p | A stationér ist. Andernfalls sei ¢/
eine Fortsetzung von ¢ auf CA’, wobei A" = acl(A4). Dann forkt ¢ genau dann
nicht iiber A, wenn ¢’ nicht iiber A’ forkt. Also genau dann wenn ¢’ nicht iiber
BA’ forkt und ¢’ | BA’ nicht iiber A’. Die zweite Bedingung bedeutet, daf3 ¢ [ B
nicht iiber A forkt. Die erste Bedingung bedeutet fiir eine Fortsetzung ¢” von ¢’
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auf Cacl(B), dal ¢’ nicht iiber acl(B) = acl(BA’) forkt, das heifit, dal ¢ nicht
iiber B forkt. O

Satz 2.3.6 (Stetigkeit)
1. Wenn p € S(A), gibt es ein Ay C A, iiber dem p nicht forkt und das
héchstens die Méchtigkeit |T| hat.

2. Wenn p € S(B) iiber A forkt, gibt es eine endliche Teilmenge By C B,
sodaBB p | ABg iiber A forkt.

BEWEIS:

[@: Sei p’ eine Fortsetzung von p auf acl(A). p’ hat eine gute Definition, die
schon iiber einem Aj C acl(A) definiert ist, das hochstens die Michtigkeit |T|
hat. Wihle Ay C A, sodafl Af) C acl(Ap).

[2: Sei g eine Fortsetzung von p | A auf acl(A4) und sei (d,z¢(z, 7)) eine gute De-
finition von g. Daf3 p nicht iiber A forkt, bedeutet, dafl p in der nicht—forkenden
Fortsetzung einer A-Konjugierten a(q) auf Bacl(A) enthalten ist. Das heif}t wie-
derum, daf} p (iiber B) von den a(d,z¢(z,7)) definiert wird. Wir sagen dazu: p
ist mit allen a(gy), (¢ L-Formel) vertraglich.

Nehmen wir an, daf es fiir jede endliche Menge A von L—Formeln ein « gibt,
sodafl p mit a(ga) vertriglich ist. Weil es fiir jedes A nur endlich viele a(ga)
gibt, liefert ein Kompaktheitsargument? ein o sodaB p mit allen a(qy) vertrag-
lich ist. Also wiirde p nicht {iber A forken.

Wenn p iiber A forkt, gibt es also ein A, sodaf kein a(ga) mit p vertréiglich ist.
Die a(ga) sind aber schon mit einem endlichen Teil von p unvertréglich.

Wir haben sogar gezeigt: Es gibt eine L(A)-Formel ¢(z,7), soda ¢(z,b) € p
fiir ein Tupel b € B, und jede Erweiterung von p [ A auf eine Menge Ab/, die
Y(x,t') enthilt, iiber A forkt. O

Usunc 2.3.1

Wenn p € S(A), gibt es ein Ag C A, das hochstens die Michtigkeit |T'| hat,
sodaf} p die einzige nicht—forkende Fortsetzung von p [ Ag auf A ist. Wenn p
Morleyrang hat, kann man immer ein endliches solches A finden.

UBunG 2.3.2
Es gibt keine aufsteigende Kette (pa)acjr+ der Linge |T|*von forkenden Er-
weiterungen.

Satz 2.3.7 (Beschrinktheit)
Ein p € S(A) hat héchstens 2!T! viele nicht—forkende Fortsetzungen auf jedes
BDA.

BEWEIS:
Sei Ap eine Teilmenge von A, iiber der p nicht forkt, und die hochstens die

2 Die Menge aller a fiir die a(ga) ...ist eine clopen Menge des kompakten Raumes
Aut(acl(A)/A).
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Michtigkeit |T'| hat. p hat hochstens so viele nicht—forkende Fortsetzungen wie
p | Ap Fortsetzungen auf acl(Ag) hat. O

Wir fithren eine neue Bezeichnung ein:
a | B
A
bedeutet, dafl tp(a/AB) nicht iiber A forkt.

Satz 2.3.8 (Symmetrie)

alb = bla
A A

BEWEIS:
Aus[23.4] Monotonie und Transitivitét folgt, dafl wir annehmen kénnen, daf§ A
algebraisch abgeschlossen ist. Jetzt folgt die Behauptung aus 2-1.41 O

Definition 2.3.1
A ist iiber B von C unabhéngig wenn @ J/B C fiir alle Tupel @ aus A. Notation:

AlC
B

Aus Stetigkeit, Monotonie und Symmetrie folgt
Al C=C| A
B B

Satz 2.3.9 (Abgeschlossenheit)
Wenn p € S(B) iiber A forkt, gibt es ein ¢(z) € p, sodaB jeder Typ in S(B), der
¢(x) enthilt, iiber A forkt.

BEWEIS:

Wir kénnen annehmen, dafl B = AU{b}. Sei ¢ eine Realisierung von p. Dann gilt
wegen Symmetrie b / , c. Der Beweis von 23,62 liefert eine Formel ¢ (y, z) mit
¥(y, c) € tp(b/Ac), sodaB jede Fortsetzung von tp(b/A) auf ein Ac/, die 9 (y, )
enthélt, iiber A forkt. Setze ¢(x) = (b, x). O

Fiir A C B sei N(B/A) die Menge aller Typen iiber B, die iiber A nicht forken.
Der Satz sagt, dal N(B/A) abgeschlossen in S(B) ist.

Satz 2.3.10 (Open mapping)
Die Restriktionsabbildung m : N(B/A) — S(A) ist offen.

BEWEIS:
Man sieht leicht, daf man B durch ein grofleres, geniigend saturiertes Modell M
ersetzen kann. Wenn zwei Elemente ¢, ¢’ von N(M/A) durch 7 auf den selben
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Typ abgebildet werden, sind ¢ und ¢’ konjugiert. Wenn also O eine (relativ)
offene Teilmenge von N(M/A) ist, ist

0 =7'(m(0)) = J{a(0) | a € Aut(M/A)}
wieder offen. Also ist
S(A)\7(0) = n(N(M/A)\ O)

als Bild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen. O

UBung 2.3.3

ab| B < a | B&b | B
A A Aa

UBuUNG 2.3.4
Wir nennen eine Menge B unabhéngig iiber A, wenn

b%B\{b}

fir alle b € B.

Wenn B eine lineare Ordnung trigt, ist B genau dann unabhéngig iiber A,
wenn

b |l{ceBlc<b}
A
fir alle b € B.

UBuNG 2.3.5
Wenn B | N C, ist genau dann B unabhéngig iiber A, wenn B unabhéngig iiber
AC ist.

UBUNG 2.3.6
a und b seien zwei unabhiingige Realisierungen desselben Typs iiber acl(A).
Dann ist tp(a/Ab) stationir.
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24 T

Sei E;(Z,7), (i € I), eine Liste aller 0-definierbaren Aquivalenzrelationen zwi-
schen n;—Tupeln. Fiir jedes Modell M betrachten wir dann die mehrsortige
Struktur

M = (M, M" /Ey),;c;,

auf der neben den Relationen, Funktionen und Konstanten der home sort M fiir
jedes ¢ die natiirlichen Projektionen

T . M"™ — MTM/E,L
definiert sind. Die Elemente der Sorten M™ /E; heilen imagindre Elemente.

Die M*®? bilden eine elementare Klasse, die durch eine geeignete vollsténdi-
ge (1) Theorie T°% axiomatisiert wird.

Lemma 2.4.1
Fiir alle Modelle M gilt:

1. Die in M*®9 und in M O-definierbaren Relationen auf der home sort M
stimmen tiberein.

2. Jedes Element von M*®9 ist definierbar iiber M :

M = del®d(M)

3. M*4 gestattet Elimination der Imaginéiren. Das heifit: Jede O—definierbare
Aquivalenzrelation ist Faserung einer O—definierbaren Funktion — von ge-
sorteten m—Tupeln in gesortete n—Tupel. Man kann sogar n = 1 erreichen.

O
Den algebraischen (bzw. definierbaren) Abschluf} einer Teilmenge A von M

in M°? bezeichnet man mit acl®(A4) (bzw. dcl®d(A)).

Wegen [l und 2 bleiben im Allgemeinen alle Eigenschaften von T, die in
der Stabilitdtstheorie eine Rolle spielen beim Ubergang zu T4 erhalten. Einige
Beispiele

1. T ist genau dann w;—kategorisch, wenn 7°9 wy-kategorisch ist.

2. T ist genau dann A-stabil, wenn 7% A\—stabil ist.

3. T ist genau dann stabil, wenn 79 stabil ist.

4. Sei p ein Typ in T. Dann ist p genau dann stationir, wenn p in 7°¢
stationdr ist.
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Zu[2: Sei A eine Parametermenge von T°? der Méchtigkeit A. A ist im definierbaren
Abschluf} einer Teilmenge B der home sort, die ebenfalls die Méchtigkeit A hat. Wenn
wir jedem p € S(B) zuerst die (einzige) Fortsetzung von p auf dcl®d(B) und dann
deren Einschrinkung auf A zuordnen, erhalten wir eine Surjektion S(B) — S(A). Will
man festlegen, was man genau mit S(A) meint, mufl man die Zahl und die Sorten
der Variablen der betrachteten Typen angeben. Wenn S’(A) aus Typen von Elemen-
te der Sorte C"/FE besteht und S,(A) n—Typen der home sort bezeichnet, definiert
tp(b1...bn/A) — tp((b1...bn)E/A) eine Surjektion S,(A) — S’(A). Jetzt sieht man,
dafl T°9 stabil ist, wenn T stabil ist.

ZuBl: Sei ¢(z,y) eine unstabile Formel von T°Y. Wenn z zur Sorte C™/FE und y zur
Sorte C™/F gehort, gibt es Tupel a; und b; der home sort, sodaf3

': d)(aiE,biF) S1< .

Die Formel ¢(uE,vF) ist zu einer L-Formel ¢ (u, v) dquivalent, die in T’ die Ordnungs-
eigenschaft hat.

Zu Ml : Sei ¢ € S(M) iiber A definierbar und r die Fortsetzung von ¢ auf M. Wir
zeigen, dafl auch r iiber A definierbar ist. Sei dazu ¢(z,y) eine L°~Formeln, deren
zweite Variable zu Sorte C"/E gehort und sei ¢(x,z) eine L-Formel, die zu ¢(z,zE)
dquivalent ist. Dann ist ¢(x, bE) € r, genau dann, wenn die Formel (z, b) zu q gehort.
Das beweist die Behauptung.

Wir haben Forking bis jetzt nur fiir Theorien mit Imagindrenelimination
eingefiihrt. Fiir beliebige Theorien definieren wir:

Definition 2.4.1
Sei T eine stabile Theorie. Ein Typ p forkt nicht iiber A, wenn er im Sinn von
T4 nicht tiber A forkt.

Wenn T Imaginérenelimination hat ergibt sich die alte Definition, weil dann
acl(A) und acl®¥(A) interdefinierbar sind. Man sicht leicht, dafi die im Abschnitt
2.3 aufgefiihrten Eigenschaften auch hier gelten. Man mufl nur acl durch acl®®
ersetzen.

Man kann Forking auch leicht definieren ohne von 7°? Gebrauch zu machen:
p forkt nicht {iber A, wenn p eine Erweiterung mit einer guten Definition iiber
acl®d(A) hat. Eine definierbare Klasse X ist nach[2.22.T]genau dann iiber acl®d(A)
definierbar, wenn X aus Klassen einer A-definierbaren endlichen Aquivalenzre-
lation besteht.

UBUNG 2.4.1
T hat genau dann Imaginirenelimination, wenn

a) jedes imagindre Element interdefinierbar mit einem Elementtupel aus der
home sort ist, und wenn

b) es zwei O—definierbare Elemente gibt.

42



Kapitel 3

Primerweiterungen

Wir nehmen an, daf§ T stabil ist und Imagindrenelimination gestattet.

3.1 Indiscernibles

Eine Familie Z = (a;);c; von paarweise verschiedenen Elementen (allgemeiner:
Tupel) heifit indiscernible iiber A, wenn

M ': d)(ail,...aik) < (j)(ajl,...ajk)

fiir alle L(A)-Formeln ¢ und je zwei Folgen iy .. .4k, j1 ...jx von jeweils paar-
weise verschiedenen Indices.

Lemma 3.1.1
Orderindiscernibles sind indiscernible.

BEWEIS:

Z = (a;)ier seien Ordnungsindiscernibles iiber A, die nicht indiscernible iiber
A sind. Wir kénnen annehmen, da8 (I, <) = (Q, <) (wegen Ubung [LT.T)). Weil
jede Permutation von n Ziffern Produkt von benachbarten Transpositionen ist,
gibt es eine L(A)-Formel ¢(x1,...,x,), rationale Zahlen r; < ... < r,, und eine
Stelle j, sodal

|: Qﬁ(a’r‘lv"'?a’r‘jvaﬁj_;.l?"'7a’r‘n)
und
] (N M M S

Die Formel ¥(z,y) = é(a,,...,2,y,...,a,,) ordnet dann die Elemente (a.),
(rj <r <rjy1). Aus der Ubung [ZTT] folgt, dafl T' nicht stabil sein kann. O

Sei p € S(A) ein stationéirer Typ. Eine Morleyfolge von p ist eine iiber A un-
abhéingige Menge von Realisierungen von p. Morleyfolgen (aq)a<x lassen sich
auf folgende Weise leicht konstruieren: Man wéhlt fiir a,, eine Realisierung der
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(!) nicht-forkenden Fortsetzung von p auf AU {ag | 3 < a}. Nach der Ubung
234 ist {aq | @ < A} unabhéngig iiber A. Weil jede Morleyfolge (wie man sie
auch aufzihlt) so konstruiert ist, sind Morleyfolgen von p bis auf Isomorphie
iiber A (durch ) eindeutig bestimmt. Wenn p nicht algebraisch ist, sind alle a,,
verschieden also Indiscernibles iiber A.

Usune 3.1.1
Sei p stationdr und ¢ eine nicht—forkende Erweiterung von p. Dann ist jede
Morleyfolge von ¢ auch Morleyfolge von p.

Satz 3.1.2
Eine unendliche Folge von Indiscernibles iiber A ist eine Morleyfolge eines iiber
einer Erweiterung von A definierten stationdren Typs.

BEWEIS:

Seien Z = (a;)ies indiscernible iiber A. Wir zeigen zuerst, daf} fiir alle Formeln
¢(z,b) die Menge J, aller i € I mit = ¢(a;) endlich oder koendlich in I ist:
Sonst wire fiir alle J C I die Formelmenge

{¢(a;,9) |5 € T} U{=¢(a:i,y) | i & J}

konsistent. Uber Z wiirde es also 2/ viele qngypen geben und T wiére nicht
stabil. Der Beweis zeigt auch, daf§ es eine nur von ¢ abhéangige Zahl k, gibt, die
Jp oder I\ J, beschrankt.

Sei M ein geniigend saturiertes Modell, das Z enthélt. Wir definieren den
Durchschnittstyp von Z durch

Av(Z) = {¢(z,b) | b € M, = ¢(a;,b) fiir fast allei € I}.

Sei Iy eine unendliche Teilmenge von I. Weil ¢(z, b) genau dann zu Av(Z) gehort,
wenn {i € Iy | ¢(a;,b)} mehr als kg viele (also unendliche viele) Elemente
enthilt, ist Av(Z) iiber Zy definierbar. Av(Z) forkt also nicht iiber Zy und seine
Einschriankung auf Zy ist stationér. (Man sagt: Av(Z) ist iiber Zy basiert (vgl.

Seite BH).)
Man sieht nun leicht, daf} alle Elemente a;, (i € I\ Iy), den Typ
p=Av(Z) | ALy

realisieren. Weil das auch fiir alle I D Iy gilt, folgt, dafl die a;, (i € I'\ Ip), eine
Morleyfolge von p sind. Hétte man zu Beginn des Beweis Z um eine unendliche
Menge zu Indiscernibles Zy U Z vergroflert, wiirde man jetzt erkennen, dafl 7
eine Morleyfolge von p ist. O

UBunG 3.1.2
Sei p € S(A) stationér und Z ein Morleyfolge von p.

a) Sei B eine Erweiterung von A und Zy eine Teilmenge von Z mit B | AT, 7.

Dann ist Z \ Zy eine Morleyfolge der nicht—forkenden Erweiterung von p auf
B.
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b) Av(Z) ist die nicht—forkende Erweiterung von p auf M.

UBUNG 3.1.3
Zwei Mengen von Indiscernibles Z; und Z; nennen wir parallel, wenn es eine
unendliche Menge J gibt, sodafl ZopJ und Z;J indiscernible sind. Zeige, daf}

Zo und Z; genau dann parallel sind, wenn sie den gleichen Durchschnittstypen
haben.

UBUNG 3.1.4

Zwei stationdre Typen heiflen parallel, wenn sie eine gemeinsame nicht—forkende
Erweiterung haben. Zeige, dafl zwei Typen genau dann parallel sind, wenn zwei
(oder alle) ihrer Morleyfolgen parallel sind.
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3.2 Total transzendente Theorien

Sei T eine total transzendente Theorie. Wir werden in diesem Abschnitt den
folgenden Satz beweisen.

Satz 3.2.1 (Shelah [9])
1. M ist genau dann Primerweiterung von A, wenn M atomar iiber A ist und
wenn M keine iiberabzéihlbare Menge von Indiscernibles iiber A enthélt.

2. Primerweiterungen sind eindeutig bestimmt.

Eine Menge B = {b, }a<, ist eine Konstruktion iiber A, wenn (mit der Bezeich-
nung B, = {bg | 8 < a}) alle tp(by/AB,) isoliert sind. Im Beweis von [[2.1]
haben wir gezeigt, dafl alle A konstruktible Erweiterungen haben, die Modelle
sind: konstruktible Primerweiterungen.

Das folgende Lemma gilt fiir beliebige T'.

Lemma 3.2.2

Sei B konstruktibel iiber A und C ein Teilmenge von B mir folgender Eigen-
schaft: Fiir jedes b, € C wird tp(ba/AB,) von einer iitber AU(B,NC) definierten
Formel isoliert. Dann ist B auch konstruktibel iiber AC'.

BEWEIS:

Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir an, dal A leer ist. Wir wollen
zeigen, daB fiir jedes o der Typ tp(b,/C By ) isoliert ist. Wenn b, zu C' gehort,
ist das klar. Sei nun b, ¢ C. Aus der Voraussetzung folgt leicht, dafl C' iiber
B 1 isoliert ist (siche Beweis von [[2271]), wobei die isolierenden Formeln nur
Parameter aus B,4+1 N C C B, enthalten. Es folgt also

tp(C/By) F tp(C/Baby,).

Wenn jetzt ¢(x) den Typ tp(ba/By) isoliert, isoliert ¢(x) auch den Typ
tp(ba/CBy). O

Lemma 3.2.3
Sei 7 indiscernible iiber A und B eine abzidhlbare Menge. Dann hat 7 eine
abzéhlbare Teilmenge Ty, sodal T \ Iy indiscernible iiber ABZ ist.

BEWEIS:

7 ist Morleyfolge eines stationdren Typs iiber einer Erweiterung A’ von A. Weil
T total transzendent ist, brauchen wir zu A nur endlich viele Elemente hin-
zuzunehmen. (Das folgt aus den Ubungen B3] und BII). Wir kénnen also
annehmen, dal A’ = A. Zu jedem endlichen Tupel b aus B gibt es ein endliches
Tp sodaBB b | AT, 7. Wir finden also ein abzdhlbares Zg, sodafl

BT, | T.
ATy
Aus der Ubung folgt, dal Z \ Zy eine Morleyfolge iiber ABZj ist. O
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Wir machen im Beweis des néichsten Lemmas Gebrauch von etwas Mengenlehre:
Ein club D C w; ist eine abgeschlossene und unbeschriinkte Teilmenge (closed—
unbounded). Die Abgeschlossenheit bedeutet, dafl sup(« N D) € D fiir alle « €
wi.

Satz (Fodor)
Sei D C wy ein club und [ : D — wy eine regressive Funktion, d.h. f(a) < « fir
alle « € D. Dann ist f auf einer unbeschrinkten Teilmenge von wy konstant.

Die eine Hiilfte von BZTY) folgt aus

Lemma 3.2.4
Wenn B konstruktibel iiber A ist, enthilt B keine iiberabzihlbare Menge von
Indiscernibles iiber A.

BEWEIS:

Wir nehmen A = () an. Sei Z = {cq a<w, indiscernible. Wir nennen eine Teil-
menge C' von B, die die Eigenschaft von Lemma hat abgeschlossen. Wir
wiahlen eine stetige Folge C,, von abzdhlbaren abgeschlossenen Teilmengen von
B mit ¢, € Cqq1. Mit Hilfe des letzten Lemmas ([3:2.3) finden wir einen club
D aus Limeszahlen, soda$ fiir alle 6 € D die Menge {c, | @ > ¢} indiscernible
iiber Cs ist. Jedes ¢s wird iiber Cjs isoliert von einer Formel mit Parametern aus
einen C§ mit ¢’ < 6. Nach dem Satz von Fodor gibt es ein §y sodafl man fiir eine
kofinale Menge von ¢’s aus D die Parameter der isolierenden Formeln aus Cj,
findet. Seien d; < d2 zwei solche. Dann haben c¢s, und c;, denselben Typ iiber
Cs,, was aber unmoglich ist, weil

tp(652 /050) F tp(052 /050651)'
O

Sei M ein Modell und A eine Teilmenge von M. Wir nennen eine Teilmenge B
von M normal in M iiber A, wenn fiir jedes Element b € B auch alle anderen
Elemente von M, die denselben Typ iiber A haben, in B liegen.

Lemma 3.2.5

Sei T' eine Theorie die Primerweiterungen hat (aber nicht notwendig total tran-
szendent sein muf}). Sei M atomar iiber A, und A C B C M normal. Dann ist
M auch atomar iiber B.

BEWEIS:

Sei ¢ ein Tupel aus M. Weil die atomaren Typen dicht iiber B sind, gibt es ein
d € M, das atomar iiber B ist und denselben Typ wie ¢ iiber A hat. tp(d/B) sei
isoliert durch v (z,dy) fiir ein Tupel dy € B . Weil ¢ und d denselben Typ iiber
A haben, gibt es ein ¢g € M mit tp(cco/A) = tp(ddy/A). Wegen der Normalitéit
von B ist ¢ € B. c erfiillt ¥(z,cp) und aus der Normalitit von B folgt leicht,
dafl auch 9 (x, cg) vollstindig iiber B ist. O

BEWEIS (von BZII[):

Wir kénnen wieder annehmen, dafl A leer ist. Sei also M atomar iiber () ohne
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iiberabzéhlbare Mengen von Indiscernibles. Wir zeigen, dafl M sich in jedes
Modell N einbetten l&8t. Dazu zeigen wir:

BEHAUPTUNG: Sei M atomar tber B, p € S(B) und B C C C M normal iber
B. Dann lif$t sich jede elementare Abbildung C — N auf CUp(M) fortsetzen.

f: M — N gewinnt man daraus auf folgende Weise: Man setzt B = () und
wiihlt eine Aufzihlung (p,,),<, aller in M realisierten Typen iiber (). Dann setzt
man die leere Abbildung rekursiv auf die normalen Mengen Cy, = -, Pa (M)
fort.

Beweis der Behauptung: Durch Induktion iiber den Morleyrang von p. Zuerst
macht man sich klar, dafl aus der Behauptung (fiir festgehaltenes B und Mor-
leyrang «) folgt, dafl sich jede elementare Abbildung C — N auf CU{a € M |
MR(a/B) = a} fortsetzen ldfit. Sei jetzt f : C — N gegeben und die Behaup-
tung schon fiir alle Ringe kleiner als o gezeigt (0.E. ist @ > 0). Zuniichst setzen
wir f auf C U acl(B) fort. Wenn wir jetzt B durch acl(B) ersetzen, gelten die
Voraussetzungen immer noch. Wir kénnen also annehmen, dafl B algebraisch
abgeschlossen ist. p ist dann stationér.

Sei (¢;)i<, eine maximale iiber B unabhingige Menge von Realisierungen
von p in M. Weil die (¢;) indiscernible iiber B sind, ist y abzihlbar, wir konnen
also annehmen, da§ p < w. Sei B; = BU{cq,...,¢;i—1} und C; = CU{a € M |
MR(a/B;) < a}. Wir haben B = By und C' = Cy. Aus der Maximalitéit folgt,
da8 p(M) C U;., Ci. Weil M atomar iiber B ist, ist M auch atomar iiber B;,
und weil C; normal iiber B; ist, auch atomar iiber C;. Wenn f schon auf C;
fortgesetzt ist, konnen wir wegen der Atomaritit f auf C;B;41 fortsetzen. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es eine Fortsetzung auf C; ;. O

BEWEIS (von B2T[2)):

Der einseitige Beweis von B2ZTI(]) 148t sich leicht in einen zweiseitigen Beweis
verwandeln. O

BEISPIEL [17]

L enthalte fiir jede Ordinalzahl o < w; ein zweistelliges Relationszeichen E,.
Die Theorie T besage, dal jedes E, eine Aquivalenzrelation sei. Ey besitze nur
eine Aquivalenzklasse; ferner sei fir o < f < w; jede E, Aquivalenzklasse
eine Vereinigung von unendlich vielen Eg—Aquivalenzklassen. T ist vollsténdig,
stabil (aber nicht total transzendent) und l&8t Quantorenelimination zu. Jede
konsistente L(A)-Formel ¢(x) 148t sich iiber A vervollstandigen. Es gibt also
ein Modell M das konstruktibel iiber der leeren Menge ist.

In M besitzt jede Kette (Kq)acw, von Eo—Aquivalenzklassen in M einen
nichtleeren Durchschnitt: anderenfalls gibe es ndmlich eine abzéhlbare Teil-
menge A von M und eine Limesordinalzahl n < w; mit:

(i) A ist abgeschlossen (beziiglich einer fest gewihlten Konstruktion);

(i) Aﬂﬂa<nKa = {;
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(ii) AN K, # 0 fiir alle o < 7.

M /A ist atomar. Sei nun ¢ € Ky; tp(c/A) wird dann isoliert durch eine Formel
p(z;a); wegen () existiert ein o < n mit a N K, = 0. Aus (@) folgt, daB ein
d € AN K, existiert; wegen a N K, = 0 hiitte man auch = ¢(d;a); das ist aber
unmoglich, weil ¢ tp(c/A) isoliert. Es gilt folglich N(K4)a<w, # 0.

Sei nun @ € M und N sei die Menge aller b aus M, fiir die eine Ordinalzahl
a < wi existiert mit = —aF,b; N ist dann ebenfalls ein Primmodell, aber M
und N sind nicht isomorph.
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3.3 Abziahlbare stabile Theorien

Wenn man den Beweis von BZZTI[) analysiert, sieht man, dal wir dort (direkt)
gezeigt haben, dafl atomare Primerweiterungen von A ohne iiberabzéhlbare In-
discernibles konstruktibel sind. Die Eindeutigkeit der Primerweiterungen hétte
man dann aus dem folgenden Satz schliefen kénnen, der fiir beliebige Theorien
gilt.

Satz 3.3.1 (Ressayre)
Konstruktible Primerweiterungen sind eindeutig bestimmt.

BEWEIS:

Es geniigt den Satz fiir zwei konstruktible Primerweiterungen M und M’ der lee-
ren Menge zu beweisen. fy : Ey — E sei eine maximale elementare Abbildung
zwischen zwei abgeschlossenen Mengen Ey C M und Ej C M’. Falls Ey # M,
gibt es eine echte abgeschlossene Erweiterung F7 mit endlicher Differenz F4 \ Ey.
Da F; iiber Ey atomar ist, gibt es eine Erweiterung f : By — Ej von fy. Ej
braucht nicht abgeschlossen zu sein, aber es gibt eine abgeschlossene Erweiterung
E!, von E} mit endlicher Differenz E/ \ E{. Dann existiert eine (nicht notwendi-
gerweise abgeschlossene) Menge Eo C M und eine Fortsetzung von f; zu einem
Isomorphismus f5 : F5 — E. Setzt man diesen Prozess fort, so erhilt man eine
aufsteigende Folge von elementaren Isomorphismen f; : E; — EJ. Eo, := UE;
und E/_ := UE! sind dann abgeschlossen, und f., := Uf; ist ein elementarer
Isomorphismus von E., auf E_, was der Maximalitéit von fy widerspricht. O

Satz 3.3.2 (Shelah [11])
Ist T' stabil und abzéihlbar, so ist jede Teilmenge einer iiber A konstruierbaren
Menge wieder tiber A konstruierbar.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar das folgende Korollar:

Folgerung 3.3.3
In abzédhlbaren, stabilen Theorien sind Primerweiterungen eindeutig bestimmt,
wenn Primerweiterungen immer existieren.

Zum Beweis des Satzes wird das folgende Lemma benétigt:

Lemma 3.3.4

Sei T abzéhlbar und stabil; sind A und B iiber C unabhéngig, und ist B’
abzéhlbar, so gibt es eine abzéihlbare Teilmenge C' von A, so dal A und BB’
iiber CC’ unabhéngig sind.

BEWEIS:
C’ sei eine abzihlbare Teilmenge von A mit ABC |
AL so0, B, und wegen A |

B’; dann gilt auch

cc’
P O

oo Bfolgt A |, BB".
BEWEIS von [3.3.2}

Sei B konstruierbar iiber A und D eine Teilmenge von B. Falls E eine be-
liebige abgeschlossene Teilmenge von B ist und falls £/ C B eine abzihlbare
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Erweiterung von E (also mit abzéhlbarer Differenz E’ \ E) ist, so existiert eine
abzihlbare abgeschlossene Erweiterung E” von E’. Ebenso gibt es fiir E mit
D, (DNE) E und jeder abzéhlbare Erweiterung von E’ von E eine abzéhlbare

. T "
Erweiterung E” mit D | , -, E” B.3.4).

Wendet man diese beiden Abschluiprozesse abwechslungsweise abzéhlbar oft
an, so sieht man, dafl es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge E von B mit

D | E
A(DNE)

und zu jeder abzihlbaren Erweiterung E’ von E eine abzihlbare abgeschlossene
Erweiterung E” gibt mit
D | E"
A(DNE")

Man kann daher eine stetige Kette (Cy)a<e von abgeschlossenen Mengen kon-

struieren mit Co =0, (J,, <¢ Ca = B, abzéhlbaren Differenzen Co 41 \ C, und

D | C,.
A(DNCy)

Zu jedem « wihle man eine w—Aufzdhlung von D N (Cyy1 \ Cq); diese Aufzih-
lungen setze man zu einer Aufzdhlung von D zusammen. Um zu zeigen, daf
diese Aufzdhlung eine Konstruktion von D ist, geniigt es zu zeigen, dafl jedes
endliche Anfangsstiick d von D N (Cyy1 \ Ca) atomar iiber A(D N C,,) ist. Das
folgt aber aus dem Open Mapping Theorem (Z3.10), weil d atomar iiber AC,,
ist. O
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3.4 Interne Typen

Modelle w;—kategorischer Theorien sind (minimale) Primerweiterung von streng
minimalen Mengen. Wir werden im nichsten Abschnitt sehen, dafl hier die Pri-
merweiterungen auf besonders einfache Art gebildet sind. Wir bendtigen dazu
den Begriff des internen Typs.

T sei in diesem Abschnitt total transzendent. Wir arbeiten im Monstermodell
C. Definierbare Teilklassen von C bezeichnen wir mit F,G,.... Alle anderen
betrachteten Menge sollen klein im Vergleich zu C sein. F = ¢¢(C) bezeichne
eine feste O—definierbare unendliche Teilklasse von C.

BEISPIEL
Sei G eine Gruppe.
M = (G,A)
sei eine zweisortige Struktur, wobei A eine Kopie von G ist, die aber keinerlei
Struktur tragt. Vielmehr gehort die Abbildung

T:GxA— A

definiert durch 7(g,a) = ga zu M. M ist dann Primerweiterung von G. Die
Typen aller Elemente von A sind G—intern im Sinn der folgenden Definition.

Definition 3.4.1
Eine Typ p € S(A) heifit F-intern, wenn fiir eine Menge B

p(C) C dcl(FB).

Lemma 3.4.1
p ist genau dann F—intern, wenn es eine Parametermenge B und eine Realisie-
rung e von p gibt mit e € dcl(FB) und e | , B.

BEWEIS:
Wenn p(C) C del(FB), nehmen wir fiir e eine Realisierung von p, die unabhiingig
von B iiber A ist.

Wenn umgekehrt eine Realisierung e mit e |, bund e € dcl(Fb) gegeben ist,
wihlen wir eine Morleyfolge b, b1, ... von tp(b/acl(A)) der Linge |T|". Wenn
e’ eine beliebiges Element von p(C) ist, gibt es ein ¢ mit e’ | bD. Nehmen wir
zunéchst an, dafl p stationér ist. Dann ist eb ~4 €'b;. Es folgt e’ € dcl(Fb;). Fiir
B = {bg,b; ...} ist also p(C) C dcl(FB).

Wenn p nicht stationér ist, haben wir nur gezeigt, dafi tp(e/acl(A)) F—intern ist.
Dann sind aber alle Fortsetzungen von p auf acl(A) F—intern. Es muf also eine
Menge B geben, sodaf} die Realisierungen aller Fortsetzungen von p auf acl(A)
in dcl(FB) liegen. O

Eine Gruppe G operiert reguldr auf einer Menge A, wenn es fiir alle a,b € A
genau ein g € G mit ga = b gibt. F*1 C C° besteht aus den Klassen 0-
definierbarer Aquivalenzklassen, die Reprisentanten aus F™ haben.

1Sonst wire p; = tp(e’ /acl(A)by ...b;_1) eine zu lange Kette von forkenden Erweiterungen.
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Satz 3.4.2

T sei eine total transzendente Theorie. Wenn p € S()) F—intern ist, gibt es eine
definierbare Gruppe G C F°? und eine definierbare Klasse A, auf der G regulir
operiert mit p(C) C dcl(Fa) fiir alle a € A. G, A, die Gruppenoperation und die
Operation von G auf A sind mit Parametern aus F definierbar.

BEWEIS:
Sei p(C) C del(FB). Eine Kompaktheitsiiberlegung zeigt die Existenz eines ) € p
mit E = n(C) C dcl(FB) (eine solches E heifit F-intern). Weiter findet man eine
B-definierbare partielle Surjektion von F™ auf E. Aus dem néchsten Lemma
folgt, dafl diese Surjektion mit Parametern aus F und E definierbar ist. Wir
bauen die Parameter aus I in die Funktion ein und erhalten eine 0—definierbare
partielle Abbildung

7 :F" x EF - E,
die fiir mindestens ein festgehaltenes e € E* surjektiv ist. Weil die isolierten
Typen iiber F dicht sind, finden wir e in einer F-definierbaren Klasse A, die
einen vollstéindigen Typ iiber F bestimmt2. Wir schriinken 7 ein:

T:F"xA—E

Es ist klar, dal p(C) C E C dcl(Fa) fiir alle a € A. 7 ergibt auf naheliegende
Weise eine partielle Abbildung

7 F" x A — EF.

Sei H die Menge aller h € F"*, fiir die 7(h,a) € A fiir ein (oder dquivalent fiir
alle) a € A. Wir nennen hy und ho dquivalent, wenn m(h1,a) = m(hz,a) fiir ein
(alle) a € A. Wir verkniipfen zwei Aquivalenzklassen durch die Bestimmung

w(hy o ha,a) = w(hy, w(ha,a))
fiir ein (alle) a € A.

Aus diese Weise werden die Aquivalenzklassen auf H zu einer definierbaren
Gruppe G, die definierbar auf A operiert. O

Lemma 3.4.3
Sei T stabil und F ohne Parameter definierbar. Dann I8t sich jede definierbare
Teilklasse von F mit Parametern aus F definieren.

BEWEIS:
Sei 1(a, C) eine definierbare Teilklasse von F". Der Typ ¢ = tp(a/F) ist defi-
nierbar, wie wir uns gleich iiberlegen. Dann ist

(0, C) ={f e F" | = dgzt(z, f)}-

Sei ¢ ein Typ iiber der Mengvézl F und ¢ eine Erweiterung auf acl(F). ¢ ist
definierbar. Sei dgz¢(z,y) = ¥(y, a) fiir ein Tupel a € acl(A), dessen Typ iiber

2Man kann zeigen, dafl A mit atomaren Parametern aus F definiert werden kann.

3Wenn ¢ ein Typ iiber einer Klasse F ist, kann man etwas vorsichtiger so argumentieren:
Man wéhlt eine Menge F' C F, sodal ¢ nicht iiber F' forkt und die einzige nicht—forkende
Fortsetzung von ¢ | F auf F ist. Alle Fortsetzungen ¢ auf acl(F') liefern eine Definition von ¢
etc.
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A von €(z) isoliert wird. Dann kénnen wir setzen:

dq$¢($ay) = 32(&(?/7 Z) N 6('2))

UBuNG 3.4.1
Sei T stabil und I definierbar. Dann ist jede definierbare Teilklasse von F Durch-
schnitt von F mit einer Klasse, die mit Parametern aus F definierbar ist.

UBuNG 3.4.2 (Poizats Groupe de Liaison ([8]))

T sei total transzendent. [E und F seien 0—definierbar und E sei F intern. Dann ist
Aut(E/F) eine F-definierbare Permutationsgruppe. Aut(E/F) operiert regulir
auf A (A wie im Beweis von B 42) und ist definierbar isomorph zu G.
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3.5 wi;—kategorische Theorien

T sei in diesem Abschnitt eine stabile Theorie mit Imaginirenelimination.

Definition 3.5.1

Sei F eine O—definierbare Klasse. Ein Typ p € S(0) heiBt F-analysierbar in
endlich vielen Schritten, wenn es fiir jede Realisierung a von p eine Folge von
Tupeln ay, . . ., a, gibt, sodal

a) a, = a und a; € dcl(a) fiir alle 1.

b) Alle Typen tp(a;/aq...a;—1) sind F—intern.

Satz 3.5.1 (Hrushovski [4])
Sei T' wy—kategorisch und F eine O—definierbare streng minimale Menge. Dann
ist jeder Typ p € S(0) F-analysierbar in endlich vielen Schritten.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorbereitungen.

Sei p ein stationdrer Typ. Man sagt, dal p auf B basiert, wenn p parallel
zu einem auf B definierten Typ ist. Die kanonische Basis Cb(p) von p ist, fiir
eine gute Definition d,, die Menge der kanonischen Parameter aller Formeln

dpx¢(m7 y)

Lemma 3.5.2
p € S(A) basiert genau dann auf B, wenn Ch(p) C dcl(B).

BEWEIS:

Es ist klar, dal Cb(p) C dcl(A4), wenn p € S(A). Parallele Typen werden durch
die gleichen Formeln definiert. Also folgt Cb(q) = Cb(p) C dcl(B), wenn q €
S(B) parallel zu p ist. Wenn andererseits Cb(p) C dcl(B), wéhlen wir eine nicht—
forkende Fortsetzung r von p, die auf einer Obermenge von dcl(B) definiert ist.
Weil r iiber Cb(p) und also iiber dcl(B) und damit auch iiber B definiert ist, ist
r die nicht—forkende Fortsetzung des stationdren Typs ¢ = r | B. ¢ ist parallel
zu p. O

Durch die Eigenschaft des Lemmas ist Cb(p) bis auf Interdefinierbarkeit eindeu-
tig bestimmt.
Satz 3.5.3
Sei p € S(A) ein stationérer Typ.
1. Wenn T eine unendliche Morleyfolge von p ist, ist Cb(p) C dcl(Z).
2. p forkt genau dann nicht iiber B C A, wenn Cb(p) C acl(B).

BEWEIS:
M): Nach der Ubung BL2([E) ist der Durchschnittstyp Av(Z) die nicht—forkende
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Erweiterung von p auf das Monstermodell. Aus dem Beweis von [3.1.2] folgt, daf§
Av(p) auf 7 basiert.

2): p forkt genau dann nicht iiber B, wenn p auf acl(B) basiert ist. O

Sei FF eine 0-definierbare Klasse und p € S(A). p heiBt orthogona® zu F, wenn
fiir jede Realisierung b von p, jedes ¢ € F und jede Erweiterung B von A

b|B = blec
A B

Lemma 3.5.4
Sei T' wy—kategorisch und F eine O—definierbare streng minimale Menge. Dann
ist kein nicht-algebraischer Typ orthogonal zu F.

BEWEIS:

Sei p € S(A) orthogonal zu F. Wir wihlen ein Modell M, das A enthélt, eine
Realisierung b von p, die iiber A unabhéingig von M ist und ein Modell N, das
M und b enthélt. Aus der Voraussetzung folgt, dal b iber M unabhéngig von
F(N) ist. Weil andererseits N (minimale) Primerweiterung von M U F(N) ist,
ist b atomar iiber M fiir ein Tupel ¢ € F(N), sagen wir isoliert durch ¢ (z,¢).
Nun ist aber nach der Ubung XTI der Typ tp(¢/Mb) ein Erbe von tp(c/M).
Es muf} also ein m € M geben, das 1(x,¢) realisiert, dieses m kann aber nur b
selbst sein. Es folgt b | , b, also b € acl(A) ([Z3.4) und p ist algebraisch. O

BEWEIS (von B.5.1))

Durch Induktion iiber « = MR(p). Wenn o = 0, p also algebraisch ist, ist p
trivialerweise intern (in jeder definierbaren Klasse). Wenn o > 0, finden wir
eine Realisierung b von p, ein ¢ € F und eine Parametermenge B, sodafi b | B
und b J 5 C Aus Stetigkeitsgriinden kénnen wir annehmen, dafi B endlich ist.
Sei nun D die kanonische Basis von tp(cB/acl(b)). Weil ¢cB | b, aber ¢B [ b,
ist b J D.

Sei (¢;B;) eine unendliche Morleyfolge von tp(cB/D). Dann ist

D C dCl(CoBoclBl . )

Aus b | B (und D C acl(b)) folgt D | B und damit D | ByBj.... Damit ist
gezeigt, dafl der Typ jedes Tupels d € D F-intern ist (Lemma [B4T]).

Wir wihlen ein endliches Tupel d € D so, dal b J d. Dann ist MR(b/d) < «.
Wenn wir den Parameter d zur Sprache hinzufiigen und die Induktionsvoraus-
setzung auf T'(d) anwenden, gibt es eine Folge b, ..., b, = b, sodal b; € dcl(db)
und die Typen tp(b;/dbg . . .b,) F-intern sind. Wir wiiren jetzt fertig, wenn wir
wiifiten, daf d € dcl(b).

Dazu ersetzen wir d durch den kanonischen Parameter d’ der endlichen Menge
{di,...,d;} der Konjugierten von d iiber b. Wir haben dann d’ € dcl(b). Weil
d' € dcl(dy ...dy) ist der Typ von d’ F—intern. Weil d’ und d denselben alge-
braischen Abschluf haben, ist MR(b/d’) = MR(b/d) < «. Mit diesem d’ kénnen
den Beweis zu Ende bringen. O

4 Was wir definieren, heiit offiziell: p ist fremd zu F. Wenn F streng minimal ist, ist das
aber dquivalent zu der Orthogonalitdt von p und dem durch F bestimmten streng minimalen
Typ.
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Folgerung 3.5.5 (Baldwin [1])
w1 —kategorische Theorien haben endlichen Morleyrang.

Der Morleyrang einer Theorie T ist der Morleyrang der Formel z = .

BEWEIS:

Wir koénnen annehmen, daf} es eine O—definierbare streng minimale Menge F gibt.
Wir nennen eine O—definierbare partielle Funktion f(@,vo,...,v;—1,w) und eine
Formel 9 (vg, . ..,v;_1,v;) ein internes Schema fiir ay, ..., a;, wenn

': w(a()a"'aai)
und
E JwYu; (Y(ag,...,a;—1,v;) — Ju €F f(T,ap,...,a;-1,w) =v;).

Die Folge ay, . . ., a; hat genau dann ein internes Schema, wenn tp(a;/ag ... a;—1)
F-intern ist3. Ein analysierendes Schema fiir die Folge ag, ..., a, ist eine Folge
von internen Schemas fiir die Anfangsstiicke der Folge.

Nun ist jedes Element a (aus der home sort) letztes Element eines Tupels, das
ein analysierendes Schema hat. Eine Kompaktheitsiiberlegung liefert uns die
Existenz eines endlichen Vorrats von analysierenden Schemas mit denen alle
Elemente auskommen. Insbesondere gibt es eine Schranke fiir die Léange der
bendtigten analysierenden Folgen. Beweis noch unvollstindig. O

5Wir arbeiten in 7°9, um Tupel durch Elemente ersetzen zu kénnen.
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Kapitel 4

Hinweise zu den Ubungen

Usunc [T

Sei A = {a;} und C' = {¢;} eine Menge von neuen Konstanten. Betrachte die
L(C)-Theorien

(4.1) Ind = {¢(d) < ¢(e) | d,e € C}
(4.2) Typ = {¢(c)| M E ¢(a) fiir allea € A}
Dabei sind die ¢ L-Formeln und ¢, d, €, @ aufsteigend indizierte Tupel. Mit Hilfe

des Satzes von Ramsey sieht man, dafl TUIndUTyp endlich erfiillbar ist. Wahle
fiir (N, b;);es ein Modell von T'U Ind U Typ.

UBunc 4T

1. Sei p algebraisch und ¢ € p algebraisch. Wenn wir ¢ so wihlen, dafl die
(endliche) Zahl der Realisierungen von ¢ minimal ist, wird p von ¢ isoliert.

2. Wenn p nicht algebraisch ist, wird jede endliche Teilmenge von p von
unendlich vielen Elementen realisiert. Mit einem Kompaktheitsargument
schliefit man daraus, dafl p unendlich viele Realisierungen hat,

Usunc 29
Sei ¢(M) minimal.

Wenn ¢(M)Ny(M,a) falls endlich durch k beschriankt und ¢(M)N—p(M, a)
durch ! beschrénkt ist, hat fiir alle @ € M die Menge ¢(M) N (M, @) oder die
Menge ¢p(M)N—1) (M, a) hochstens max{k, [} Elemente. Diese Aussage iibertrigt
sich auf alle Modelle, die die Parameter enthalten. Also ist ¢ streng minimal.

Wenn es umgekehrt fiir ¢(z,7) eine solche Schranke nicht gibt, gibt es fiir
alle k ein @ € M, sodafl beide, p(M) N (M,a) und ¢p(M) N —p(M, @) mehr als
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k Elemente haben. In einer elementaren Erweiterung IV gibt es also ein @, sodafl
d(M)Np(M,a) und ¢(M) N —p(M,a) unendlich sind und ¢(z) ist nicht streng

minimal.

Usung [L5] o
Sei M ein Modell von T' und by,by zwei Tupel vom gleichen Typ. Wir miissen
einen Automorphismus von M finden, der b; in by iiberfiihrt.

Wenn M {iberabzéhlbar ist, ist M saturiert und wir sind fertig. Sei also M
abzahlbar. Wenn mg, die ¢g—Dimension des Primmodells, unendlich ist, ist M
wiederum saturiert. Wir kénnen also annehmen, dafl mg endlich ist.

Wir wihlen Primerweiterungen M; und Ms von by und by und fixieren einen
Isomorphismus zwischen M; und Mo, der by in by iiberfiithrt. @ € M sei ein Pa-
rameter fiir ¢g und a- sein Pendant in M. Weil die M; endliche ¢y—Dimension
haben, ist dim(M/M;) = dim(M/Ms). Sei c},...,c} eine ¢(z,a;)-Basis von
M iiber My und ci, ..., ch eine ¢(x,az)Basis iiber My. M ist dann minimale
Primerweiterung von Mjci,...,ct und Macl, ..., c%. Der Isomorphismus zwi-
schen M7 und M, setzt sich zu einem Isomorphismus zwischen Mlc%, ..., cfund
Moacl, ..., c% und dann zu einem Automorphismus von M fort.

Usunc 6.1

Sei T w-stabil und A abzéhlbar. Wihle Elemente b;, sodafl S1(A) = {tp(b;/A) |
i € w} und ¢;j, sodaB S1(Ab;) = {tp(ci;/Ab;) | j € w}. Dann ist Sy(A) =
{tp(bicij/A) | j € w} abzihlbar. Ebenso zeigt man, daf alle S,,(A) abzéhlbar
sind.

Wenn es einen bindren Baum von Formeln in n—Variablen gibt, gibt es einen
abzéhlbare Teilsprache Ly C L, fiir die die abzihlbare Theorie Tp = T | Lg
nicht w—stabil im Sinn von n—Typen ist. Es folgt, dafl auch Tj nicht w—stabil ist.
Also sind Ty und T nicht total transzendent.

Usune

Sei M ein w-saturiertes Modell und p ein Typ iiber M. ¢(z,m) € p sei von
minimalem Rang a und Grad n. Wenn n > 1, gibt es eine Formel (z, b), sodaf
é(x,m) A (x,b) und ¢(x,m) A —9(z,b) Morleygrad a haben. Wihle @ € M
mit tp(@/m) = tp(b/m). Dann haben die beiden Formeln ¢(x,m) A ¢(x,a)
und ¢(z,m) A p(z,a) Rang o und eine der beiden Formeln gehért zu p. Das
widerspricht der minimalen Wahl von ¢(z,m).

Usunc BT

Wenn ¢ (z, y) eine Folge von Elementen ordnet, ist 1 auch unstabil. Wenn ¢(x, y)
unstabil ist und | ¢(@;,b;) <= i < j ordnet die Formel 9 (x1,22;y1,y2) =
¢(x1,y2) die Elemente agbg, a1by,. .. .
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UBunc B T2
Sei A = {0, %, 1}. Wir betten I in # A ein, indem wir die Folgen aus Iy konstant
mit den Wert % zu Folgen der Lénge p fortsetzen. Dann geben wir I die durch

die lexikographische Ordnung von A induzierte Ordnung.

Usunc BT3

@) <[d): Das wurde eigentlich schon im Beweis von 2I.1] gezeigt. Allerdings
nur fiir |A| > |T|. Man sieht aber sofort, da§ T genau dann stabil ist, wenn
die Einschrankung von T auf jede endliche Teilsprache von L stabil ist. Die
Einschréankung an |A| ist also tiberfliissig. AuBlerdem zeigt der Beweis, dafl wir
fiir unstabiles T ein A von jeder gewiinschten Méchtigkeit finden kénnen, fiir
das [Ss(A)| > |A|. Damit folgt auch sofort bl) =m).

[d) = @): Ein Typ p € S(A) ist bestimmt durch die Familie aller p,. Also ist

S(A) < [T186(4) < [T 14l = 14"
¢ ¢

Wenn |A| = A und AT = X, ist also [S(A)| < .

@ =b): Klar.

Usunc T4
[I): Die Formelmenge

r(z) = {é(z,b) | b € B, ¢(z,y) L(M)-Formel, ¢(z,m) € p fiir alle @ € M}

ist endlich erfiillbar. Denn wenn die Konjunktion der ¢1(x,b1), ..., ¢n(z,b,) €
r(z) inkonsistent wire, miifite es auch my, ..., m, € M geben, fiir die die Kon-
junktion der ¢1(x, 1), .., ¢n(x,M,) inkonsistent wire. Das geht aber nicht,
weil die ¢;(z, ;) zu p gehoren.

Jeder Typ q(x) € S(B), der r(x) enthélt, ist ein Erbe von p(z). (Beachte, dafl
pCr.)

2): Sei ¢ ein Erbe von p und ¢(z,b) € q. Weil fiir kein m € M die Formel
¢(z,m) A ~dprg(x, M) zu p gehoren kann, gehort ¢(z,b) A ~d,x¢(x, b) nicht zu

g. Also ist |= dpxo(z,b). Das zeigt, dal ¢ die nicht—forkende Erweiterung von p
ist.

Usunc 222711
Wir beweisen nur Teil [[l). Die Behauptung [2)) ist klar.

Nehmen wir zuerst an, dafi M Imaginére eliminiert. Um [[a]) zu zeigen, be-
trachten wir X = ¢(M*, a) fiir ein @ € M". Die Aquivalenzrelation

Y1 Bys <=V ¢(x,y1) < ¢(z,y2)
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sei Faserung der O—definierbaren Funktion f : M™ — M™. Setze ¢ = f(a). Dann
ist

X={beM"| M3y (fly) =cAdby)}
iiber ¢ definierbar. Andererseits ist
{c} ={de M™[(M,X) |3y (fly) =dAVz P(z) < ¢(z,9))}.
Fiir [[D) betrachten wir die Partition
M? = {agpay | ao # a1} U{aa|a e M}

ist Faserung einer O-definierbaren Funktion M? — M™. Das liefert zwei 0
definierbare k—Tupel, also auch mindestens zwei O0—definierbare Elemente.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, da[[al) und[Ih)) gelten. Sei E C M*x M*
eine 0-definierbare Aquivalenzrelation. Fiir jede Aquivalenzklasse a/E gibt es
ein Tupel ¢, sodaf a/E aus c¢ definierbar ist und umgekehrt ¢ aus dem Pradikat
a/E. Es gibt also einerseits eine L-Formel ¢ (z;y) mit

M = Vz (¢1(z;¢) < zEa)
und andererseits ein ¢o(z;y) mit
M [=Vz (zEa — VYy(po(z;y) — y = ¢))

¢ = ¢1 A ¢2 hat beide Eigenschaften, deren Konjunktion wir mit ®4(a;c) be-
zeichnen. Wenn M |T|T—saturiert ist, muf es ¢o, ..., ¢,_1 geben, sodaf

M EVady \/ @, (z;y).
i<n
Jedes ¢(z;y) definiert eine Funktion Fy : Dy — M™, wobei
Dy = {a € M* | M =3y ®y(a;y)}
D, besteht aus vollen Aquivalenzklassen und E N D3 ist die Faserung von Fy.

Wenn b ein O—definierbares Tupel ist, kénnen wir ¢(x;y) ersetzen durch

' (z;y,y) = dlz,y) Nb=y'.

Auf diese Weise kénnen wir erreichen, daf8 die Stelligkeit ng, fiir alle ¢ < n die
gleiche ist (sagen wir gleich n) und daf8 die Wertebereiche der Fy, disjunkt sind.
Jetzt definiert

Fy,(x) falls x € Dy,
Fy, () falls ze€ Dy \D

Fz) = ¢. ¢ %o

F¢n_1 (x) falls z € D¢n_1 \ (D¢0 U...u D¢n_2)

eine Funktion F : M¥ — M™ mit E als Faserung.

UBunc 229
Sei A C M geniigend saturiert und ¢; und ¢o zwei Fortsetzungen von p auf
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acl(A). a1,a2 € M seien Realisierungen von ¢; und ¢o. Es gibt einen A-Au-
tomorphismus « von M, der a1 in ay iiberfithrt. Weil a(acl(4)) = acl(A), ist

a(q) = qa-

Usunc 223

Sei p € S(A) algebraisch. Wenn p von b € dcl(B) realisiert wird, ist d,z¢(z,7) =
(b, 7) eine gute Definition von p iiber B. Sei umgekehrt ¢ eine Fortsetzung von
p auf M. ¢ wird in M durch ein b realisiert. Dann definiert dyz(z = y) die
Menge {b}. Wenn ¢ iiber B definierbar ist, ist also b € dcl(B).

Usunc 311

Wihle zuerst ein A; C A, das hichstens die Méchtigkeit |T| hat und iiber dem
p nicht forkt. Seien (p®) alle nicht—forkenden Fortsetzungen von p | A; auf A.
Fiir jede L-Formel ¢(y,y) gibt es nur endlich viele verschiedene pfb. Es also eine
endliche Teilmenge A4 von A, sodaf fiir alle i

P 1 4g)e = (1 Ap)s = Py =Py
Setze nun Ag = A, U U¢ Ag.

Wenn p Morleyrang hat, wahlt man ein ¢ € p, das den gleichen Rang und
Grad hat wie p. Ein Ay, das die Parameter von ¢ enthélt, leistet das Gewiinschte.

UBunG 232

Sei (pa)ae|r|+ eine Kette von Typen p, € A,. Die Vereinigung Uae\TH Do, forkt
nicht iiber einer Teilmengen A’ von Uae|T|+ A, die hochstens die Méchtigkeit
|T'| hat. Fiir geniigend grofles « ist A’ in A, enthalten. Die Kette forkt nicht
mehr ab diesem Index.

Usunc 2233
ab | ,B <= B, ab Symmetrie
<~ Bl ,a & B |, b Transitivitdt und Monotonie
<~ al,B &b |, B Symmetre
Usune 234

Wegen Forkingstetigkeit kdnnen wir annehmen, da§ B endlich ist. Auerdem
sei A leer, das vereinfacht die Notation. Die Ubung folgt dann aus der folgenden
Behauptung durch Induktion:

Behauptung: Wenn B unabhéngig ist und b | B, ist auch B U {b} unabhingig.
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Beweis: Sei ¢ € B. Dann folgt aus b | B, daf§ CJ_/B\{C} b (Symmetrie und
Monotonie). Weil B unabhéngig ist, ist ¢ | B\ {c}. Transitivitét liefert

c| B\ {cuU{b}.

UBunG 22370
Wir zeigen einen Spezialfall: (Der allgemeine Fall hat den gleichen Beweis.) Das
Paar byby sei unabhdngig von C. Dann ist

bl\Lbl < bli/bg.
C

Beweis: Nach der letzten Ubung (Z234) bedeuten beide Seiten der Aquivalenz,
dafl das Tripel {b1,be, C} unabhingig ist.

Fiir die Richtung von rechts nach links geniigt es vorauszusetzen, dafl by und by
einzeln unabhéngig von C' sind.

UsunG 24T }
Das ist eine Umformulierung von Ubung 2.22.TI11 Man beachte, daf es dort fiir
die Umkehrung geniigt, Klassen der Form X = a/F zu betrachten.

UsunG

Alle stationdren nicht—forkenden Fortsetzungen von p = tp(a/Ab) auf acl(A)b
basieren auf acl(A). Es geniigt also zu zeigen, dal p nur mit einem Typ ¢q €
S(acl(A)) konsistent ist (ndmlich mit ¢ = tp(a/acl(A)) = tp(b/acl(A)). Dafiir
iiberlegen wir, dafl p(z) "weily”, dal « denselben Typ iiber acl(A) hat, wie b:
Wenn némlich o’ eine zweite Realisierung von p ist, haben ab und a’b denselben
Typ iiber A, und die beiden Typen tp(ab/acl(A)) und tp(a’d/acl(A)) sind iiber
A konjugiert. Also haben auch o’ und b denselben Typ iiber acl(A).

Usunc BT

Sei p € S(A) und ¢ eine nicht—forkende Fortsetzung auf B. Sei Z ein Morleyfolge
von ¢. Dann ist Z unabhéngig iiber B. Weil jedes einzelne Element von Z un-
abhiingig von B iiber A ist, ist Z auch unabhiingig iiber A (sieche Ubung E3.3),
als eine Morleyfolge von p.

Usunc B2
BIZh): 7 \ Zp ist unabhingig von B iiber A, also unabhingig iiber B. Die
Elemente von 7 realisieren die nicht—forkende Erweiterung von p auf B.

BI2h): Sei B eine Erweiterung von A und ¢ die nicht—forkende Fortsetzung
von p. Wir setzen Z zu einer Folge Z’ fort, die indiscernible iiber A ist und sehr
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lang. Dann ist Z' immer noch eine Morleyfolge von p. Wenn wir jetzt also ein
Zo C 7' mit B \LAIO T’ wihlen mit |Zo| < |T'| + | B, ist Z' \ Zy eine unendliche
Morleyfolge von ¢ mit dem gleichem Durchschnittstyp wie Z. Also ist ¢ C Av(Z).

Usunc B3
Wenn 7 und Z; parallel sind, also ZyoJ und Z; J indiscernible sind, so ist

AV(I()) = AV(Ioj) = AV(Ilj) = AV(Il)

Wenn umgekehrt p = Av(Zg) = Av(Z;), so beachten wir, dafl es (nach dem
Beweis von B.1.2)) zwei Mengen By und Bj gibt, iiber denen p nicht forkt, sodafl
Ty und Z; Morleyfolgen der stationdren Typen p | By und p [ B; sind. Sei J eine
Morleyfolge von p | BoZyB1Z:. Dann sieht man, dafl Zo 7 und Z; J Morleyfolgen
von p [ By und p | By sind.

Usunc B4

p und ¢ seien stationdr mit (unendlichen) Morleyfolgen Z und J. Dann sind
Av(Z) und Av(J) die globalen nicht—forkenden Erweiterungen von p und q. p
und ¢ sind genau dann parallel, wenn AvZ = AvJ, d.h. wenn Z und J parallel
sind.

UBunc B4T

Der Beweis ist der gleiche wie fiir Lemma [3.4.3]

UsunG B3.2.2
Jeder Automorphismus « € Aut(E/F) induziert eine Permutation von A. Fixiert
man ein e € A, ist o durch den Wert «a(e) eindeutig bestimmt: Es ist

a(n(f,e)) =n(f,ale)).

Gibt man sich ¢/ € A vor, gibt es immer ein «, mit a(e) = €', weil e und €’
denselben Typ iiber F haben. Dafiir gibt es zwei Argumente: Erstens kann man
beweisen, daf} sich in stabilen Theorien jeder Isomorphismus zwischen Klassen
der Form FB zu einem Automorphismus des Monstermodells C fortsetzen 1&8t.
Zweitens kann man auch « einfach durch a(7(f, e)) = n(f, ') definieren. Daraus
ergibt sich, dal Aut(E/F) = Aut(A/F) auf A lebt und iiber F definierbar ist.

Wie G operiert auch Aut(A/F) reguldr auf A. Auflerdem kommutieren die
beiden Operationen: Fiir alle ¢ € G, alle @ € Aut(A/F) und alle e € A ist
a(ge) = g(ae). Die Zuordnung g — a, wenn g~ leg = ey, (fiir ein fest gewiihltes
eo € A) definiert in einer solchen Situation immer einen Gruppenisomorphismus.
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Anderungen

Version 1 (15.7.1996)

Version 2 (27.7.1997)
Durchsicht von H. Scheuermann: Druckfehler. In fehlte die Voraus-
setzung total transzendent.

Version 3 (5.8.1998)

Kleine Druckfehler wurden verbessert. Die Losung der Ubung 2] ist
jetzt vollstdndig angegeben. Die fehlende Voraussetzung der Saturiertheit
von M wurde hinzugefiigt.

Version 4 (22.5.2000)
Kleine Druckfehler wurden verbessert.

Version 5 (17.10.2002) )
Neben Druckfehlern wurde die Ubung [Z.1.4] verbessert.

Version 6 (18.3.2003)
Die Ubung B.4.1] wurde eingefiigt.

Version 7 (15.10.2003)

Druckfehler in der Definition von M¢?. Fehlende Definitionen wurden ein-
gefiigt: konjugiert, Monstermodell. Der Beweis von Satz [[.2.T] wurde kor-
rigiert.

Version 8 (20.11.2003)
FuBnote Seite Bl Bemerkung [[L3] korrigiert.

Version 9 (14. Februar 2004) )
Fehler im Beweis von korrigiert. Neue Ubung 241l Druckfehler in

[, 6, Ubung 22T

Version 10 (4. Juli 2004) )
Erlduterung im Beweis von L4l Index verbessert. Druckfehler. Ubung
223 verbessert (fiir den Beweis von [2:37]).

Version 11 (25. Oktober 2004)
Druckfehler. verbessert.
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Version 12 (31. Januar 2005)

Druckfehler im Beweis von Beweis von nachgetragen. Druck-
fehler in Abschnitt Druckfehler in Druckfehler im Hinweis fiir
Ubung Druckfehler im Beweis von Lemma [3.2.4l Druckfehler in Ab-
schnitt 3.4l Fehler im Beweis von B.4.1]l Korrektur in Druckfehler im
Beweis on B.5.1l Verbesserung im Beweis von [3.5.3] und

Version 12a (2. Februar 2005) Beweis von korrigiert, aber noch
unvollstédndig. Die dazugehorige Ubung wurde gestrichen.

Version 13 (9. Mai 2005) Durchsicht von Immanuel Halupczok: Druck-
fehler. Bemerkung nach Ubung [ZT.T] korrigiert.

Version 13b (15. November 2006) Verbesserung der Formeln in [[6.7]
und [[6.§ nach einer Bemerkung von B. Link.
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