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1 Kombinatorik

Satz 1.1 Fine n—elementige Menge hat 2™ viele Teilmengen.

Als Formel:
#P(A) = 274,
Dabei bezeichnet
P(A):={B|BC A}
die Potenzmenge von A und # A die Zahl der Elemente von A.

Satz 1.2 Sei A eine Menge mit n—Elementen und k eine Zahl zwischen 0 und
n. Dann gibt es
nn—1)...(n—k+1)

viele Méglichkeiten aus den Elementen von A eine k—elementige Folge ohne
Wiederholungen auszuwdhlen.

n

k

bezeichnet die Zahl der k—elementigen Teilmengen B einer n—elementigen Menge
B.

Definition

Definition Die Fakultdt von n ist das Produkt
nl=1-2-3...n.
Konvention: 0! =1

Satz 1.3 FEine n—elementige Menge 1Gf$t sich auf n! verschiedene Arten anord-
nen.

Satz 1.4

n nn—1)...(n—k+1)
() ===
kl(n —k)!



Satz 1.5 (Pascalsches Dreieck)

("Zl)Z(ZHﬂI)

Satz 1.6 (Binomische Formel)

oy = (§)ar+ (e (1 o+ ()

2 Folgen und Reihen

2.1 Folgen

Definition Fine Zahlenfolge ag,aq, ... heifst konvergent, wenn sie gegen einen
Grenzwert ¢ konvergiert. Das bedeutet, daf8 in jeder noch so kleinen Umgebung
von ¢ fast alle Folgenglieder liegen.

In Quantorenschreibweise:

Ye>03INVn >N |a, —c| <e¢

Eine Folge ohne Grenzwert divergiert.

Eine Zahlenfolge (a,) kann nur einen Grenzwert ¢ (oder Limes) haben.
Man schreibt dafiir

lim a, = c
n—oo

an —
n—oo

Wenn eine Zahlenfolge (a,,) darum divergiert, weil a, fiir geniigend grofle n

beliebig grofl wird, konvergiert sie gegen oo:

lim a, =00 < VM IANVn>N M < a,

n—oo

BEISPIEL:

n

Iim Yn=1
n—oo

Satz 2.1 Eine beschrdnkte monoton wachsende Folge ist konvergent.
Satz 2.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Fine Folge (a,) konver-

giert genau dann, wenn die Differenzen a,, —a, fir gentigend grofie m,n beliebig
klein werden. Genauer, wenn

Ve > 03INVn,m > N |ay, —an| <€



Satz 2.3 (Rechenregeln) (a,) und (b,) seien zwei konvergente Folgen. Dann
18t

lim (a, +b,) = lim a,+ lim b,
n—oo n—oo n—oo
lim (@, -b,) = lim a,- lim b,
n—oo n—oo n—oo
. 1
lm — = —m——
n—oo @y, lim, 00 Gn

In der letzten Gleichung mufl man voraussetzen, daf8 die a, und lim,_ . a,
ungleich Null sind.

2.2 Reihen
Eine unendliche Reihe

Zan:ao—kal—&—...

n=0

heifit konvergent, wenn die Folge (s,) der Partialsummen
Sn ::Zai:ao—i—al—i—...—i—an
i=0

konvergiert. lim, .. s, heiflt die Summe der Reihe und wird ebenfalls mit
ZZO:O a, bezeichnet.

Lemma 2.4 Wenn Y>> a, konvergiert, muf$ (a,,) gegen Null konvergieren.

BEISPIEL:
Die harmonische Reihe

SLIRPERER
n:ln_ 2 3 7

ist divergent. Die alternierende harmonische Reihe

n

= (~1) 11
=l—c4=+...
Z n 2+3+

n=1

konvergiert,.

Die Summe der Reihe

= 1 11
n=0

ist die Eulersche Zahl e = 2.718.. ..

Definition 7 a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Y - |a,| der
Absolutbetrige konvergiert.



BEISPIEL:
Die geometrische Reihe

Zx":1+x+x2+...
n=0

ist genau dann absolut konvergent, wenn |z| < 1. Die Summe ist

s T

E " = .
1—=x

n=0

Satz 2.5 (Wurzelkriterium) Die Reihe Y. - a, konvergiert absolut,
wenn es eine Zahl § gibt mit

1.0<6<1

2. V/lan| <9 fir geniigend grofie n.

Satz 2.6 (Quotientenkriterium) Die Reihe > - a, konvergiert abso-
lut, wenn es eine Zahl § gibt mit

1.0<6<1

2.

an-+1
Qn

‘ < é fiir geniigend grofie n.

Definition Die Potenzreihe

n 1.2 CL'B
!

Oo.’L'
eXp(x):;?:1+x+i+i+"’

konvergiert absolut fiir alle x. Die dadurch durch dargestellte Funktion heifit
Ezxponentialfunktion.

Satz 2.7
exp(0) = 1
exp(l) = e
exp(a+b) = exp(a)exp(b)

Folgerung 2.8 exp(z) = e*



3 Stetige Funktionen

Sei D eine Menge von reellen Zahlen und f : D — R eine Funktion.

Definition [ heifit stetig bei a € D, wenn f(x) beliebig nahe bei f(a) liegt,
wenn nur x gentgend nahe bei a liegt:

Ye>03>0VexeD |z—a|<d—|f(z)— fla)] <€
f heifst stetig, wenn f bei allen a € D stetig ist

Komposition (Hintereinanderausfithrung) f o g, Summe f + g, Produkt fg und
Quotient g von Funktionen sind wie folgt erklért:

(fog)(z) f(g(x))
(f+9)x) = f(@)+g(x)
(f9)(x) = f(z)g(z)
f(x) — f@)

g g(z)

Satz 3.1 Komposition, Summe, Produkt und Quotient von stetigen Funktionen
sind wieder stetig.

Lemma 3.2 Wenn f stetig ist und

anp — a

n—oo ?

dann ist auch

flan) — f(a).

n—oo

Satz 3.3 (Mittelwertsatz) Fine auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] =
{zr € R| a < x < b} definierte stetige Funktion nimmt jeden Wert zwischen

f(a) und f(b) an.

Satz 3.4 (Satz von Maximum) Jede auf einem abgeschlossenen Intervall
[a,b] definierte stetige Funktion hat ein Maximum

F(a0) = max f(a).

z€la,b]

4 Differentialrechnung

Definition Sei D eine Teilmenge von R und f : D — R heifit differenzierbar
bei a € D, wenn es eine Zahl b gibt, sodafy der Differenzenquotient

f(z) = f(a)

beliebig nahe bei b liegt, wenn x geniigend nahe bei a liegt. In Quantorenschreib-
weise:

f(z) = fla)

r—a

Ye>0356>0VxeD 0<x—a|<5—>‘ —b‘<e



oder auch L
lim M —b.
h—0 h

f heif$t differenzierbar, wenn f bei allen a € D differenzierbar ist.

b heifit die Ableitung von f bei a. Man schreibt fiir b auch f’(a). Die Funktion
/' ist die Ableitung von f. Man schreibt auch

df(z)

() —

f'(a) ist die Steigung der Tangente an der Kurve y = f(z) im Punkt (a, f(a)).
Die Gleichung der Tangente ist

f/(a) _ Yy— f(a)
BEISPIEL:

(In)/ _ nxnfl
exp'(xr) = exp(x)
sin’(x) = cos(z)
cos'(z) = —sin(x)

L

tan'(z) = co(z)

Satz 4.1 (Ableitungsregeln)

1. (f(z) + g(2)) = f'(z) + g'(2)
2. (f(z)g(@)) = f(z)g(x) + f(z)g'(x)
3. (f(g(=))) = f'(g(x))g'(x) (Kettenregel)
Folgerung 4.2 (Ableitung eines Quotienten)
<f (w)>’ _ f’(w)g(w)z— f(2)g'(x)
g9(z) 9*(x)

Satz 4.3 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei g = h=' Umkehrfunktion
von h, das heifst

fiir alle x. Dann ist




Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist der natiirliche Logarithmus

In:Ry ={zeR|z>0} —R.

UMKEHRFUNKTIONEN
ff
sin | arcsin : [—1,1] — [—-7/2,7/2]
cos | arccos : [—1,1] — [0, 7]
tan | arctan : R — [—7/2,7/2)

Folgerung 4.4

1
In'(z) = =
x
arcsin’ () !
resin’(z) = ——
V1—2a?
arccos’ (z) = -t
V1 —2?
1
arctan’(x) = 522
T

Fiir beliebige positive x ist x¥ definiert durch

¥ = exp(In(z)y).

Es ist

Weil \/Z = 22, ist zum Beispiel

Der hyperbolische Sinus und Cosinus
sinh(z) =

und

haben die Ableitungen
sinh’(x) = cosh(x)

und
cosh’(x) = sin(z).



5 Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R ein stetige Funktion und Z eine Zerlegung a = z¢ < z1 <
... <Zp—1 < zp = bdes Intervalls. Fiir i =0,...,n— 1 sei f** das Maximum
der Werte von f auf [z;, x;41] und f™" das Minimum. Dann ist die Obersumme

n—1

Oz(f) =Y "™ (wiy1 — 1)
i=0

und die Untersumime

n—1

Uz (f) =D f™ - (@ier — @)
i=0

Wenn Z’ ein Verfeinerung von Z ist, gilt immer

Uz(f) < Uz (f) <Oz (f) <Oz(f).

Man kann zeigen, dafl die Differenz Oz(f) — Uz(f) fiir geniigend feine Zerle-
gungen beliebig klein wird. Daraus folgt

Satz 5.1 Es gibt ein eindeutig bestimmte Zahl c, sodaf fiir gentigend feine Z
c—e<Uz(f)<c<Oz(f) <c+e
¢ heifit das Integral von f dber [a,b].

Man schreibt

/a ) de

/abf(as)dx _— /b f(@)da.

Satz 5.2 (Charakteristische Eigenschaften des Integrals)

Fiir a < b setzt man

1. [ledr=c-(b—a)
2. [P f(z)de < [V g(x) dz, wenn f(z) < g(x) fir alle x € [a,b)].
3. [P f(x)dz + [f f(x)da = [ f(x)dz
Satz 5.3
L [J(f(2) + g(@) de = [} f(x)dz + [, g(z) dw
2. [PMf(e)de =) f(o)de

Satz 5.4 (Dreiecksungleichung und Mittelwertsatz)



L|[) f@)do| < 7 1 (@)] da
2. Es gibt immer ein & € [a,b], sodaf f: f(x)dz = f(&)- (b—a).
Definition F(z) heifit Stammfunktion von f, wenn F'(z) = f(x).

Fiir festes a ist ,
FO)= [ fa)da
eine Stammfunktion von f. Alle anderen Stammfunktionen von f haben die

Form F(z)+ c¢. Man nennt deshalb F'(x) auch ein unbestimmtes Integral von f
und schreibt

F(x):/f(x)dx

Definition F(z)|" = F(b) — F(a)
Es folgt

Satz 5.5 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)

Wenn F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, ist

b

b
/ flx)da = F(x)|a
Satz 5.6 (Partielle Integration)
b b
[ F@gte)ds = s, - [ f@)g @) do

Satz 5.7 (Integration durch Substitution)

g(b) b
/ f(x)de = / Flo(t) ¢/ () dt
g(a) a

Numerische Integration

Seia=x9,21,..., 2§y = bmit z; = a+ ib_T“ eine gleichméfige Unterteilung des
Intervalls [a,b] in N Punkte. Dann 148t sich fab f(z) dz ndherungsweise berech-
nen durch die

Sehnen—Trapezregel

b —a
[ H@ydo m 22 (fao) + 2f(@1) + 2(an) + ..+ 2f(an) + Flaw)

und fiir gerades N durch die (bessere)

10



Simpsonregel

ot
[ @y
D (o) + 47 () + 2 (22) + 4 (s) + ..+ 4f (@x-2) + F(aw)).

Fiir N = 2 ergibt sich die Keplersche Fafiregel

/abf(x) arm "0 (f(a) Fap(4E) +f<b)) |

2

6 Taylorreihen

Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f schreiben wir
1™ (@)

fiir die n—te Ableitung von f(x).

Definition Die Taylorreihe von f(x) im Punkt a ist die Potenzreihe

< £(i) (g . "(a
> E 06 oy = @)+ fla)e - a)+ E - a
i=0 ’

) 2

Wenn f(z) in einer Umgebung von a durch eine konvergente Potenzreihe
Yocoai(zr — a)t dargestellt wird, ist > .- a;(z — a)* die Taylorreihe von f im
Punkt a.

Wenn die hohen Ableitungen von f nicht zu grofl sind, konvergiert die Taylor-
reihe von f bei a und stellt in einer Umgebung von a die Funktion f(z) dar. Es
gilt ndmlich:

Satz 6.1 (Restgliedabschitzung der Taylorreihe) Wenn der Betrag der
(n + 1)—ten Ableitung von f zwischen a und x durch M beschrinkt ist, gilt
die Abschdtzung

- f(i)(a) i M n+1
10 -3 e - o < e -

BEISPIELE:

Die Taylorreihe von exp(z) in 0 ist die iiberall konvergente Reihe
2 a3
exp(x)zl—l—a:—i—a—i—g—i—....

Die Taylorreihe von sin(x) in 0 ist die iiberall konvergente Reihe

. 1
Sln($)=$—§x3+§x5—.....

11



Ebenso konvergiert die Taylorreihe des Cosinus fiir alle z gegen cos(x):

1 1
cos(x)zl—x2+$x4—ax6+....

Die Taylorreihe von 2 in 1 stellt die Funktion im Intervall (0,2) dar:

é:1—(x—1)+($—1)2—(x—1)3+---

Daraus ergibt sich durch Integration die im selben Intervall konvergente Potenz-
reihe des Logarithmus:

(x—1) (z—1)3

In(z)=(x—1) — 5 + g e

7 Polynome und rationale Funktionen
Definition Fin Polynom ist eine Funktion der Form
f@)y=a+az+...+a,a”.

Wenn a,, # 0, hat f(x) den Grad n.

7.1 Bestimmen von Nullstellen

Satz 7.1 Sei f(x) = 2% + pr + q. Wenn p?> —4q > 0, hat f(x) die beiden

Nullstellen
RO
R (O

Fiir Gleichungen von groflerem Grad als 4 gibt es keine derartigen Formeln. Man
verwendet das Newtonverfahren:

Sei f(x) eine differenzierbare Funktion und &y in der Néhe einer Nullstelle von
f. Dann ist

_ . [fl&)
S0 i)
im allgemeinen eine bessere Naherung. Die Folge &g, &1, . . ., wobei
RS ()
§iv1 =250 (&)

konvergiert schnell gegen eine Nullstelle von f.

12



7.2 Interpolation durch Polynome

Lemma 7.2 Wenn & Nullstelle von f(x) ist, kann man f(x) schreiben als
(x —&)q(x)

fiir ein Polynom g(x).

Folgerung 7.3 Fin Polynom n-ten Grades hat hochstens n Nullstellen.

Satz 7.4 (Langrangesche Interpolationsformel) &,... &, seien paarwei-
se verschiedene Zahlen. Dann ist

n
x—§&;
flz) = Z G H ﬁ
i=0 g J
ein Polynom n—ten Grades, das an den Stellen &, ...,&, die Werte Co,...,(p
annimmt.

7.3 Komplexe Zahlen

Definition Der Korper C der komplexen Zahlen besteht aus allen formalen
Summen

z = a—+ bi,
fiir reelle Zahlen a und b. Addition und Multiplikation sind erkldrt durch
z+2 = (a+d)+(b+b)i
z-2 = (ad —bb')+ (ab + a'b)i

Es gelten dir gleichen Rechengesetze wie fiir reelle Zahlen. Dariiber hinaus hat
man:

RECHENREGELN:

i-i = -1
(a+bi)(a—bi) = a*+ b
N1 _ a-—b
(a + bi) = oip

la + bi] = va? + b? ist der Betrag von a + bi.

Setzt man komplexe Zahlen in die Potenzreihe fiir exp(z) ein, ergibt sich
Satz 7.5 Fir reelle Zahlen b ist
e’ = cos(b) + sin(b)i

Folgerung 7.6 _
et — e%(cos(b) + sin(b)i)

Satz 7.7 (Hauptsatz der Algebra) Jedes nicht-konstante Polynom hat eine
komplexe Nullstelle.

Folgerung 7.8 Jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten zerfdllt in ein Pro-
dukt von linearen Polynomen.

13



7.4 Rationale Funktionen

Definition FEin Quotient
f(x)

9(x)
von zwet Polynomen ist eine rationale Funktion.

Der folgende Satz gestattet es Stammfunktionen von rationalen Funktionen zu
aufzufinden.

Satz 7.9 (Partialbruchzerlegung) Jede rationale Funktion ist eine Summe
eines Polynoms und Funktionen der Form

_ b
(@ —a)

fiir komplexe Zahlen a,b.

8 Fourierreihen

Eine Funktion f : R — R heifit periodisch (mit Periode 27), wenn fiir alle
f(@) = f(a +2m)

Satz 8.1 Eine stickweise differenzierbard periodische Funktion f(x) lapt sich
durch eine Fourierreihe darstellen:

flx)=ao+ Z (ag cos(kx) + by sin(kx)) .
k=1

Um genau zu sein: Die Fourierreihe mufi an den Unstetigkeitsstellen a von f
nicht gegen f(a) konvergieren.

Satz 8.2 Die Koeffizienten der Fourierreihe berechnen sich so (k> 0):

ay = % flz)dx
ar = % i f(z)cos(kx)dx
b, = % i f(x)sin(kz) dz

BEISPIEL:

Die periodische Sigezahnfunktion, fiir die f(x) = = im Intervall (—m, ), hat
die Fourierreihe

) (Sm @) sin(22:c) . siné?)x) Csin(da) ) '

1Siehe [Il S.160] fiir eine prizise Formulierung

14



9 Vektorrechnung

9.1 Vektorraume

Sei ein Punkt O im dreidimensionalen Anschauungsraum A fixiert. Ein Vektor
ist eine gerichtete Strecke OP mit Anfangspunkt O(und Endpunkt P).

Zwei Vektoren OP und @ werden addiert, indem man die Punkte O, P, Q zu
einem Parallelogramm O, P, @, S ergénzt:

0S8 = 0P + 00
0 = OO ist der Nullvektor. Der zu u inverse Vektor —u hat die gleiche Lange
wie u, aber die entgegengesetzte Richtung.
Fiir Vektoren u,v,w gelten die RECHENREGELN
Al
A2
A3
A4

ut+v=v+u
(u+v)+w=u+ (v+w)
0O+v=w
+(-v)=0
Sei « ein reelle Zahl und v ein Vektor. Der Vektor « - v hat die gleiche Léinge

wie v, aber die a—fache Linge. Wenn « negativ ist, kehrt sich auch die Richtung
um.

(A1)
(A2)
(A3)
(Ad) v

RECHENREGELN der Skalarmultiplikation

=

H1lwv=vw
) a-(B-v)=(af) v

M3) (a+p)-v=a-v+ [ v
)

M4) o-(v+w)=a-v+ a-w

(
(M2
(
(

Eine Menge, auf der eine Addition erkliirt ist und deren Elemente man mit
reellen Zahlen multiplizieren kann, sodafl die Axiome Al1-A4 und M1-M4 gel-
ten, nennt man einen Vektorraum.

BEISPIEL:

R3 :RxRxR:{(wl,xg,xg) | T1,T2,T3 ER}

ist mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Vektorraum. Man
schreibt die Elemente von R? auch als Spalten— oder Zeilenvektoren:

To oder (z1 22 x3)

2mit einem Nullelement und einer Inversenoperation

15



Man definiert analog R' = R, R? und allgemein R".

A als Vektorraum aufgefait und R? sind drei-dimensional in folgendem Sinn:
Es gibt drei Vektoren by, b, bs sodaB sich jeder Vektor schreiben 148t als

v=aqaib; + ...+ asby + asbs.
fiir eindeutig bestimmte a; € R. by, b, b3 heifit Basis des Vektorraums. ay, as, as
sind die Koordinaten von v (beziiglich der Basis by, ba, b3). Eine Basis heifit da-
her auch Koordinatensystem.
Der R3 hat die kanonische Basis

er = (1,0,0) es = (0,1,0) es = (0,0,1).

Ein Isomorphismus zwischen zwei Vektorrdumen U und V ist eine Bijektion
f:U — V, die sich mit der Addition und der Skalarmultiplikation vertriagt:

flutv) = flu)+ f(v)
flau) = af(u)

Satz 9.1 Jeder drei-dimensionale Vektorraum ist isomorph zu R3.

9.2 Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren in A ist die Zahl

OP-0Q = cos(¢) [|OP] |OQ,

wobei ¢ der Winkel Z(P, O, Q) zwischen den beiden Vektoren ist und ||O—I—5||,
|\@|| ihre Léngen sind.

Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften:

u - v = 0 genau dann, wenn u senkrecht auf v steht.

Definiert man auf dem R" das Produkt

o B
o B2

: . =a11 + s+ ... 4 anfhy,
Qp ﬂn

16



so sind die Eigenschaften S1-S4 ebenfalls erfiillt.

Man definiert fiir Raéume mit Skalarprodukt die Lénge eines Vektors durch:
ol = voe.
Lemma 9.2 (Schwarzsche Ungleichung)
lu-v| < flull o]
Folgerung 9.3 (Dreiecksungleichung)
lu+vll <l + vl

Definition Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine Orthonormalbasis
ist eine Basis by, by ..., b, mit

. 1 wenni=j
bi.bj_{ 0 wenn i # j

Jeder endlich—dimensionale Vektorraum hat eine Orthonormalbasis. Das ist leicht
fiir den Anschauungsraum A zu sehen. Die kanonische Basis des R™ ist ortho-
normal.

Lemma 9.4 Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und by,bs ..., b, eine
Orthonormalbasis. Dann berechnet sich das Skalarprodukt von u = a1b; + ...+
apb, und v = (b1 + ...+ Bpb, als

u-v=0o101+ ...+ a,0n.

9.3 Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt
U X v

zweier Vektoren des Anschauungsraums ist ein Vektor des durch folgende Fi-
genschaften bestimmt ist:

1. |Ju x v|| = sin(@) ||u] ||v||, wobei ¢ der Winkel zwischen « und v ist (von
u nach v geziihlt).

2. u x v steht senkrecht auf v und v.

3. u, v und u X v bilden ein Rechtssystem o

||lu x v]| ist der Flicheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelogramms.

RECHENREGELN

(K1) uxv=—-vxu

3wie Mittelfinger, Daumen und Zeigefinger der rechten Hand (wenn —7/2 < ¢ < 7/2)

17



(K2) (cu) x v=a(u X v)
(K3) (u+v) xw=(uxw)+ (vxw)

u X v = 0 genau dann, wenn u und v parallel sind.

Definition (u x v) - w ist das Spatprodukt von u, v und w.

Der Betrag von (u X v) - w ist das Volumen des von u, v und w aufgespann-
ten Parallelepiped. (u x v) - w ist genau dann positiv, wenn w, v und w ein
Rechtssystem bilden.

Wenn by, bs, b3 eine Orthonormalbasis von A ist, die ein Rechtssystem bildet,
driickt sich das Kreuzprodukt in den Koordinaten so aus

o B aofl3 — a3 fo
as | x| B2 | =| a3B1—aifBs
o Bs a1 — anfo

10 Lineare Abbildungen

Definition Eine Abbildung f : R? — R3 der Form

1 1121 + a12%2 + a13%3
fl 22 | = | aziz1 +agrs +asrs |, (1)
3 3171 + a32T2 + a33T3

heifst linear.

Eine Abbildung f : A — A ist linear, wenn sie fiir ein fest gew#hltes Koordi-
natensystem einer linearen Abbildung der Koordinaten entspricht. Der Begriff
héngt nicht von der Wahl der Basis ab.

Eine Gerade in R? ist eine Menge der Form

G ={up+avy | a € R}.

Lemma 10.1 FEine lineare Abbildung bildet Geraden in Geraden ab.

Das Zahlenschema
a1l a2 ais
A=(a;;)=| aan a2 as
azi1 asz ass

durch das
f=17a
in (1) definiert wird, heifit 3 x 3-Matrix. Die Spalten
ari ai2 ais
a21 , a22 und a93
asi as2 ass
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von A sind die Bilder

fler), fle2) und f(es)

der kanonischen Basis von R3.

MATRIXOPERATIONEN
Seien A = (a;;) und B = (b;;) Matrizen, ¢ = (¢;) ein Spaltenvektor und « eine
Zahl.

Matrixaddition
A + B = (aij + b”)
Skalarmultiplikation
aA = (aa;j)
Multiplikation

3
AB = (Z aikbkj>
k=1

Multiplikation mit einer Spalte

3
Ac = <Z aikck>
k=1

A+ B, oA und AB sind wieder Matrizen, Ac ist ein Spaltenvektor.
Matrixoperationen entsprechen Operationen der durch sie dargestellten linearen
Abbildungen. Es ist

o fayp=fa+ fB
o faa=afa
o fap=faofB

° fA(C> = Ac

RECHENREGELN
Die Matrizen bilden unter der Addition und Skalarmultiplikation einen 3 - 3—
dimensionalen Vektorraum. Zusétzlich gilt

(MA1l) A(B+C)=AB+ AC

(MA2) (A+ B)C = AB+ BC

(MA3) A(aB) = («¢A)B = a(AB)

(MA4) A(BC) = (AB)C

(MA5) AE=FEA=A
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Dabei ist

E =

O O =
o = O
—_— o O

die (3—-dimensionale) Einheitsmatrix.
A heif3t invertierbar, wenn es ein B mit AB = BA = E gibt.

B=A""1

ist eindeutig bestimmt und heifit die Inverse von A.

Verallgemeinerung: Lineare Abbildungen

f . R'Il N Rm
werden beschrieben durch m x n—Matrizen

aip -+ Qin

A=

am1  ° Qmn

11 Lineare Gleichungssysteme

Definition Die Determinante einer 2 x 2—-Matriz A = ( le 212 ) ist
21 Q22

detA = 11022 — A21012.

Alternative Schreibweise:
det A = |A]

Satz 11.1 (Cramersche Regel fiir n=2) Wenn det A # 0, hat das Glei-
chungssystem

a11r1+a1222=b;

a2121+0a2222=by

die Losung
by an2 air b
by ao az1  bo
xr1 = o =
ail a2 ailr a2
a1 Aa22 a1 Qa2

Wenn det A = 0, gibt es keine Ldosung oder unendlich viele Lisungen.

Die Cramersche Regel 148t sich fiir lineare Gleichungssysteme mit beliebig
vielen Variablen formulieren. Zunéchst definiert man die Determinante von be-
liebigen quadratischen Matrizen durch den folgenden Satz:

Satz 11.2 Es gibt genau eine Funktion det, die jeder n x n—Matriz A eine Zahl
det A zuordnet und die folgenden Figenschaften hat:
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D1) det ist als Funktion jeder Spalte jeweils eine lineare Abbildung R™ — R.

(
(D2) det A ist Null, wenn A zwei gleiche Spalten hat.
(D3) detE =1

(

Man schreibt wieder |A| fiir det A.)

Zum Beispiel ist

ail aiz ais

a2 a23 a12 a3 a1z a3
ag1 G2 Q23 | = a1l —ag + as;
asz  ass as2 a3s3 a2 @23
asy G2 as3
Ein lineares Gleichungssystem
a11r1 +-o+ AT, = b
: (2)
ap1T1 +- -+ Appx, = bn
schreibt man als
air o Qln 1 b1
anl Ann Tn bn
oder kurz
Az =10

Satz 11.3 (Cramersche Regel) Wenn det A # 0, hat das Gleichungssystem
Ax = b die Losung

| Ay | |As| A

.T1—|A|, $2—|A|, ......... ,xn—|A|,

wobei A; aus A entsteht, indem die i—te Spalte durch b ersetzt wird.
Wenn det A = 0, gibt es keine Ldosung oder unendlich viele Lisungen.

Praktischer als die Cramersche Regel ist das folgende Eliminationsverfahren:
Man schreibt (2) als ein Schema

air - Gin | by

anl crr A bn

Durch Anwenden von Zeilenoperationenauf dieses Schema erhélt man &dquiva-
lente Gleichungssysteme:

e Addiere ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile.
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e Multipliziere eine Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl.

Wenn man zusétzlich erlaubt, dafl im linken Teil des Schemas Spalten vertauscht
werden (das heifit, daf§ die Variablen z1, . .., z, umnumeriert werden), kann man

@) auf die Normalform

1 O O C1
0 1 0 Co
o0 --- 1 % -+ % Cr
oo --- 0 0 ---0 Criy1
0 0 0 0 01cp

bringen.

r heifit der Rang des Gleichungssystems. r hangt nur von der Matrix A ab und
nicht von den im einzelnen ausgefiihrten Zeilenoperationen.

A hat genau dann den maximalen Rang n, wenn det A # 0. In diesem Fall ist
(c1,...,¢p) die Losung von ().

Wenn r < n, ist ([2)) genau dann l6sbar, wenn ¢,11 = -+ = ¢, = 0. Man kann
dann sich dann die Werte von @41, -, 2, beliebig vorgeben und erhélt eine
n — r—parametrige Losungsgesamtheit.

Wenn man das Schema,

(AIE)

durch Zeilenoperationen umformt in
(E|B)

ist B=A"1.

12 Differentialrechnung im R"

Definition Fine Folge ag,aq, ... von Vektoren aus R™ heifit konvergent, wenn
sie gegen einen Grenzwert ¢ € R™ konvergiert:

Ve >03INVn >N |la, —c|| <e
Definition f heifft stetig bei a € D, wenn
Ve>030>0VzeD |z—a| <d—|f(x)— fla)] <e
f heifst stetig, wenn f bei allen a € D stetig ist
Die Sitze B.11 B2] 3.4 gelten sinngeméf fiir stetige Funktionen auf R™.

Definition [ :R"™ — R heif§t partiell differenzierbar, wenn fir alle (ai,. .., ay)
aus dem Definitionsbereich die einstelligen Funktionen

f(z1,a9,...,a,), flar,22,.. . an),..., fla1,..., %)
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differenzierbar sind. Man schreibt

of of of

Ox1’ Oxy’ " Oxn,

fiir die respektiven partiellen Ableitungen.

Alternative Schreibweise:

of
fzi B 8331'
Der Vektor of
Twl(al, . ,an)
) :
a;; (a1,...,ap)

hat die Richtung des stidrksten Wachstums von f. Eine andere Bezeichnung ist

grad f,

der Gradient von f.
Eine Kurve im R™ ist eine Abbildung ¢ = (¢1,...,¢p) : [a,b] — R™, deren
Komponentenfunktionen ¢; stetig sind.

Satz 12.1 (Kettenregel) Sei f : R™ — R stetig partiell differenzierbar und c
eine Kurve mit differenzierbaren Komponentenfunktionen. Dann ist

df(ci1(x), ..., en(x))

dx
of des () of de, ()
= a—gjl(cl(x)),cn(x)) g —&—...—&—gn(cl(x))...,cn(x)) W

Lemma 12.2 Sei f auf einer Teilmenge des R™ definiert und partiell differen-
zierbar. Wenn f bei a ein lokales Minimum oder Mazimum hat, verschwinden
alle partiellen Ableitungen bei a.

Lemma 12.3 Wenn f zweimal stetig partiell differenzierbar ist, spielt die Rei-
henfolge der Differentiation keine Rolle:
*f _ 0% f
8.@1'8%]' o 8x]8xl

Sei f : R™ — R unendlich oft differenzierbar. Die Taylorentwicklung von f
ist die unendliche Reihe
of 1
Ti(t, . tn) = f(a) +Z%(a)ti + 52
i ¢ i,j

2
#(a) tiltiQ —+ ...

l‘il 63:i2

1 oFf
...+H Z m(a)til~-~tik+~..

11,0k

Wenn f(z1,...,2,) ein Polynom ist, wird f in jedem Punkt durch seine
Taylorreihe dargestellt. Wenn f den Grad k hat, bricht die Taylorreihen beim
Grad k ab.
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Definition Fine n—dimensionale quadratische Form in n—Variablen ist ein ho-
mogenes quadratisches Polynom q(t1,...,t,). Das heifit, daff q durch eine Ma-
triz A = (a;;) in der Form

qa(@i,...,an) = Z aijtjt;
4]

gegeben ist.

Wir kénnen immer annehmen, daf die Matrix A symmetrisch ist: a;; = a;;.

Die Hessesche Form einer zweimal differenzierbaren Funktion in a ist das
2—fache des quadratischen Teils der Taylorreihe in a:

Z 0% f
Hf(a’) = 81‘ 8£U (a‘) tilti2'
Bj TR

Definition Fin quadratische Form q ist
e positiv definit, wenn q(b) > 0 fir alle b # 0
e negativ definit, wenn q(b) < 0 fir alle b #0

e indefinit, wenn q positive und negative Werte annimmt.

Lemma 12.4 FEine zweidimensionale quadratische Form qa ist genau dann (po-
sitiv oder negativ) definit, wenn det A > 0, und genau dann indefinit, wenn
det A < 0. Wenn det A > 0 ist A genau dann positiv definit, wenn ai1 (oder
asa) positiv ist.

Satz 12.5 Sei f auf einer Teilmenge des R™ definiert und partiell stetig diffe-
renzierbar. Sei a ein Punkt, an dem die ersten partiellen Ableitungen verschwin-
den. Wenn dann die Hessesche Form Hy(a)

e positiv definit ist, hat [ bei a ein lokales Minimum,
e negativ definit ist, hat f bei a ein lokales Maximum,

e indefinit ist, hat f bei a weder ein lokales Minimum noch ein lokales Ma-
zimum. (f hat dann einen Sattelpunkt.)

Zum Beweis braucht man:

Satz 12.6 (Hauptachsentransformation) Fiir jede n—dimensionale quadra-
tische Form q lafit sich eine Orthonormalbasis des R™ so wdhlen, dafS q in den
neuen Koordinaten die Gestalt

Mt2 4 At

hat
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Die neuen Basisvektoren sind die Hauptachsen von q. Die \; sind eindeutig be-
stimmt und heiflen Eigenwerte von g. q ist genau dann positiv (negativ) definit,
wenn alle \; positiv (negativ) sind. Und genau dann indefinit, wenn es einen
positiven und einen negativen Eigenwert gibt.

Man kann [[2.2] und [[2.5] verwenden um das folgende Problem zu 16sen:

In der Ebene seien die Punkte (z1,y1),-..,(Zn,yn) gegeben. Gesucht ist die
Regressionsgerade y = ax + b, fiir die die Summe

(ax1 +b—11)* + ...+ (ax, +b—y,)*

der Fehlerquadrate minimal wird.

Losung

a::;@zmm—Q)O@ﬁ”

- () (o))

wobei

d = n;ac? — (Zaﬁi)2.

3

13 Kurven— und Bereichsintegrale

Eine Differentialform ist eine stetige Abbildung w : R™ — R"”,

wi(Z1,. .., Tn)
W(T1yeneyTy) = ,
Wn(Z1,. .0, Ty)
die wir als
widxr + ...+ w,dx,
notieren.

Entlang einer stiickweise differenzierbaren Kurve ¢ : [a,b] — R™ 148t sich
eine Differentialform w integrieren:

b
/w=/(mwmd®+~+w#®MWM&

Definition F : R™ — R heiffit Stammfunktion von w, wenn

w=dF = a—Fdx1+...+a—Fdxn.
o0x1 oxy,

Eine Differentialform, die eine Stammfunktion hat, heifst exakt.
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Satz 13.1 Wenn w eine Stammfunktion F hat, ist fiir jede Kurve c : [a,b] — R"
= Fle®) - Feta).

Eine Differentialform ist genau dann exakt, wenn Kurvenintegrale nur von
Anfangs— und Endpunkt der Kurve abhangen. Die Stammfunktion 148t sich
dann als

F(z) = Integral von w entlang einer Kurve von 0 bis x

finden.

Definition w heiffit geschlossen, wenn

ow ' (90)1‘

axi o 8xj

fiir alle 1, j.
Satz 13.2 FEine Differentialform ist genau dann exakt, wenn sie geschlossen ist.

Der Satz gilt fiir auf dem ganzen R"™ definierte Differentialformen und allge-
meiner fiir “einfach zusammenhéngende”Teilmengen des R™. Der Satz ist zum
Beispiel falsch, wenn w nur auf R? \ {0} erklért ist.

Beweisansatz:
Sei zum Beispiel w eine geschlossene Differentialform auf R?. Fixiere einen Punkt
(a1,az) € R?. Dann ist

x1 Yy
F(xy,x0) = / wl(s,aQ)ds—F/ wo(z,t)dt
ai az
eine Stammfunktion von w.

Definition Sei F eine beschrinkte (nicht allzu wilde) Fliche im R? und f :
F — R? eine stetige Funktion. Dann ist

/ f dl’1d$2
F

das Volumen des Korpers
{(z,9,2) | (x,y) € F, 0< 2 < f(z,9)}

Wenn f negative Werte hat zdhlt man das Volumen negativ. Fiir eine prézise
Definition iiberdeckt man F durch disjunkte kleine Rechtecke R; und approxi-
miert das Integral durch

Z Volumen(R;) fi,
wobei f; ein Wert ist, den f auf R; annimmt. (Siehe Abschnitt [Bl)

Allgemeiner definiert man fiir stetige Funktionen f :R™ — R und gutartige
Teilmengen V € R™ das Integral

/fdxl...dxn
v
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Sei w eine Differentialform auf dem R2. Definiere

3w1 8w2
mtw = —— —

Oxy  Ox1

Satz 13.3 (Satz von Stokes: Spezialfall) Sei ¢ eine geschlossene Kurve im
R?, die eine Fliche F im negativen Uhrzeigersinn umlduft. Dann ist

/w:/rotw dzidws.
c F

Satz 13.4 (Satz von Fubini) Sei R = [a1,b1] X ... X [an, by] ein Quader im
R™ und f: R — R eine stetige Funktion. Dann ist

by b1 by
/fda:l...dxn:/ (/ ( flxy, .. xy) dxl...> da:n_1> dz,,.
R An Qn—1 ai

14 Differentialgleichungen

Wir behandeln gewdhnliche Differentialgleichungen. Gewohnliche Differential-
gleichungen bestimmen eine Funktion f(x) einer Variable z durch eine Gleichung
zwischen x, dem Funktionswert f(z) und den Ableitungen f'(x), f”(x),....
Partielle Differentialgleichungen werden fiir Funktionen mehrerer Variable auf-
gestellt. Wir kénnen hier nur Differentialgleichungen erster Ordnung behandeln.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung enthélt nur die erste Ableitung
der gesuchten Funktion. Sie hat gewohnlich die Form

Y =g(z,y) (3)

fiir eine stetig differenzierbare Funktion g. Eine Losung ist eine Funktion f(x),
sodaf fiir alle  im Definitionsbereich

f'(@) = g(=z, f(2)).

Die Gleichung (@) hat im allgemeinen eine ein—parametrige Schar von Losungen.
Die Losung wird eindeutig, wenn man eine Anfangsbedingung

y(a) =b (4)

vorgibt. Man fordert also f(a) = 0.

Satz 14.1 Wenn g stetig partiell differenzierbar ist, gibt es ein einer gentigend
kleinen Umgebung (—c, c) von a eine (eindeutig bestimmte) Lisung von (3) und

).

14.1 Trennung der Variablen
Wenn (@) die Gestalt



hat, findet man die Losung folgendermaflen: Man integriert beide Seiten der

Gleichung
1

g(x)de = ") dy

/;g<s>ds=/byh(1ﬂdt,

eine Gleichung zwischen x und y, die die Losungskurve beschreibt.

und erhalt

14.2 Exakte Differentialgleichungen

Eine exakte Differentialgleichung hat die Gestalt

wobei g, + hy = 0.

Dann ist g(z,y) dz— h(z,y) dy eine geschlossene Differentialform. Man sucht
mit der Methode von ein Stammfunktion F' mit F'(a,b) = 0. Dann be-
schreibt die Gleichung F'(x,y) = 0 die Losungskurve. Die Gleichung ist

/;g(s, b)dt = /by h(z,t)dt.

14.3 Lineare Differentialgleichungen
Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung haben die Gestalt
y' =g(x)y + h(z). ()

Zuerst suchen wir eine Losung fo der homogenen Gleichung ' = ¢g(z)y mit der
Nebenbedingung y(a) = 1 (Trennung der Variable):

fo(z) = exp (/jg(s)ds) )

Dann bestimmt man ¢(z) so, dafl

f(@) = c(x) folx)

eine Losung von (B) und (@) ist. Dazu muf ¢(x) eine Losung von 4 fo(z) = h(x)

und sein:
v c(x) = /f hls) ds
a fO(S) .
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